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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Existence de facteurs infinis asymptotiquement
abéliens. Note (*) de MM. Alain Connes (*) et Edward James Woods (), transmise

par M. Laurent Schwartz.

ie I’existence de facteurs de type III asymptotiquement abéliens, les facteurs de
er. Cela résout un probléme posé par S. Sakai, Pb 42, p. 215 de 3%

Démonstrati
Powers en part

S. Sakai a introduit (°) la notion d’algébre de von Neumann asymptotiquement abélienne
et a montré I'existence de facteurs de type II; asymptotiquement abéliens. Aucun facteur
de type I ou II, n’est asymptotiquement abélien [(7), (*)]. Soit A une C* algébre dans
I’espace hilbertien #, et (o,,), . une suite d’automorphismes de A telle que || [o, (x), y] [|[—0
n— o0, Vx, ye A. En général les o, ne se prolongent pas a la fermeture faible M de A,
et méme s’ils se prolongent (par exemple si ce sont des automorphismes intérieurs de A)
il peut arriver qu’ils ne soient pas fortement asymptotiquement abéliens sur M (par exemple
M peut étre un facteur de type I ou II_). Le théoréme 2 donne une condition suffisante
trés simple (I’existence d’un état normal fidéle invariant) pour que la suite des automor-
phismes prolongés soit fortement asymptotiquement abélienne.

Rappelons la définition de S. Sakai :
DEFINITION 1. — Soit M une algébre de von Neumann. Une suite d’automorphismes de

M est dite asymptotiquement abélienne quand ¥ x, ye M [o,(x), V]psw — 0 fortement.
On dit que M est asymptotiquement abélienne quand une telle suite existe.

Il serait inintéressant de remplacer dans cette définition la topologie forte par la topo-
logie normique.
Cela impliquerait la commutativité de M (%).

THEOREME 2. — Soient M une algébre de von Neumann, (c,),.x une suite d’automor-
phismes de M, A une sous-algébre involutive faiblement dense dans M telles que

[0.(x), Y] >0 fortement Vx, yeA.
Alors, si il existe sur M un état o normal fidéle invariant par o, pour tout ne N, la suite
(Sudnen est asymprotiquement abélienne.
La démonstration résulte facilement du lemme suivant.
LEMME 3. — Soient M une algebre de von Neumann dans I'espace de Hilbert H, ® un

etat normal fidéie sur M défini par un vecteur Q € #, et A une sous algébre involutive fai-
blement dense dans M.

Soient X, Y My, la boule unité de M, et & > 0. Alors il existe X, y € A tels que pour
tout automorphisme o de M préservant ® on ait

o) I, YIQ|| = [[[2(), y]@|+.

_ Démonstration. — Comme o est fidele, le vecteur Q est séparateur pour M donc tota-
lisateur pour 1, Soient donc x’, y'e M’ tels que

2 Ixe-xe| <5,
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Soient alors x, y€ A, tels que :
) - -
@ |xe-xe|| = —
£
5 Lo
®) l¥e-yell= —
(On applique le théoréme de densité de Kaplansky.)
On a
©6) [e(X), Y] =[a(), y]+{aX)Y—a®)y}—{YaX)—yu(x)
En utilisant
(7) [ =]|TQ|, VTeM
(par hypothése o est invariant), on obtient :
®) [@X)Y-0@ Q| = [[@¢@)—-a=)YR|+|la(x) (Y-l
=l eE-0@-»)Q||+]|y a(X—x) Q]|+ B
) Kkl
8 8 2
En remplagant o par ™! on obtient de la méme fagon
- = 1
©) e (MX-a 1(y)x)Q”§-28.
Donc en appliquant (7), on a
{19 (Y@ -yampe| < ; c.
Combinant les équations (6), (8) et (10) on obtient (1).
Q.E.D
THEOREME 4. — Soient N un Jacteur, ¢ un état normal fidéle sur N et M = ® (N, 0),
veZ

le produit tensoriel d’une infinité de couples identiques a (N, ¢). Alors M est un facteur
asymptotiquement abélien.

Démonstration. — On suppose que N agit dans I’'espace de Hilbert #" et que I’état @
correspond a un vecteur totalisateur et séparateur ® € 7. Soient

H = ® (%,,, Qn)’ M= ® (M,,, Qn), 0= ® Qm

nez nez neZ

Ou H' =, Q, = ® et M, = N pour tout n € Z. Soit U I'unitaire dans # correspondant

au shift. On a UQ = Q et pour tous n e N, %5EN j=—pn .. n:

k=n =n—
(11) U(kgo_"l)®<k=®_ xk>®(k® Do 1)®<"‘®1xk>®(®m
z = k 1

k<-n-1 k=n

=—pn—
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qui montre Gue les hypothéses du théoréme 2 sont satisfaites par M, o, = AdU" en
ce 2

renant pour A [ sous-algébre involutive engendrée linéairement par les opérateurs qui
p

apparaissent dans Iégalité (11).
Q.B:D.
‘En particulier les facteurs Ry, 0 < x <1, de Powers et R, [voir (!)] sont asymptoti-
quement abéliens.

PROBLEMES :
(1) Soit (,),cn, une suite asymptc?tique.ment abélienne sur le facteur M, avec c, = o
pour un automorphisme o de M. Existe-t-il sur M un état normal invariant ?

(2) Existe-t-il un facteur de type III, asymptotiquement abélien?

(*) Séance du 27 mai 1974.
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