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JONNELLE. — Un nouvel invariant pour les algshpes

E FONCT
AN de M. Araiy Connes, présentée par M. Gastop

de von Neumann. Note (*)
Julia.

Neumann M de genre .dénombr.ablc, nous associons ur
A toute algébre de von le fermé de Ry, défini comme intersection des spcctre;

invari sous-ensemb. h oo Sy
iinex;al(;lagtatsel(llg):m odulaires associés par la théorie de Tomita aux états normaux

ot fideles sur M.

i i-finie, S (M) < f 01} 3 :
g: ﬁ e;’gsggrrglles factesxrs)étudiés par Powers, avec 0<Ai< 1/2, nous montrons
que S ('Mk) Z{unneZju=(1 " 92)/(d + 27), ce qui donne une nouvelle
démonstration du hon-isomorphisme des M.

M désigne une algébre de von Neumann dans 'espace de Hilbert $,
« un vecteur totalisateur et séparateur pour M; M’ le commutant de M,

L’opérateur qui & @, ou €M associe * o (resp. qui & y o, yEM
associe y* «) est préfermé (*); mous notons S. (resp. F,) sa fermeture,
S, = J, A la décomposition de S, étudiée dans (°), A, = F. S, est un
opérateur positif.

Soit ¢ un état normal et fidele sur M, soit ., II., Z. la construction de
Gelfand-Segal relative a ¢; nous notons A, 'opérateur modulaire relatif
au triplet ., I, (M), &..

Soit M une algébre de von Neumann de genre dénombrable, nous posons
S (M) =N Spectre A;, ¢ état normal et fidéle. S (M) est un fermé de
R, et t£0, t€S (M) entraine t' €S (M), car ar). — A;'; de plas
S (M, X M,) = S (M,)US (M,), ou M, XM, désigne un produit d’algebres
de von Neumann.

Trtorime 1. — Soit M une algébre de von Neumann opérant dans 9,
si. Pensemble © des vecteurs totalisateurs et séparateurs de norme un est non
vide, Uensemble S (M) est U’ensemble des t>-0, tels que pour tout ¢ >0, et
tout 2 € ®, il existe s€M, yeM' tels que |z || =1, || 1" 22—y <g
| z* &« — t” y* a|| < e. ‘ ‘

Il résulte des lemmes suivants :

‘ LEMM}.Z 2. — Soit ¢ normal fidéle sur M, il existe a € &, et U isométrie de
B, sur § tels que UL, = o, U A It A,

2 (i;;nzleU_Q? est non vide, lisomorphisme II. est spatial ('), ainsi

2 \Z) = z U, posons « = UL ; on vérifie que US, U™ est la ferme-

ture de 'opérateur

[B U~ 8 =1, @)%, pour un zeM, US, U-18 = UL, (z%)

d’olt S, = US, U et A, — L7



ri = R 1
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53— Soutt>=0e >0, ac®=

LMy ) :
£, Spectre Af") < € st et seulement st il existe x €M,

(a) Distance (

jzali=1 [@ai—f)za]<e
(b) z€M, || (A — ) g o || < € entraine Pexistence de y €M’ tel que
doe—yal<a ora—tpeal<s
(c) z€M, yeM, || trra—ya| <s, |2* « — 7 y* | < ¢ entraine
|(s1—)e-

(a) Résulte de la densité de M o dans le domaine de A"
(b) Soit y = J.2* Ju; on a yEM/, y o = A z a; de plus,

<,

Hx*x——t%y*a”=”J2<x*a—-t%y*a)” et Jayt o= xia.
(c) Soit B==ma, Y=A47"y«; Y et { sont dans le domaine de AY et

[#78 — Ay || < & || A% B — 73] < <, soit, comme AV (¢ + ALY et
£ (7 ++ AY)~! sont des contractions

(8 +a3) e —£ a4 a2 v[<-
|ad(d + 8 p—Aat(F o ad) "y <.
La conclusion résulte de (AY' — ) = (A, — ¢t) (AL + ¢/)~".

Dans la suite, i désigne P’algébre des matrices d’ordre 2, H I’espace de
Hilbert obtenu en posant

(o; B) = Trace $* a pour «eli, Bell.
On pose :

s 1 e

n= a5 ol 0<7\<%; ona [[n] =1.
1 2
Lo O 4 ol Gt

% désigne I'espace de Hilbert produit tensoriel d’une infinité dénombrable
de couples (H, v),, n€N.

L’on note II,, (resp. IT,) la représentation (resp. antireprésentation) de
W dans § qui & » associe II, (@) [resp. II, (2)] tel que

Hn(x) (511 ®~--® @p—1 ® zn,® L ®.. .) = 0, ®...® o AT ®xa"® Trita ®_. 2

(resp. o, 2 au lieu de = a,).
M, désigne I’algébre de von Neumann engendrée par les II, ().
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M dénombrable, semi-finie, alorg

TakoREME 4 — (a) Si M est de genre

s (0, 1}

S (M) = [u, n€Z); ¥ : A =
EZ; So(it XZ un{e tl,'ace normale fidéle semie finie sur M, %j. Pespace deg

opérateurs de Hilbert-Schmidt, IT (resp- Hl) l'a re‘présentation (resp. antj-
p tion) de M dans $- par multiplication a gauche (resp. & droite)

représenta X : 5 :
%oit pe$. positif, non st gulier, A, Popérateur modulaire relatif 3

(8-, 1L (M), F)- . i
I esue 5. — Soitp€R; alors AY = I (B*) 11 =2,
D’aprés (°), le groupe modulaire o, est

— (4 — 2114 2M.

0',; (z) = h‘”" x h-—‘!i!" d’Ofl ih” xh — h“" xhh~'2:w.

Comme II (M) et I (M) commutent Pon a Spectre A/ inclus dans
(Spectre k). (Spectre ).

L’assertion () résulte de JPexistence de k. (resp. h.) positif non singulier,
¢lément de . dont le spectre ne contient que des (1/2), k€N [resp. des

(1/3)%, keN].
(b) Soit 3 opérateur modulaire relatif au triplet (H, 1, 71); soit

1

1 2
0 0 4
onalzn|=1u’zn="z et w1 z* = z* n; d’aprés les lemmes 3, 5,
Spectre 8= {u, 1, u™}.

LF:MME 6. — Le vecteur 2o =10 N Q... QM Q... est séparateur et
totalisateur pour My, dans %, Spectre A, = {u", n€Z |.
L’espace vectoriel E engendré par les vecteurs de la forme

L1R.. . QLM nQD... (esp. 1 ®.. Y. ®n®...),

ot z; €M (resp. y; €M) est dense dans 9.

S,, (vesp. .F%) est une extension de 'opérateur qui & I’élément ci-dessus
de E associe 'a:*,‘ 1Q...02MQN®... (resp. ny’); ainsi A, = Fa 5
est une extension de Popérateur produit tensoriel algébrique de noté @5,
qui a un sens car ¢ (1) = 1. ’

CO ( = 3 N
alon Ilr;n::zrfgl;ls-i:;) E = E est dense dans §, A, est la fermeture de Q 0,

Lem 7. — 1 ' : .
telsqueME Soit k€N, ¢ >0, %€, || o || = 1; il existe x€M;, yE€M

e |

lzaf>1—¢ et “uéza—ya”<s, ”x*y,—uz’y*y:‘\<€-
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goit E, le sous-espace de ¥ engendré par les vecteurs

RPN, ou o,€H (i=1,2,...,n);

comme E = U E, il existe n€N et &/’ €E, tels que
1

fwl=1 o fa—af<e2 ar)

SOit T = IIu-e-l (Z) R H"-f-/\‘ (Z)7 Y= HI/H—I (Z) AKIEO Hln+/: (Z), on a

i i
wrra =go, a*od'=uy*rd, donc [[za|>1—s

k k
lésamyall<e  laigra—sal<s
car

jslzlzk o lzl=(3+1) <2

(OIS

(*) Séance du 3 novembre 1971.
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