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THEORIA
COMBINATIONIS OBSERVATIONUM
ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE.

PARS PRIOR.

1.

Quantacunque cura instituantur observationes, rerum naturalium magnitu-
dinem spectantes, semper tamen erroribus maioribus minoribusve obnoxiae ma-
nent. Errores observationum plerumque non sunt simplices, sed e pluribus fon-
tibus simul originem trahunt: horum fontium duas species probe distinguere opor-
tet. Quaedam errorum caussae ita sunt comparatae, ut ipsarum effectus in qua-
libet observatione a circumstantiis variabilibus pendeat, inter quas et ipsam ob-
servationem nullus nexus essentialis concipitur: errores hinc oriundi irregulares
seu fortuiti vocantur, quatenusque illae circumstantiae calculo subiici nequeunt,
idem etiam de erroribus ipsis valet. Tales sunt errores ab imperfectione sensuum
provenientes, nec non a caussis extraneis irregularibus, e. g. a motu tremulo aeris
visum tantillum turbante: plura quoque vitia instrumentoram vel optimorum huc
trahenda sunt, e. g. asperitas partis interioris libellularum, defectus firmitatis ab-
solutae etc. Contra aliae errorum caussae in omnibus observationibus ad idem
genus relatis natura sua effectum vel absolute constantem exserunt, vel saltem ta-
lem, cuius magnitudo secundum legem determinatam unice a circumstantiis, quae
tamquam essentialiter cum observatione nexae spectantur, pendet. Huinsmodi
errores constantes seu regulares appellantur.

Ceterum perspicaum est, hanc distinctionem quodammodo relativam esse,
et a sensu latiore vel arctiore, quo notio observationum ad idem genus pertinen-

tium accipitur, pendere. E. g. vitia irregularia in divisione instrumentorum ad
s ¥k
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angulos mensurandos errorem constantem producunt, quoties tantummodo de ob-
servatione anguli determinati indefinite repetenda sermo est, siquidem hic sem-
per eaedem divisiones vitiosae adhibentur: contra error ex illo fonte oriundus tam-
quam fortuitus spectari potest, quoties indefinite de angulis cuiusvis magnitudi-
nis mensurandis agitur, siquidem tabula quantitatem erroris in singulis divisioni-

bus exhibens non adest.

2

R

Errorum regularium consideratio proprie ab instituto nostro excluditur.. Sci-
licet observatoris est, omnes caussas, quae errores constantes producere valent,
sedulo investigare, et vel amovere, vel saltem earum rationem et magnitudinem
summo studio perscrutari, ut effectus in quavis observatione determinata assignari.
adeoque haec ab illo liberari possit, quo pacto res eodem redit, ac si error omnino
non affuisset. Longe vero diversa est ratio errorum irregularium, qui natura sua
calculo subiici nequeunt. Hos itaque in observationibus quidem tolerare, sed
eorum effectum in quantitates ex observationibus derivandas per scitam harum
combinationem quantum fieri potest extenuare oportet. Cui argumento gravissimo
sequentes disquisitiones dicatae sunt.

3.

Errores observationum ad idem genus pertinentium, qui a caussa simplici
determinata oriuntur, per rei naturam certis limstibus sunt circumscripti, quos
sine dubio exacte assignare liceret, si indoles ipsius caussae penitus esset perspecta.
Pleraeque errorum fortuitorum caussae ita sunt comparatae, ut secundum legem
continuitatis omnes errores intra istos limites comprehensi pro possibilibus haberi
debeant, perfectaque caussae cognitio etiam doceret, utrum omnes hi errores ae-
quali facilitate gaudeant an inaequali. et quanta probabilitas relativa, in casu po-
steriore, cuivis errori tribuenda sit. Eadem etiam respectu erroris totalis, e plu-
ribus erroribus simplicibus conflati, valebunt, puta inclusus erit certis limitibus,
(quorum alter aequalis erit aggregato omnium limitum superiorum partialium,
alter aggregato omnium limitum inferiorum); omnes errores intra hos limites pos-
sibiles quidem erunt, sed prout quisque infinitis modis diversis ex erroribus par-
tialibus componi potest, qui ipsi magis minusve probabiles sunt, alii maiorem,
alii minorem facilitatem tribuere debebimus, eruique poterit lex probabilitatis re-
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lativae, sileges errorum simplicium cognitae supponuntur, salvis difficultatibus
analyticis in colligendis omnibus combinationibus.

" Exstant utique quaedam errorum caussae, quae errores non secundom le-
gem continuitatis progredientes, sed discretos tantum, producere possunt, quales
sunt errores divisionis instrumentorum, (siquidem illos erroribus fortuitis annu-
merare placet): divisionum enim multitudo in quovis instrumento determinato est
finita. Manifesto autem, hoc non obstante, si modo non omnes errorum caussae
errores discretos producant, complexus omnium errorum totalium possibilium con-
stituet seriem secundum legem continuitatis progredientem, sive plures eiusmodi
series interruptas, si forte, omnibus erroribus discretis possibilibus secundum
magnitudinem ordinatis, una alterave differentia inter binos terminos proximos
maior evadat, quam differentia inter limites errorum totalium, quatenus e solis
erroribus continuis demanant. Sed in praxi casus posterior vix umquam locum
habebit, nisi divisio vitiis crassioribus laboret.

4.

Designando facilitatem relativam erroris totalis ., in determinato observa-
tionum genere, per characteristicam ¢z, hoc, propter errorum continuitatem, ita
intelligendum erit, probabilitatem erroris inter limites infinite proximos =z et
z-+dz esse = gx.de. Vix, ac ne vix quidem, umquam in praxi possibile
erit, hanc functionem a priori assignare : nihilominus plurd generalia eam spectan-
tia stabilire possunt, quae deinceps proferemus. Obvium est. functionem ¢
eatenus ad functiones discontinuas referendam esse, quod pro omnibus valoribus
ipsius # extra limites errorum possibilium iacentibus esse debet = 0; intra
hos limites vero ubique valorem positivum nanciscetur (omittendo casum. de quo
in fine art. praec. locuti sumus). In plerisque casibus errores positivos et ne-
gativos eiusdem magnitudinis aeque faciles supponere licebit, quo pacto erit
¢(—a) = p2. Porro quum errores leviores facilius committantur quam gra-
viores, plerumque valor ipsius ¢# erit maximus pro # = 0, continuoque de-
crescet, dum @ augetur.

Generaliter antem valor integralis f ox.de, ab # = a usque ad x = b
extensi exprimet probabilitatem, quod error aliguis nondum cognitus iaceat in-
ter limites a et . Valor itaque istius integralis a limite inferiore omnium erro-
rum possibilinum usque ad limitem superiorem semper erit — 1. Et quum ¢z
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pro omnibus valoribus ipsius 2 extra hos limites iacentibus semper sit = 0, ma-
nifesto etiam
valor integralis fcp.z.d.z ab x = —co usque ad x = 00 extensi sem-

per fit = 1.

5.
Consideremus porro integrale f zpx.do inter eosdem limites, cuius valo-
rem statuemus =— k. Si omnes errorum caussae simplices ita sunt comparatae,

ut nulla adsit ratio, cur errorum aequalium sed signis oppositis affectorum alter
facilius producatur quam alter, hoc etiam respectu erroris totalis valebit, sive erit
@(—a) = @x, et proin necessario £ = 0. Hinc colligimus, quoties £ non eva-
nescat, sed e. g. sit quantitas positiva, necessario adesse debere unam alteramve
errorum caussam, quae vel errores positivos tantum producere possit, vel certe
positivos facilius quam negativos. Haecce quantitas £, quae revera est medium
omnium errorum possibilium, seu valor medius ipsius 2, commode dici potest
erroris pars constans. Ceterum facile probari potest, partem constantem erroris
totalis aequalem esse aggregato partium constantium, quas continent errores e
singulis caussis simplicibus prodeuntes, Quodsi quantitas % nota supponitur,
a quavis observatione resecatur, errorque observationis ita correctae designatur
per &', ipsiusque probabilitas per o¢'@', erit ¥ =a—4k, ¢4 = ¢a ac proin
Jus'w.da = fegx.de—[kpzr.dz =k—k = 0, 1i. e errores observationum
correctarum partem constantem non habebunt, quod et per se clarum est.

6.
Perinde ut integrale fzgx.dx, seu valor medius ipsius @, erroris con-
stantis vel absentiam vel praesentiam et magnitudinem docet, integrale

[fzapz.da

ab & = —o00 usque ad 2= 400 extensum (seu valor medius quadrati %)
aptissimum videtur ad incertitudinem observationum in genere definiendam et di-
metiendam, ita ut e duobus observationum systematibus, quae quoad errorum fa-
cilitatem inter se differunt, eae praecisione praestare censeantur, in quibus inte-
grale [zr¢x.dz valorem minorem obtinet. Quodsi quis hanc rationem pro ar-
bitrio, nulla cogente necessitate, electam esse obiiciat, lubenter assentiemur.
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Quippe quaestio haec per rei naturam aliquid vagi implicat, quod limitibus cir-
cumseribi nisi per principium aliquatenus arbitrarium nequit. Determinatio ali-
cuius quantitatis per observationem errori maiori minorive obnoxiam, haud in-
epte comparatur ludo, in quo solae iacturae, lucra nulla, dum quilibet error me-
tuendus iacturae affinis est. Talis Indi dispendium aestimatur e iactura proba-
bili, puta ex aggregato productorum singularum iacturarum possibilium in pro-
babilitates respectivas. Quantae vero iacturae quemlibet observationis errorem
aequiparare conveniat, neutiquam per se clarum est; quin potius haec determi-
natio aliqua ex parte ab arbitrio nostro pendet. Tacturam ipsi errori aequalem
statuere manifesto non licet; si enim errores positivi pro iacturis acciperentur, ne-
gativi lucra repraesentare deberent. Magnitudo iacturae potius per talem-erroris
functionem exprimi debet, quae natura sua semper fit positiva. Qualium functio-
num quum varietas sit infinita, simplicissima, quae hac proprietate gaudet, prae
ceteris eligenda videtur, quae absque lite est quadratum: hoc pacto principium
supra prolatum prodit.

1lI. Laprace simili quidem modo rem consideravit, sed errorem ipsum sem-
per positive acceptum tamquam iacturae mensuram adoptavit. At ni fallimur
haecce ratio saltem non minus arbitraria est quam nostra: utrum enim error du-
plex aeque tolerabilis putetur quam simplex bis repetitus, an aegrius, et proin
utrum magis conveniat, errori duplici momentum duplex tantum, an maius, tri-
buere, quaestio est neque per se clara, neque demonstrationibus mathematicis
decidenda, sed libero tantum arbitrio remittenda. Praeterea negari non potest,
ista ratione continuitatem laedi: et propter hanc ipsam caussam modus ille tracta~-
tioni analyticae magis refragatur, dum ea, ad quae principium nostrum perducit,
mira tum simplicitate tum generalitate commendantur.

7. .
Statuendo valorem integralis f zxox.de ab ¥ = —oo usque ad &= -+}-o0
extensi = mm, quantitatem m vocabimus errorem medium metuendum, sive sim-

pliciter errorem medium observationum, quarum errores indefiniti # habent pro-
babilitatem relativam ¢#. Denominationem illam non ad observationes imme-
diatas limitabimus, sed etiam ad determinationes qualescunque ex observationi-
bus derivatas extendemus. Probe autem cavendum est, ne error medius confun-
datur cam medio arithmetico omnium errorum, de quo in art. 5 locuti sumus.
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Ubi plura observationum genera, seu plures determinationes ex observa-
tionibus petitae, quibus haud eadem praecisio concedenda est, comparantur. pon-
dus earum relativam nobis erit quantitas ipsi mm reciproce proportionalis, dum
praecisio simpliciter ipsi m reciproce proportionalis habetur. Quo igitur pondus
per numerum exprimi possit, pondus certi observationum generis pro unitate ac-
ceptum esse debet.

8.
Si observationum errores partem constantem implicant, hanc auferendo er-
ror medius minuitur, pondus et praecisio angentur. Retinendo signa art. 5, de-
signandoque per m errorem medium observationum correctarum, erit

mm' = (22 ¢'%. 47 = [(x—k)’vx.de = [ragr. do— 2k fror.de—kk [z d2
=mm—2kk+kk =mm—Fkk.

Si autem loco partis constantis veri & quantitas alia / ab observationibus ablata
esset, quadratum erroris medii novi evaderet =—mm— 2k{+4-11=m'm'+ ({— k).

9.
Denotante A coéfficientem determinatum, atque p valorem integralis
f:?x.dw ab = —Am usque ad x = —Am, erit p probabilitas, quod error

alicuius observationis sit minor quam Am (sine respectu signij, nec non 1—p
probabilitas erroris maioris quam Am. Siitaque valor g = 4 respondet valori
Am = p, error aeque facile infra ¢ quam supra p cadere potest, quocirca g com-
mode dici potest error probabifis. Relatio quantitatum A, ¢ manifesto pendet ab
indole functionis ¢z, quae plerumque incognita est. Operae itaque pretium erit,
istam relationem pro quibusdam casibus specialibus propius considerare.

I. Si limites omnium errorum possibilium sunt —a et 4-a, omnesque
errores intra hos limites aeque probabiles, erit ¢z inter limites & = —a et
& = -f-a constans, et proin — ,ia Hinc m = a4, nec non p =iV}, quam-
diu A non maior quam {/3; denique p = m\/§ = 0,8660254m, probabilitas-
que, quod error prodeat errore medio non maior, erit = \/§ = 0,5773503.

II. Si ut antea —a et }+-a sunt errorum possibilium limites. errorum-
que ipsorum probabilitas inde ab errrore 0 utrimque in progressione arithmetica
decrescere supponitur, erit
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¢@ == “—=, pro valoribus ipsius 2 inter 0 et +a

oz = 9—:—';“3, pro valoribus ipsius z inter 0 et —a

Hinc deducitur m = ay/§, p =2y —g——%)f)f, quamdiu \ est inter 0 et \/6, de-
nique A =1/6 —\/(6—6y), quamdiu p inter 0 et 1, et proin

p=m({/6—\/3) = 0,7174389m
Probabilitas erroris medium non superantis erit in hoc casu
= \/$—% = 0,6498299

IIT. Si functionem @z proportionalem statuimus huic e—* (quod quidem
in rerum natura proxime tantum verum esse potest), esse debebit

_r
e Bh

denotafite © semiperipheriam circuli pro radio 1, unde porro deducimus

m = h\}
(V. Disquis. generales circa seriem infinitam etc. art. 28). Porro si valor integralis
\%r Je=de -
a z = 0 inchoati denotatur per 8z, erit ’
p =8y
Tabula sequens exhibet aliquot valores huius quantitatis:
A B

0,6744897 | 0,5
0,8416213 | 0,6
1,0000000 | 0,6826895
1,0364334 | 0,7
1,2815517 | 0,8
1,6448537 | 0,9
2,5758293 | 0,99
3,2918301 | 0,999

3,8905940 | 0,9999
00 1
2

*
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10.

Quamquam relatio inter A et p ab indole functionis ¢x pendet, tamen
quaedam generalia stabilire licet. Scilicet qualiscunque sit haec functio, si modo
ita est comparata, ut ipsius valor, crescente valore absoluto ipsius #, semper de-
erescat, vel saltem non crescat, certo erit

A minor vel saltem non maior quam p\/3, quoties p est minor quam %;

A non maior quam ;7(‘1_—{5, quoties p est maior quam %.
Pro p = % uterque limes coincidit, puta A nequit esse maior quam /4.

Ut hoc insigne theorema demonstremus, denotemus per y valorem inte-
gralis f 9z.d2 a z=— —a usque ad z= -2 extensi, quo pacto y erit proba- \
bilitas, quod error aliquis contentus sit intra limites — 2 et 4-2. Porro sta-

tuamus
z=¢y, dyy ={y.dy, dfy =4¢y.dy

Erit itaque ¢ 0 = 0, nec non

Vy = —

Y= e re—o
quare per hyp. ¢y ab y=10 usquead y=1 semper crescet, saltem nullibi
decrescet, sive, quod idem est, valor ipsius ¢"y semper erit positivus, vel sal-
tem non negativus. Porro habemus d.ydy = dy.dy+yd'y.dy, adeoque

y¥y—by = [y¥y-dy

integratione ab y = 0 inchoata. Valor expressionis ydy —¢y itaque semper
erit quantitas positiva, saltem non negativa, adeoque

| — ¥
ydy

quantitas positiva unitate minor. Sit f eius valor pro y = p, i e. quum ha-
beatur ¢p = Am, sit
lm . ’ — )\m
f=1—gg sive ¥e=qaTpm
His ita praeparatis, consideremus functionem ipsius y hanc
Am
i—Pe (¥ —wf)

quam statuemus = Fy, nec non dFy = F'y.dy. Perspicuum est, fieri
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Fp=km = dp
( Fp= g =

Quare quum ¢y, aucta ipsa y, continuo crescat (saltem non decrescat, quod sem-
per subintelligendum), F'y vero constans sit, differentia ¢y —F'y 2%}@
erit positiva pro valoribus ipsius y maioribus quam g, negativa pro minoribus.
Hinc facile colligitur, ¢y— Fy semper esse quantitatem positivam, adeoque
¢y semper erit absolute maior, saltem non minor, quam 1':‘; , certe quamdiu
valor ipsius Fy est positivus, i. e. ab y = pf usque ad y =1. Hinc valor
integralis f (Fy)?®dy ab y = pf usque ad y =1 erit minor valore integralis
f (¢y)*dy inter eosdem limites, adeoque a potiori minor valore huius integralis ab
y=0 usquead y=1, qui fit = mm. At valor integralis prioris invenitur

o Mhmm(t—p )

T spp(t—f)
unde colligimus, A\ esse minorem quam G—rf ubi f est quantitas inter 0
Spu(t—F)°

et 1 iacens. Iam valor fractionis cuius differentiale, si f tamquam

. - : (—ef7
quantitas variabilis consideratur, fit =

spu(i—f)
T TU=ep 2—3p+tpfdf

continuo decrescit, dum f a valore 0 usque ad valorem 1 transit, quoties p mi-
nor est quam %, adeoque valor maximus possibilis erit is, qui valori f= 0 re-
spondet, puta = 3pp, ita ut in hoc casu A certo fiat minor vel non maior quam
/3. Q. E.P. Contra quoties p maior est quam %, valor istius fractionis erit
maximus pro 2—3p4pf =0, i. e pro f= 3——%, unde ille fit = 5—(7_-4_—5,
adeoque in hoc casu A non maior quam 3—‘/—(%_—!:) Q E. S

Itae. g. pro p = 4 certo A nequit esse maior quam \/§, i. e. error pro-
babilis superare nequit limitem 0,8660254, cui in exemplo primo art. 9 aequa-
lis inventus est. Porro facile e theoremate nostro concluditur, p non esse mino-
rem quam A\/4, quamdiu A minor sit quam {/4, contra p non esse minorem

4 . .
quam 1— 55, pro valore ipsius A maiore quam /4.

11.
Quum plura problemata infra tractanda etiam cum valore integralis
Ja*ox.dx nexa sint, operae pretium erit, eum pro quibusdam casibus speciali-
2*
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bus evolvere. Denotabimus valorem huius integralis ab # = —oo usque ad
# = +o00 extensi per =’
I Pro g2z = 515, quatenus z inter —a et }-a continetur, habemus

n* = ta* = 2wt

II. In casu secundo art.6, ubi @z — “j‘a”, pro valoribus ipsius # inter
0 et o, fit 2* = a*= 2mt
ITI. In casu tertio, ubi
A

PT = U=
invenitur per ea, quae in commentatione supra citata exponuntur, n®—=3h*= 3m*.

Ceterum demonstrari potest, valorem ipsius ::—; certo non esse minorem
quam £, si modo suppositio art. praec. locum habeat.

12.

Denotantibus , #/, 2" etc. indefinite errores observationum eiusdem gene-
ris ab invicem independentes, quorum probabilitates relativas exprimit praefixa
characteristica ¢; nec non y functionem datam rationalem indeterminatarum

2, &, 2" etc.: integrale multiplex (I)
Jow.od. oo, . ... de.do.da". . ..

extensum per omnes valores indeterminatarum &, 2, ", pro quibus valor ipsius
Y cadit intra limites datos 0 et 7, exprimet probabilitatem valoris ipsius y inde-
finite intra 0 et 7 siti. Manifesto hoc integrale erit functio ipsius v, cuius dif-
ferentiale statuemus = ¢1.dy, ita ut integrale ipsum fiat aequale integrali
Jén.dy ab 4 = 0 incepto. Hoc pacto simul characteristica ¢ probabilitatem
relativam cuiusvis valoris ipsius y exprimere censenda est. Quum  considerari
possit tamquam functio indeterminatarum y, #/, 2” etc., quam statuemus

=fly. @, 2"...))
integrale (I) fiet

’ ” d ,z’, "-... ’ ” 4 1
:fcp.f(y,w,x ....).l(y——&?fw——).cpx.cpw c.o..dy.de.da’. .

ubi y extendi debetab y — 0 usque ad y = 1. indeterminatae reliquae vero
per omnes valores, quibus respondet valor realis ipsius f(y, #, 2”....). Hinc
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colligitur

by = fo.fly. @, a". .. .).gi{gi’—%;&—'-'—ﬁ‘(pm'.cpw". ...dx.da’. ...

integratione, in qua y tamquam constans considerari debet, extensa per omnmes
valores indeterminatarum &, 2" ete., qui ipsi f(y, &, &’....) valorem realem

conciliant.

13.

Ad hanc integrationem reipsa exsequendam cognitio functionis ¢ require-
retur, quae plerumque incognita est: quin adeo, etiamsi haec functio cognita es-
set, in plerisque casibus integratio vires analyseos superaret. Quae quum ita
sint, probabilitatem quidem singulorum valorum ipsius y assignare non poterimus:
at secus res se habebit. si tantummodo desideratur valor medius ipsius y, qui
oritur ex integratione f ydy.dy per omnes valores ipsius y, quos quidem asse-
qui potest, extensa. Kt quum manifesto pro omnibus valoribus, quos y assequi
nequit, vel per naturam functionis, quam exprimit (e. g. pro negativis, si esset
y = va+aa'+2d+etc.), vel ideo, quod erroribus ipsis @, #, " etc. certi
limites sunt positi, statuere oporteat ¢y = 0, manifesto res perinde se habebit,
si integratio illa extendatur per omnes valores reales ipsius y, putaab y = —oco
usque ad y = -oo. Iam integrale [y¢y.dy inter limites determinatos, puta
ab y = 1 usque ad y = 1 sumtum aequale est integrali

Jyvo fly. @, 2. ..) gl@%’g&'—ﬁ.@wﬁ@m". ...dy.da’.da". .
integratione extensa ab y =— 1 usque ad y =1, atque per omnes valores in-
determinatarum &/, 2" etc., quibus respondet valor realis ipsius f(y, &, 2”....),
sive quod idem est, valori integralis

Jyow.od.oa". ... de.do.da". .

adhibendo in hac integratione pro y eius valorem per &, #, 2" etc. expressum,
extendendoque eam per omnes harum indeterminatarum valores, quibus respop-
det valor ipsius y inter n et v/ situs. Hinc colligimus, integrale [y¢y.dy per
omnes valores ipsius y. ab y = — o0 usque ad y = 00 extensum obtineri
ex integratione

Syow.od.@x ... . dz.do. da". .
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per omnes valores reales ipsarum . 2, 2" etc. extensa, puta ab » = —oo us-
quead z = -}+o00, ab 2= —oo usque ad 2 = -}-co etc.

14.
Reducta itaque functione y ad formam aggregati talium partium

Azta827. ...

valor integralis f ydy.dy per omnes valores ipsius y extensi, seu valor medius
ipsius y, aequalis erit aggregato partium

A faror.dex [dPoa'.da’ X faToa" da".

ubi integrationes extendendae sunt ab & = —oo usque ad 2z = o0, ab
'=— — oo usque ad & = -} oo ete.; sive quod eodem redit, aggregato partium

5, &V etc. ipsarum valores me-

quae oriuntur, dum pro singulis potestatibus &*, 2
dii substituuntur, cuius theorematis gravissimi veritas etiam ex aliis consideratio-

nibus facile derivari potuisset.

15.
Applicemus ea, quae in art. praec. exposuimus, ad casum specialem, ubi

_zzd 2"t ete
- y - [+3

denotante ¢ multitudinem partinum in numeratore. Valor medius ipsius y hic
illico invenitur = mm, accipiendo characterem m in eadem significatione ac
supra. Valor verus quidem ipsius y in casu determinate maior minorve evadere
potest medio, perinde ac valor verus termini simplicis #4: sed probabilitas quod
valor fortuitus ipsius y a medio mm haud sensibiliter aberret, continuo magis ad
certitudinem appropinquabit crescente multitudine s. Quod quo clarius eluceat,
quum probabilitatem ipsam exacte determinare non sit in potestate, investigemus
errorem medium metuendum, dum supponimus y = mm. Manifesto per prin-
cipia art. 6 hic error erit radix quadrata valoris medii functionis

2

(xz G2’z x4 ete.

- —mm)

&

3 . 3 . - 4
ad quem eruendum sufficit observare, valorem medium termini talis % esse =2
(atendo charactere » in significatione art. 11}, valorem medium autem termini
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. ! ? . 2m* 3y . . . L. . .
talis '*_’E;;_?_ fieri — -61:;, unde facillime deducitur valor medius istius functionis

n* —m*
3

Hinc discimus, si copia satis magna errorum fortuitorum ab invicem inde-
pendentium @, &, 2" etc. in promtu sit, magna certitudine inde peti posse valo-
rem approximatum ipsius m per formulam

m— \/(a:z+x.t +z"2" 4 ete.)

¢

erroremque medium in hac determinatione metuendum, respectu quadrati mm, esse

nt—m*
=V

Ceterum, quum posterior formula implicet quantitatem 7, si id tantum agitur,
ut idea qualiscunque de gradu praecisionis istius determinationis formari possit,
sufficiet, aliquam hypothesin respectu functionis ¢ amplecti. E. g. in hypothesi
tertia art. 9, 11 iste error fit = mmy/ % Quod si minus arridet, valor approxi-
matus ipsius n* ex ipsis erroribus adiumento formulae

z* 4+ 2+ 27 ete.

¢

peti poterit. Generaliter autem affirmare possumus, praecisionem duplicatam in
ista determinatione requirere errorum copiam quadruplicatam, sive pondus deter-
minationis ipsi multitudini o esse proportionale.

Prorsus simili modo, si observationum errores partem constantem involvunt,
huius valor approximatus eo tutius e medio arithmetico multorum errorum colligi
poterit, quo maior horum multitudo fuerit. Et quidem error medius in hac de-
terminatione metuendus exprimetur per

—kEk
\/mmc

.

si k designat partem constantem ipsam atque = errorem medium observationum
- . s . m .

parte constante nondum purgatarum, sive simpliciter per Jo' si m denotat er-

rorem medium observationum a parte constante liberatarum (v. art. 8).

16.
In artt. 12—15 supposuimus, errores 2, &, " etc. ad idem observationum
genus pertinere, ita ut singulorum probabilitates per eandem functionem expri-
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mantur. Sed sponte patet, disquisitionem generalem artt. 12—14 aeque facile
ad casum generaliorem extendi, ubi probabilitates errorum 2, 2. 2" etc. per
functiones diversas oz, ¢z, ¥"2" etc. exprimantur, i. e. ubi errores illi pertineant
ad observationes praecisionis seu incertitudinis diversae. Supponamus. z esse
errorem observationis talis, cuius error medius metuendus sit = m; nec non
Z, &' ete. esse errores aliarum observationum, quarum errores medii metuendi
resp. sint m', m" etc. Tunc valor medius aggregati xata'2'+ 22"+ ete. erit
mm—~mm'—+m'm’+ etc. Iam si aliunde constat, quantitates m, ', m" etc. esse
in ratione data, puta numeris 1, ), p"etc. resp. proportionales, valor medius
expressionis

zzt2'z'+ 22"+ ete.
1+p.ly.l+ “llpll+ etc.

erit =— mm. Si vero valorem eiusdem expressionis determinatum, prout fors er-
rores x, &, & etc. offert, ipsi mm aequalem ponimus, error medius, cui haec
determinatio obnoxia manet, simili ratione ut in art. praec. invenitur

Y@t at a7 ete. —mt—m'*—m"*— ete.)

- 1+ "t ete.
ubi #, n” etc. respectu observationum, ad quas pertinent errores ', " etc., idem
denotare supponuntur, atque n respectu observationis primae. Quodsi itaque
numeros n, 7', n” etc. ipsis m, m', m” etc. proportionales supponere licet, error ille
metuendus medius fit

Yt —m (et e o ete)
-_— 1+P'Ip.l+ P-"P-""’ ete.

At haecce ratio, valorem approximatum ipsius 7 determinandi non est ea,

quae maxime ad rem facit. Quod quo clarius ostendamus, consideremus expres-
sionem generaliorem

__ zztdzr’ 4 a"2"2" 4 ete.
y -— !+a’p'l,’.’+ a[lpl'pl'_i_ etc.

cuius valor medius quoque erit == mm, quomodocunque eligantur coéfficientes
o, o’ etc. Error autem medius metuendus, dum valorem determinatum ipsius g,
prout fors errores &, #, 2" etc. offert, ipsi mm aequalem supponimus, inveni-
tur per principia supra tradita
Vin* — m* + o'd (0"t — m'*) 4 a"a"(n"*—m"*) + etc.)

14a'p'p 4 o pp 4 ete,
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Ut hic error medius fiat guam minimus, statuere oportebit

’ n* —m* ‘o
o = nu_mu'l""

" nt—m* n o
A= e i ete.

Manifesto hi valores evolvi nequeunt, nisi insuper ratio quantitatum =, #, " etc.
ad m, w', m" etc. aliunde nota fuerit; qua cognitione exacta deficiente, saltem
tutissimum videtur ¥), illas his proportionales supponere (v. art. 11), unde prode-
unt valores

e P’%” — ;—17 ete.
i.e. cosflicientes o, o etc, aequales statui debent ponderibus relativis observatio-
num, ad quas pertinent errores &, 2" etc., assumto pondere observationis, ad
quam pertinet error @, pro unitate. Hoc pacto, designante ut supra ¢ multi-
tudinem errorum propositorum, habebimus valorem medium expressionis
zz 4 a'z'z’ 4 oa"z"2" 4+ ete.
G

=mm, atque errorem medium metuendum, dum valorem fortuito determinatum
huius expressionis pro valore vero ipsius mm adoptamus

V(n* +a'a'n* 4 a"a"n"* + ete. — om?) ’
¢

et proin, siquidem licet, ipsas =, #, " etc. ipsis m, m', m" proportionales sup-
ponere,

nt—mt
=V

- G
quae formula identica est cum ea, quam supra pro casu observationum eiusdem

generis inveneramus.

17.
Si valor quantitatis, quae ab alia quantitate incognita pendet, per observa-

*) Scilicet cognitionem quantitatam y’, p” etc. in eo solo casu in potestate esse concipimus, ubi per
b, B

rel naturam errores z, z', " etc. ipsis ¢, p’, n” etc. proportionales, aeque probabiles censendi sunt, aut

potius ubi

pz = p'¢’(p'z) = po"(p"2) ete.
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tionem praecisione absoluta non gaudentem determinata est, valor incognitae hinc
calculatus etiam errori obnoxius erit, sed nihil in hac determinatione arbitrio relin-
quitur. At si plures quantitates ab eadem incognita pendentes per observationes
hand absolute exactas innotuerunt, valorem incognitae vel per quamlibet harum ob-
servationum eruere possumus, vel per aliquam plurium observationum combinatio-
nem, quod infinitis modis diversis fieri potest. Quamquam vero valor incognitae tali
modo prodiens errori semper obnoxius manet, tamen in alia combinatione maior,
in alia minor error metuendus erit. Similiter res se habebit, si plures quantita-
tes a pluribus incognitis simul pendentes sunt observatae: prout observationum
multitudo multitudini incognitarum vel aequalis, vel hac minor vel maior fuerit.
problema vel determinatum, vel indeterminatum, vel plus quam determinatum
erit {generaliter saltem loquendo), et in casu tertio ad incognitarum determinatio-
nem observationes infinitis modis diversis combinari poterunt. E tali combinatio-
num varietate eas eligere, quae maxime ad rem faciant, i. e. quae incognitarum
valores erroribus minimis obnoxios suppeditent, problema sane est in applicatione
matheseos ad philosophiam naturalem longe gravissimum.

In Theoria motus corporum coelestium ostendimus, quomodo valores in-
cognitarum maxime probabiles eruendi sint, si lex probabilitatis errorum observa-
tionum cognita sit; et quum haec lex natura sua in omnibus fere casibus hypo-
thetica maneat, theoriam illam ad legem maxime plausibilem applicavimus, ubi

probabilitas erroris # quantitati exponentiali e*4#%

proportionalis supponitur,
unde methodus a nobis dudum in calculis praesertim astronomicis, et nunc qui-
dem a plerisque calculatoribus sub nomine methodi quadratorum minimoram usi-
tata demanavit.

Postea ill. LaPLACE, rem alio modo aggressus, idem principium omnibus aliis
etiamnum praeferendum esse docuit, quaecunque fuerit lex probabilitatis errorum,
si modo observationum multitudo sit permagna. At pro multitudine observatio-
num modica, res intacta mansit, ita ut si lex nostra hypothetica respuatur, me-
thodus quadratorum minimorum eo tantum nomine prae aliis commendabilis ha-
benda sit, quod calculorum concinnitati maxime est adaptata.

Geometris itaque gratum fore speramus, si in hac nova argumenti tracta-
tione docuerimus, methodum quadratorum minimorum exhibere combinationem
ex omnibus optimam. non quidem proxime, sed absolute, quaecunque fuerit lex
probabilitatis errorum, quaecunque observationum multitudo, si modo notionem
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erroris medii non ad mentem ill. Larrace, sed ita, ut in artt. 5 et 6 a nobis factum
est, stabiliamus, :

Ceterum expressis verbis hic praemonere convenit, in omnibus disquisitio~
nibus sequentibus tantummodo de erroribus irregularibus atque a parte constante
liberis sermonem esse, quum proprie ad perfectam artem observandi pertineat,
omnes errorum constantium caussas summo studio amovere. Quaenam vero sub-
sidia calculator tales observationes tractare suscipiens, quas ab erroribus constan-
tibus non liberas esse iusta suspicio adest, ex ipso calculo probabilium petere pos-
sit, disquisitioni peculiari alia occasione promulgandae reservamus.

18.

ProsLEMA. Designante U functionem datam quantitatum incognitarum V,V', V"
etc., quaeritur error medius M in determinatione valoris ipsius U metuendus, si pro
V, V', V" etc. adoptentur non valores vert, sed i, qui ex observationibus ab invicem
independentibus, erroribus mediis m, m', m” etc. resp. obnoxiis prodeunt.

Sol. Denotatis erroribus in valoribus observatis ipsarum V, V', V" etc.
per e, ¢, ¢’ etc., error inde redundans in valorem ipsius U exprimi poterit per

functionem linearem

Ae+XNe+41'e'+ etc. = E

. royn S . < 7. U AU arv
ubi A, X, X" etc. sunt valores quotientium differentialium I Iy gy etc. pro

valoribus veris ipsarum V, V', V" etc.. siquidem observationes satis exactae sunt,
ut errorum quadrata productaque negligere liceat. Hinc primo sequitur, quoniam
observationum errores a partibus constantibus liberi supponuntur, valorem me-
dium ipsius E esse = 0. Porro error medius in valore ipsius U metuendus
erit radix quadrata e valore medio ipsins EE, sive MM erit valor medius ag-
gregati

Aee+NNeéé+X"N'e'd'+ ete. 4-2ANed+42hN"ee"4 2N N"¢e"+ ete.
At valor medius ipsius Ahee fit Akmm, valor medius ipsius A'Né'e fit = NAm'm'

etc.; denique valores medii productorum 2iXNeé etc. omnes fiunt = 0. Hinc

itaque colligimus
M = A mm N Nm'm' 4 X" X'm"m"+ etc.)

3*
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Huic solutioni quasdam annotationes adiicere conveniet.

I Quatenus spectando observationum errores tanquam quantitates primi
ordinis, quantitates ordinum altiorum negliguntur, in formula nostra pro A, X, 1"
etc. etiam valores eos quotientium g—TU, etc. adoptare licebit, qui prodeunt e va-
loribus observatis quantitatum V, V', V"etc. Quoties U est functio linearis,
manifesto nulla prorsus erit differentia.

II. Si loco errorum mediorum observationum, harum pondera introducere
malumus, sint haec, secundum unitatem arbitrariam, resp. p, p. p” etc., atque
P pondus determinationis valoris ipsius U e valoribus observatis quantitatum
V, V', V"etc. prodeuntis. Ita habebimus

P = sy

> 7 +——p,, 4 ete.

ITII. Si T est functio alia data quantitatum V, V', V" etc. atque, pro
harum valoribus veris, '

aT aT __ , 4T

"
dV,——-A, d—V,—,,——A etc,

error in determinatione valoris ipsius T e valoribus observatis ipsarum V, V', V"
etc. petita, erit — xe-}-xe¢-«"¢"— etc., — E’, atque error medius in ista
determinatione metuendus = \/(xxmm '« w'w +"<"m"m"+ etc.). Errores
E, E' vero manifesto ab invicem iam non erunt independentes, valorque me-
dius producti EE'. secus ac valor medius producti e¢, non erit — 0, sed
= xhmm - XNm'm' 4 £ N'm"m’ 4 ete.

IV. Problema nostrum etiam ad casum eum extendere licet, ubi valores
quantitatum V, V', V" etc. non immediate per observationes inveniuntur, sed
quomodocunque ex observationum combinationibus derivantur, si modo singula-
rum determinationes ab invicem sunt independentes, i. e. observationibus diver-
sis superstructae: quoties autem haec conditio locum non habet, formula pro M
erronea evaderet. K. g. si una alterave observatio, quae ad determinationem va-
loris ipsius V inserviit, etiam ad valorem ipsius V'’ determinandum adhibita es-
set, errores ¢ et ¢ haud amplius ab invicem independentes forent, neque adeo
producti ee’ valor medius = 0. Si vero in tali casu nexus quantitatum V, V'
cum observationibus simplicibus, e quibus deductae sunt, rite perpenditur, valor
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medius producti e¢ adiumento annotationis III. assignari, atque sic formula
pro M completa reddi poterit.

19.

Sint V, V7, V"etc. functiones incognitarum &, y, z etc., multitudo illa-
rum = 7, multitudo incognitarum = p, supponamusque, per observationes vel
immediate vel mediate valores functionum inventos esse V=1, V'=1L' V'=1L"
etc., ita tamen ut hae determinationes ab invicem fuerint independentes. Si p
maior est quam T, incognitarum evolutio  manifesto fit problema indeterminatum;
si p ipsi ™ aequalis est. singulae &, y. # etc. in formam functionum ipsarum
V, V', V"etc. redigi vel redactae concipi possunt, ita ut ex harum valoribus ob~
servatis valores istarum inveniri possint, simulque adiumento art. praec. praeci-
sionem relativam singulis his determinationibus tribuendam assignare liceat; de-
nique si p minor est quam 7, singulae @, y, z etc. infinitis modis diversis in for-
mam functionum ipsarum V., V', V"ete. redigi, adeoque illarum valores infini-
tis modis diversis erui poterunt. Quae determinationes exacte quidem quadrare
deberent, si observationes praecisione absoluta gauderent; quod quum secus se
habeat, alii modi alios valores suppeditabunt, nec minus determinationes e com-
binationibus diversis petitae inaequali praecisione instructae erunt.

Ceterum si in casu secundo vel tertio functiones V¥V, V', V" etc. ita com-
paratae essent, ut ®=—p-+1 ex ipsis, vel plures, tamquam functiones reliqua-
rum spectare liceret, problema respectu posteriorum functionum etiamnum plus
quam determinatum esset, respectu incognitarum &, y, z etc. autem indetermi-
natum; harum scilicet valores ne tunc quidem determinare liceret, quando valo-
res functionum V, V', V" ete. absolute exacti dati essent: sed hunc casum a
disquisitione nostra excludemus.

Quoties V, V', V"etc. per se non sunt functiones lineares indetermina-
tarum suarum, hoc efficietur, si loco incognitarum primitivarum introducuntur
ipsarum differentiae a valoribus approximatis. quos aliunde cognitos esse suppo-
nere licet. Errores medios in determinationibus V=L, V'= L', V"= L"etec.
metuendos resp. denotabimus per m, w', m"etc.. determinationumque pondera
per p, p', p”ete., ita ut sit pmm = p'm'm’ = p"m'm"etc. Rationem, quam inter
se tenent errores medii, cognitam supponemus, ita ut pondera, quorum unum
ad lubitum accipi potest, sint nota. Denique statuemus
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(V—L)p=», (V—L)Wp=1, (V'—L")p' =" etc.

Manifesto itaque res perinde se habebit, ac si observationes immediatae, aequali
praecisione gaudentes, puta quarum error medius = m\/p = m\/p'= m"\/p"etc.,
sive quibus pondus =1 tnbuitur, suppeditavissent

v=0, v¥=0, "= 0 etc.

20.
Prosrema. Designantibus v, v/, v" etc. functiones lineares z‘ndetermz‘na’tamm

&, Y, z elc. sequentes

v = ax by +cz 4 etc. +!

v = dz+by +cz4 ete. 1 }

v = d'x+b"y 42+ etc. +1" ete.
ex omnibus systematibus codfficientium x, ¥, x" etc., qus indefinite dant

102V v} ete. = ¥ —£k

wa ut k sit quantitas determinata i. e. ab x, y, z etc. independens. eruere id, pro

quo xx~- %%~ A"+ etc. nanciscatur valorem minimum.
Solutio. Statuamus

(I)

bv4 bv'4-b"v"4 etc. =1

av4av+4a"v"4 etc. = &
r
v+ v 4"+ ete. = ¢

etc.: ernntque etiam £, 1], { etc. functiones lineares ipsarum &, y, # etc., puta

§ =a2aat+yZab+-z22ac+ ete. +-2al
v =a2Zab-+yZbb+2Xbc+ etc. + bl } (I11)
C=oZac+yZbc+z2Zcc+ etc. +2cl etc.

(ubi Zaa denotat aggregatum aa-}-d'a’'~ta’a’} etc., ac perinde de reliquis)
multitudoque ipsarum £, 1, { etc. multitudini indeterminatarum , y, z etc. ae-
qualis, puta = p. Per eliminationem itaque elici poterit aequatio talis *)

*) Ratio, cur ad denotandos coéfficientes e tali eliminatione prodeuntes, hos potissimum characteres
elegerimus, infra elucebit.
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z = A4-[aa)é-4-[ab]y4-[ay]i+ ete.

in qua substituendo pro &, 1, C etc. valores earum ex ITI, aequatio identica pro-
dire debet. Quare statuendo

afaa]4b[aB] 4 clay]4 ete. = a
daa]+b[ab]4c {ay]+ ete. = o l (IV)
a’laa]+b"aB]+c"[ay]+ ete. = a” ete. )

necessario erit, indefinite N
a4 av+4a"v"+ etec. =2—A4 (V)
Haec aequatio docet, inter systemata valorum coéfficientinm x, », x" etc. certo

etiam referendos esse hos x —=a, ¥ = o, «"= o’ etc., nec non, pro systemate
quocunque, fieri debere indefinite

fg—a)o4 K —a )+ ('—a") "4 etc. = A—k
quae aequatio implicat sequentes

t—a)a+ x—a')ad'+("—a")a"+ etc. = 0
x—a)b4 (' — o) b4 (' — ") "4 ete. = 0
(x—a)e4(K—a') 4 (¥"—a") "+ etc.—= 0 etc.

Multiplicando has aequationes resp. per [aa), [a8], [ay] etc., et addendo, ob-
tinemus propter (IV)

t— )4 (d— o) ad'+ (' — " )"} ete. = 0
sive quod idem est

2~ «"x"} ete.
= aa+dd+tao'a’+ ete. 4 (x—a)f 4 (K —ao')* 4 ('— ") 4 ete.

unde patet, aggregatum xx-x%x—+x"x4 etc. valorem minimum obtinere, si
statuatur x=—=a, ¥ =o, ' =a" etc. Q. E. L

Ceterum hic valor minimus ipse sequenti modo eruitur. Aequatio (V) do-
cet, esse
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aa-+da-+a’a"+4 ete. = 1
ab—+4 b+ a“b"4 ete. = 0
ac—+a'c+4 a’c’} ete. = 0 ete.

Multiplicando has aequationes resp. per [aa], [aB], [ay] etc. et addendo, pro-
tinus habemus adiumento aequationum (IV)

ao+ oo+ a'o’+ ete. = [aa]

21.
Quum observationes suppeditaverint aequationes (proxime veras) v = 0,
v = 0, v"= 0 etc., ad valorem incognitae z inde eliciendum combinatio illa-
rum aequationum talis

204 £V 420"+ etc. = 0

adhibenda est, quae ipsi # coéfficientem 1 conciliet, incognitasque reliquas
¥, z etc. eliminet; cui determinationi per art. 18 pondus

1
T oxx a2 <%+ ete.

tribuendum erit. Ex art. praec. itaque sequitur, determinationem maxime ido-
neam eam fore, ubi statuatur x=—=a, ¥=o, x"= " etc. Hoc pacto x obtinet
valorem 4, manifestoque idem valor etiam (absque cognitione multiplicatorum
a, o, o’etc.) protinus per eliminationem ex aequationibus § =10, =10, { =10
etc. elici potest. Pondus huic determinationi tribuendum erit = [a‘—ﬂ, sive error
medius in ipsa metuendus

= m\/p[aa] = m'/p'[aa] = m"\/p"[aa] ete.

Prorsus simili modo determinatio maxime idonea incognitarum reliquarum
y, # etc. eosdem valores ipsis conciliabit, qui per eliminationem ex iisdem aequa-
tionibus £=0, =0, { = 0 etc. prodeunt.

Denotando aggregatum indefinitum wvo—v'v'+v"v"ete., sive quod idem
est hoc

PV —LF4p(V'— L4y (V"= L)+ ete.
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per 2, patet, 2&, 27, 2( etc. esse quotientes differentiales partiales functionis

Q, puta

‘dQ dQ dQ
[ oq— —_ —
28 = =, 2m = 3 2 — i ete.

Quapropter valores incognitarum ex observationum combinatione maxime idonea
prodeuntes, quos valores maxime plausibiles commode vocare possumus, identici
erunt cum iis, per quos  valorem minimum obtinet. Iam V¥ —L indefinite
exprimit differentiam inter valorem computatum et observatum. Valores itaque
incognitarum maxime plausibiles iidem erunt, qui summam quadratorum diffe-
rentiarum inter quantitatum V, V', V"ete. valores observatos et computatos, per
observationum pondera multiplicatorum, minimam efficiunt, quod principium in
Theoria Motus Corporum Coelestium longe alia via stabiliveramus. Et si insuper
praecisio relativa singularum determinationum assignanda est, per eliminationem
indefinitam ex aequationibus (III) ipsas @, y. z etc. in tali forma exhibere oportet:

2 = A+[aalt+[ab]n+[ay]C+ ete.

y =B+ [6a]6+[66]n+4[67]C+ ete. l (VII)

z = C+[ya)i+[y8]n-+[y7)C+ ete. ]

etc.
quo pacto valores maxime plausibiles incognitarum «,y, z etc. eruntresp. 4, B, C
etc., atque pondera his determinationibus tribuenda [—al;j, [6—16‘]’ Ej‘r—] etc., sive er-
rores medii in ipsis metuendi

pro x...... my/plaa) = m'\[p'[aa) = m"\/p"[aa] ete.
pro y...... m\/p[66] = w'\/p'[66] = m"\/p"[68] etc.
pro z...... m\plyyl = wVp[yy] = m"\Vp'[y7] ete.
etc.

quod convenit cum iis, quae in Theoria Motus Corporum Coelestium docuimus.

22.

De casu omnium simplicissimo, simul vero frequentissimo, ubi unica in-
cognita adest, atque V=2, V' =@, V"= etc., paucis seorsim agere con-
veniet. FErit scilicet a = \p, & =\p, a = \p" ete., 1= —Lyp,
I!'=—L\p, 1I"= —L"/p" etc., et proin
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E= (p+p+p'+ etc)oa—(pL~+p'L'+4p L'+ etc.)
Hine porro
1
PP+ ete

A :pL+pILI+pIILII+ ete.
P+p’+P"+ ete.

[wa] =

Si itaque e pluribus observationibus inaequali praecisione gaudentibusl et
quarum pondera resp. sunt p, p’, p” etc., valor eiusdem quantitatis inventus est
e prima = L, esecunda — L/, e tertia = L” etc., huius valor maxime plau-
sibilis erit

__ pLApT+p L' ete.
pp+p"+ ete

pondusque huius determinationis = p—+-p'+p” etc. Si omnes observationes ae-
quali praecisione gaudent, valor maxime plausibilis erit

Ly L+ L'+ ete.
T

1. e. aequalis medio arithmetico valorum observatorum, huiusque determinationis
pondus = =, accepto pondere observationum pro unitate.
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23.

Plures adhuc supersunt disquisitiones, per quas theoria praecedens tum il-
lustrabitur tum ampliabitur.

Ante omnia investigare oportet, num negotium eliminationis, cuius adiu-
mento indeterminatae x, y, s etc. per £, 1,  etc. exprimendae sunt, semper sit
possibile. Quum multitudo illarum multitudini harum aequalis sit, e theoria eli-
minationis in aequationibus linearibus constat, illam eliminationem. si £, 1, { etc.
ab invicem independentes sint, certo possibilem fore; sin minus, impossibilem.
Supponamus aliquantisper, £, 1,  etc. non esse ab invicem independentes. sed

exstare inter ipsas aequationem identicam
0 = Fi+4 G+ H{ 4 ete. +K

Habebimus itaque

FXaa+GLab+HZac+ etec. = 0
FXab-+4 GZbb-+-H3bc+ etc. = 0
Flac+ GIbc+HZcc+ etec. =0

etc., nec non

F al4 G2bl+4 HEcl+ ete. = — K



30 THEORIA COMBINATIONIS OBSERVATIONUM

Statuendo porro

dF 4-VG +cH + ete. =8

aF4+bG—+cH+ etc. =6
(1)
a'F4+b'G+c"H-+ ete. = 6"

ete., eruitur

ab-4-a'6'+a’'8"4 etc. = 0

b6 -4-b'6"+0"6"+4 ete. = 0

46 4 c"6"+ ete. = 0
etc., nec non

le+lle'+ l”6"+ etc- J— _‘_‘—K

Multiplicando itaque aequationes (I) resp. per 6, 8, 6" etc., et addendo, obti
nemus:

0 = 664-6'6'46"6"} etc.

quae aequatio manifesto consistere nequit, nisi simul fuerit 6 =0, 6'=10, "=
etc. Hinc primo colligimus, necessario esse debere K — 0. Dein aequatione:
(I) docent, functiones v, ¢, v" etc. ita comparatas esse, ut ipsarum valores nor
mutentur, si valores quantitatum @, y, z etc. capiant incrementa vel decrement:
ipsis F, G, H etc. resp. proportionalia, idemque manifesto de functionibus
V, V', V'etc. valebit. Suppositio itaque consistere nequit, nisi in casu tali, ubi
vel e valoribus exactis quantitatum V, V', V" etc. valores incognitarum . , :
etc. determinare impossibile fuisset, i. e. ubi problema natura sua fuisset inde-
terminatum, quem casum a disquisitione nostra exclusimus.

24.
Denotemus per 8, &', 6" etc. multiplicatores, qui eandem relationem ha-
bent ad indeterminatam y, quam habent «, o, &"etc. ad z, puta sit

al6a]+b{68) 4 c(6y]+ etc. =
ad{6a]+b[66]4c [By]+ etc. = &’
a6a)+b"66)+ 67+ etc. = 6"
etc., ita ut fiat indefinite
6v+6v+ 0"+ etc. = y—B
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Perinde sint 7, Y, 7" etc. multiplicatores similes respectu indeterminatae z, puta

alya]+b[yB]+ c[yy]l+ ete. =7
alyo]4-{y8]+4c'[yy]+ ete. =7
a"{Y a]+bll[76]+c"[yy] + etc, —_— 7"

etc., ita ut fiat indefinite
Yo+ Y470+ ete. = 2—C
et sic porro. Hoc pacto, perinde ut iam in art. 20 inveneramus
Soa=1, Zab=0, Zac=0, etc., necnon Zal—=—4

etiam habebimus

26a=0, Z26b=1, 26c=0, etc., atque 26!/= —B
Zya=10, Z2yb=0, Zyc=1, etc., atque Zyl=—C

etsic porro. Nec minus, quemadmodum in art. 20 prodiit 2aa = [aa], etiam erit
286 =[66], Zyy=|[y7]ete

Multiplicando porro valores ipsorum o, of, o etc. (art. 20. IV) resp. per
8,6, 6" etc.. et addendo, obtinemus

b+ a6+ a8 etc. = [aB), sive 2ab = [ab]
Multiplicando autem valores ipsorum 8, 6', 6" etc. resp. per «, o, o etc., et
addendo, perinde prodit
a6 4a8' 4 o8} etc. = [6a], adeoque [aB) = [Ba)
Prorsus simili modo eruitur

[ay] = [ya] = Z2ay. [BY] = [yB] = 267 etc.

25.
Denotemus porro per A, X, " etc. valores functionum v, ¢, v" etc., qui
prodeunt, dum pro «, y, # etc. ipsarum valores maxime plausibiles A4, B, C etc.
substituuntur, puta
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aA+-bB+4cCH ete. 1 =

dAA4- VB4 C+ ete. 1" = ¥

aA4+b"B-+c"C4 ete. +-1"=\"
etc.; statuamus praeterea

Ah - MN- XN ete. = M

ita ut sit M valor functionis @ valoribus maxime plausibilibus indeterminatarum
respondens, adeoque per ea, quae in art. 20 demonstravimus, valor minimus
huius functionis. Hinc erit aA~-a'K4-a"X"+ etc. valor ipsius 3. valoribus
z—=A, y=DB, z=C etc. respondens, adeoque = 0, i. e. habebimus

Tahk =10

et perinde fiet
bk =10, Zck=0etc.; necnon Xak-=0, Z6rA=0, XZyA=0 etc

Denique multiplicando expressiones ipsarum A, X, X" etc. per A, X, X" etc. resp.,
et addendo, obtinemus A4 I'N4-1"V"+ etc. == AR NN X"V etc., sive

Zhh=M

26.

Substituendo in aequatione v = azx-+by-tcz—+ etc. 4/, pro 2, y, 2 ete.
expressiones VIL. art. 21, prodibit, adhibitis reductionibus ex praecedentibus
obviis,

v=af+4 6+ y{+ etc. X
et perinde erit indefinite

v = o5+ 8N+ 7 {4 ete. X

v'= o"54+8"+ Y+ etc. + 1

etc. Multiplicando vel has aequationes, vel aequationes I art. 20 resp. per
A X, Xetc., et addendo. discimus esse indefinite

A 42NNV etc. = M
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27.
Functio Q indefinite in pluribus formis exhiberi potest. quas evolvere ope-
rae pretium erit. Ac primo quidem quadrando aequationes I art. 20 et addendo,
statim fit

Q= zxlaa+tyyZbbt-z2Zcc+ etc. +-2xyZab+2x22act-2yzZbe+ etc.
+22%al4-2y2bl4-222cl+ ete. +211

quae est forma prima.
Multiplicando easdem aequationes resp. per w», v'. " etc., et addendo, ob-

tinemus:
Q = Ex+ny+ Lz ete. + lo4- v+ 1"v"+ ete.
atque hinc, substituendo pro v, v/, " etc. expressiones in art. praec. traditas,

Q=¢ta+ny+Cz+ etc. —AE—Bn—CL{— etc. +M
sive

0 = ¢ (@ — A)4-n(y—B)+ e — C)+ ete. + M

quae est forma secunda.
Substituendo in forma secunda pro #— A4, y— B, 2— C etc. expressio-
nes VII. art. 21, obtinemus formam tertiam : g

Q = [aa]EE+-[68]m+ [y7]CC+- ete. 2 (0B )En+- 2 [ay] €0+ 2(6y] nC+- ete. + M

His adiungi potest forma quarta, ex forma tertia atque formulis art. praec.
spoute demanans:

Q = (w—A’4 (V—N)? 4 ("—N\")*+ etc. M, sive

Q — M+2 (’D-—- )\)2

quae forma conditionem minimi directe ob oculos sistit.

28.

Sint e, €, ¢" etc. errores in observationibus, quae dederunt V=L, V'= 1L
V"= L” etc., commissi, 1. e. sint valores veri functionum V, V', V" etc. resp.
L—e¢ L—¢, L'—¢ etc. adeoque valores veri ipsarum v, ¢, v etc. resp.
—e\p, —€Vp, —€'\p"ete. Hinc valor verus ipsius 2 erit

- S
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= A—ae\p—de\/p—a'e'\[p'— etc.

sive error valoris ipsius 2, in determinatione maxime idonea commissus, quem
per Ex denotare convenit,

= ae\/p+d€\p+a'e'\/p'+ etc.

Perindeerror valoris ipsius y in determinatione maxime idonea commissus, quem
per Ey denotabimus, erit

= Be\lp-+8'¢\/p+8"¢"\p'+ ete.
Valor medius quadrati (E)® invenitur
= mmp (aa-} da'+a"a’+- ete.) = mmp[aa]

valor medius quadrati (Ey)® perinde — mmp[686] etc.. ut iam supra docuimus.
Iam vero etiam valorem medium product: Ez.Ey assignare licet, quippe qui
invenitur

= mmp(@6+a6+a' 8"+ etc.) = mmp[aB)

Concinne haec ita quoque exprimi possunt. Valores medii quadratorum (Ea)?,
(Ey)® etc. resp. aequales sunt productis ex 4mmp in quotientes differentialium
partialium secundi ordinis

valorque medius producti talis, ut Ex.Ey, aequalis est producto ex $mmp
. . . . ddQ . .

in quotientem differentialem ity quatenus quidem Q tamquam functio inde-
terminatarum £, 1, { etc. consideratur.

29.
Designet ¢ functionem datam linearem quantitatum &, y, 2 etc. puta sit

t =fot+gy+he+ ete. +-k

Valor ipsius ¢, e valoribus maxime plausibilibus ipsarum &, y, z etc. prodiens
hinc erit = fA~+gB-+4khC—+ etc. +k, quem per K denotabimus. Qui si
tamquam valor verus ipsius ¢ adoptatur, error committitur, qui erit



ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE. PARS POSTERIOR. 35

= fEx+g Ey-+ hEz- etc.

atque per Ef denotabitur. Manifesto valor medius huiuns erroris fit = 0, sive
error a parte constante liber erit. At valor medius quadrati (E¢)?, sive valor
medius aggregati

ff(Ex?*+2fgEx. Ey+2fhEx.E -} etc.
+99(Ey? +29hEy.Ez- ete.
+4hh(Ez)? - etc. etc.

per ea, quae in art. praec. exposuimus, aequalis fit producto ex mmp In aggre-
gatum

ffleal+2fg[ab]l+ 2 fhlay]+ etc.
+gg[686) +294[67]+ ete.
4 kh[yY] + ete. ete.

sive producto ex mmp in valorem functionis @ — M, qui prodit per substi-
tutiones

E=f, nm=g9, {=hetc

Denotando igitur hunc valorem determinatum functionis @ —M per ®, error
medius metuendus, dum determinationi #=— K adhaeremus, erit = m\/pe,
sive pondus huius determinationis = i

Quum indefinite habeatur

Q—M = (#— A)t+4(y— B)n+(z— C) L+ ete.
patet, w quoque aequalem esse valori determinato expressionis
(0—4) f+(y—B)g+ (e — C) h+ ete.

sive valori determinato ipsius ¢t— K, qui prodit, si indeterminatis «, y, 2 etc.
tribuuntur valores ii, qui respondent valoribus ipsarum £, v, { etc. his f, g, 4 ete.
Denique observamus, si ¢ indefinite in formam functionis ipsarum £, %, € ete.
redigatur, ipsius partem constantem necessario fieri =— K. Quodsi igitur inde-
finite fit
t = Fe+Gn+Hi+ ete. +K, erit o= fF+4gG+hH- ete.
5 *
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30.

Functio © valorem suum absolute minimum M, ut supra vidimus, nancisci-
tar, faciendo # =4, y==B, 2= Cetc., sive £=0, =0, {=0etc. Si
‘vero alicui illarum quantitatam valor alius iam tributus est, e. g. @ = A-A,
variantibus reliquis Q assequi potest valorem relative minimum, qui manifesto
obtinetur adinumento aequationum

aQ aQ '
= A+A, E———O, o = 0 ete
Fieri debet itaque 1 = 0, { = 0 etc., adeoque, quoniam
& = A+[a0)i+(a8)y+[ay)C+ ete., §= s

Simul habebitur

y = B+ 84, — o4 [‘EZ%S etc.

Valor relative minimus ipsius Q autem fit = [aa)]bé+M = M4 [—ié]. Vice
versa hinc colligimus, si valor ipsius Q limitem praescriptum M- pp non su-
perare debet, valorem ipsius @ necessario inter limites A4 —p\/[aa] et A+4p\/[ad’
contentum esse debere. Notari meretur, py/[aa] aequalem fieri errori medio in
valore maxime plausibili ipsius @ metuendo, si statuatur p = m\/p, ie. sip
aequalis sit errori medio observationum talium, quibus pondus =1 tribuitur.

Generalius investigemus valorem minimum ipsius Q, qui pro valore dato
ipsius ¢ locum habere potest, denotante # ut in art. praec. functionem linearem
fx+-gy-+hz+ ete. +k, et cuius valor maxime plausibilis = K: valor prae-
scriptus ipsius ¢ denotetur per K--x. E theoria maximorum et minimorum
constat, problematis solutionem petendam esse ex aequationibus

4e _ gat
dz — d=z
a0

=01

y dy

a2 _ ¢4t etc.
dz dz

sive £E=08f, n=bhg, { =0k etc., designante B multiplicatorem adhuc inde-
terminatum. Quare si, ut in art. praec., statuimus, esse indefinite

t = F§4 Gu+H({+ etc. +K

habebimus
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K% = 0(fF4g G+ hH+ ete) + K, sive

=2

1]

accipiendo © in eadem significatione ut in art. praec. Et quum —M, in-
definite, sit functio homogenea secundi ordinis indeterminatarum &, g, { ete.,
sponte patet, eius valorem pro £ =10f, 1=10g, { = bhete. fieri = 60w,
et proin valorem minimum, quem 2 pro ¢= K- x obtinere potest, fieri
= M-4-06w = M+=. Vice versa, si 2 debet valorem aliquem praescriptum
M~ pp non superare, valor ipsius £ necessario inter limites K— p\/m et K--py/o
contentus esse debet, ubi p\/w aequalis fit errori medio in determinatione maxime
plausibili ipsius ¢ metuendo, si pro g accipitur error medius observationum, qui-
bus pondus =1 tribuitur.

31.

Quoties multitudo quantitatum @, y, z etc. paullo maior est, determinatio
numerica valorum 4, B, C etc. ex aequationibus §=0, 1 =10. { = 0 etc. per
eliminationem vulgarem satis molesta evadit. Propterea in Theoria Motus Cor-
porum Coelestium art. 182 algorithmum peculiarem addigitavimus, atque in Dis-
quisitione de elementis ellipticis Palladis (Comm. recent. Soc. Gotting Vol.I) co-
piose explicavimus, per quem labor ille ad tantam quaﬂtam quidem res fert sim-
plicitatem evehitur. Reducenda scilicet est functio @ sub formam talem:

uo uo “'“' u"uu unlum
vttt et +M

ubi divisores A°, B', €”, D" etc. sunt quantitates determinatae; u°, «, u’, u
autem functiones lineares ipsarum 2, y, z gtc., quarum tamen secunda « libera
estab a, tertia «” libera ab # et y, quarta «" libera ab 2,y et 2, et sic porro, ita
ut ultima _u(""’) solam ultimam indeterminatarum &, y, 2z etc. implicet; deni-
que coéfficientes, per quos 2, y, z etc. resp. multiplicatae sunt in %°, «, u” etc.,
resp. aequales sunt ipsis A% B, €” etc. Quibus ita factis statuendum est
W =0, ¥ =0, ¥'=0, ¥’ =0 etc., unde valores incognitarum =z, y, z etc. in-
verso ordine commodissime elicientur. Haud opus videtur, algorithmum ipsum,
per quem haec transformatio functionis Q absolvitur, hic denuo repetere.

Sed multo adhuc magis prolixum calculum requirit eliminatio indefinita, cu-
ius adiumento illarum determinationum pondera invenire oportet. Pondus qui-

"

etc.
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dem determinationis incognitae ultimae (quae sola ultimam (™™ ingreditur) per
ea, quae in Theoria Motus Corporum Coelestium demonstrata sunt, facile inveni-
tur aequale texmino ultimo in serie divisorum %°, B’, €” etc.; quapropter plu-
res calculatores, ut eliminationem illam molestam evitarent, deficientibus aliis
subsidiis, .ita sibi consuluerunt, ut algorithmum, de quo diximus pluries, mutato
quantitatum @, y, z etc., ordine, repeterent, singulis deinceps ultimum locum
occupantibus. Gratum itaque geometris fore speramus, si modum novum pon-
dera determinationum calculandi, e penitiori argumenti perscrutatione haustum
hic exponamus, qui nihil amplins desiderandum relinquere videtur.

32.

Statuamus itaque esse (I)

u’ = Y2 4B+ C°2+ etc. +-2°

U = EBy—{-—@z—{-—etc +¢
U = "z 4 ete. 487
ete.

Hinc erit indeﬁnitei

4$dQ = Edo+ndy4-Ldz-- etc.
u*d wdu u”du”
= %ou + 7 "+’ & + ete.
= w(da+ oy dy o, dz -+ ete)
—+u{dy+ %:dz—i-— ete.) +u’(dz— etc.) -+ etc.

unde colligimus (II)

E=1u"

B° ¢
1 = g’

g° e
L= i;u"—{—;g,u—-}—u"
ete.

Supponamus, hinc derivari formulas sequentes (III)
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w=E
"u’—-_-‘—A'E%*'n

ull= AIIE+B”'q+C
etc.

Tam e differentiali completo aequationis
Q =E@—A)+n(y—B)+Lz—C)+ ete. +M
subtracta aequatione
$+dQ = fdo+ydy+-Cdz-- etc.

sequitur

+dQ = (2— A)dE+(y — B)dn+(z— C)dl+ ete.
quae expressio identica esse debet cum hac ex III demanante:

o+ AE 2, (AAE A dm) 42 (47dE+ B"dn+4-dC) -+ ete.
Hinc colligimus (1V)
2= g A E A G ete. A

y = 5%;+B"-£;+ etc. +B
2 = é‘;-\\—- etc. -+ C
ete.

Substituendo in his expressionibus pro u°, o, u" etc. valores earum ex IIT de-
promtos eliminatio indefinita absoluta erit. ¥t quidem ad pondera determinanda
habebimus (V)

1 A'A, AI’A” A”’Al"

[aa} = gi+gr + 5 + 75 T ete.
1 BI’B L4 B "’BI’}

66] = %‘:‘f““@r‘"&"*@r—"‘ ete.
. 1 0"'0"'

vl = &+ + et

etc.

quarum formularum simplicitas nihil desiderandum relinquit. Ceterum etiam pro
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coéfficientibus reliquis [a8], [ay], [67] etc. formulae aeque simplices prodeunt
quas tamen, quum illorum usus sit rarior, hic apponere supersedemus.

33.

Propter rei gravitatem, et ut omnia ad calculum parata sint, etiam formu-
las explicitas ad determinationem coéfficientium A4, 4", A" etc. B”, B” etc. etc.
hic adscribere visum est. Duplici modo hic calculus adornari potest, quum ae-
quationes identicae prodire debeant, tum si valores ipsarum #°, 4, u” etc. ex III
depromti in II substituuntur, tum ex substitutione valorum ipsarum §, 1, { etc.
ex IT in III. Prior modus haec formularum systemata subministrat:

%—:—f-A': 0

@o 6' ’ n
i'r,—‘-‘zT,A—‘—A = 0

©° m' 1 @” ” m
a_o—"—@.A—*- @.A—!—A == 0~

etc. unde inveniuntur A', 4", 4" etc.
S ip—o
@' m” ” "

etc. unde inveniuntur B", B” etc.

%—"—*"C"’: 0

m

etc. unde inveniuntur C” etc. Et sic porro.

Alter modus has formulas suggerit:
A A+ B°=0
unde habetur A4’

A A"+ BB HE° =0
B'BH6 =0

unde inveniuntur B” et A".
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A° A" 4B B"4-E° C"+ D = 0
‘%’B”’+@l Clll+@l _— 0
@” CIII—‘;@” — 0

unde inveniuntur C”, B”, A”. Et sic porro.

Uterque modus aeque fere commodus est, si pondera determinationum cuncta-
rum 2, y, z etc. desiderantur; quoties vero e quantitatibus [aa], [60], [y7] ete.
una tantum vel altera requiritur, manifesto systema prius longe praeferendum erit.

Ceterum combinatio aequationum I cum IV ad easdem formulas perducit,
insuperque calculum duplicem ad eruendos valores maxime plausibiles 4, B, C
etc. ipsos suppeditat, puta primo

—_ 80 'g n 2” mw 8"’
A—-—@——ASB,-"‘A @T,“"A W—-‘et(ﬁ.
_ & ppf e
.B = ——g—, B g .B w—— etce.
. {” m 2
C = —@—C Fm ete.
etc.

Calculus alter identicus est cum vulgari, ubi statuitur #°= 0, ' = 0, "= 0 ete.

-

34.
Quae in art. 32 exposuimus, sunt tantummodo casus speciales theorematis
generalioris, quod ita se habet:
TraeoreMa. Designet t functionem linearem indeterminatarum x,y, z etc. hanc

t = fo+gy+hz- etc. +k
quae transmutata in functionem indeterminatarum u°, u, u' etc. fiat
t = Ku’ 4K~ K'v'+- ete. +K
Quibus ita se habentibus erit K valor maxime plausibilis ipsius t, atque pondus hu-

s determinationis

1
— 91"]9"]60 + Sslklkl_‘_ @”k"]ﬂ”-‘- ete.

Dem. Pars prior theorematis inde patet, quod valor maxime plausibilis
ipsius ¢ valoribus «°= 0, ¥’ = 0, ¥’ == 0 etc. respondere debet. Ad posterio-
6
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rem demonstrandam observamus, quoniam +dQ — fdz-+ndy-+Cdz-+ ete.,
atque d¢ = fdax4-gdy-+hdz—+ etc., esse, pro §=/f. y=g9, L =k etc.,
independenter a valoribus differentialium de, dy, dz etc.

dQ = 2d¢
Hinc vero sequitur, pro iisdem valoribus £ = f, 1 =g, { = k etc., fieri
g;,duo—}— %du’—}—%— du’ etc. = A°du’4Kdv -+ K'du'+ ete.

Tam facile perspicitur, si d#, dy, dz etc. sint ab invicem independentes,
etiam du’ de, du’etc., ab invicem independentes esse; unde colligimus, pro
E:f: n=4g, = h etc. esse

w =A%, =Bk, u=C"%k .etc.
Quamobrem valor ipsius Q, iisdem valoribus respondens erit
= WL BEE+CHE+ etc. +M

unde per art. 29 theorematis nostri veritas protinus demanat.
Ceterum si transformationem functionis ¢-immediate, i. e. absque cogni-
tione substitutionum IV. art. 32, perficere cupimus, praesto sunt formulae:

f= ﬁoko
g = DK+ B
b= Gl +CK+CK etc.,

unde coéfficientes £° k', k" etc. deinceps determinabuntur, tandemque habebitur

K= k—8 -k — 2"k — ete.

35.
Tractatione peculiari dignum est problema sequens, tum propter utilitatem
practicam, tum propter solutionis concinnitatem.
Invenire mutationes valorum maxime plausibilium incognitarum ab accessione
aequationis novae productas, nec non pondera novarum determinationum.
Retinebimus designationes in praecedentibus adhibitas, ita ut aequationes
primitivae, ad pondus = 1 reductae, sint hae v =0, v’ = 0, v' = 0 etc.; ag-
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gregatum indefinitum ovv—-vv'+0"" etc. = Q; porro ut & 7, { etc. sint quo-
tientes differentiales partiales
a9 ae o

7dz° 2dy’ 1dz ©C

denique ut ex eliminatione indefinita sequatur

2 = A+[aa]E4-[aB]n+[ay] L+ etc.
Y = B+-[a8]E+[66]n4-[67]C+ etc. } (I)
7 = C+[ay]E+4[By]n+[y7)C+ ete.

Tam supponamus, accedere aequationem novam »* = 0 (proxime veram, et cuius
pondus = 1), et inquiramus, quantas mutationes hinc nacturi sint tum valores
incognitarum maxime plausibiles 4, B, C etc., tum coéfficientes [aa], [ 8] etc.

dor agr . 40 ..

O -.i— * as * a= bl
Statuamus 2-4-2*9" = Q°, mz__i, =" 1% etc.

supponamusque, hinc per eliminationem sequi

2= A"+[ad" )"+ [ab" ] +[ay"]C" etc.

Denique sit

v = fo+tgy-+hz4 ete. +k
prodeat inde, substitutis pro 2, y, 2 etc. valoribus ex (I),

v' = F¢+ G+ HC+ ete. +K
statuaturque

Ff4+-Gg+Hh~+ etc. = o

Manifesto K erit valor maxime plausibilis functionis »°, quatenus ex ae-
quationibus primitivis sequitur, sine respectu valoris 0, quem observatio accesso-
ria praebuit, atque ;‘J— pondus istius determinationis.

Iam habemus

k3

S =E4f =gt U =4k ete
adeoque

F&+ Qv+ HCU + ete. +K = v*'(1-+Ff+ Gg-+Hh~+ etc.)

« __ F*+G@n*+ H{*+ ete. + K
- t+w

sive v
6 *
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ferinde fit
2 = A-}+[ad)§"4[aB]q +[ay) "+ etc. —ov"(flaa)+g[ab]+ k[ay]+ etc.)
= A-+4[aa)t*+[aB]q" +[a7]C" + etc. — Fo*
= A+ [ad§"+ (@8]0 + [ay]C "+ ete. — o (FE*+ Gy'+ HC*+ete. + K
Hinc itaque colligimus

. FK
A =A4—r=

qui erit valor maxime plausibilis ipsius # ex omnibus observationibus;

[aa’] = [aa.]-—;ﬁ_—li
adeoque pondus istius determinationis
. 1
[ea]— 22

Prorsus eodem modo invenitur valor maxime plausibilis ipsius y, omnibus obser-
vationibus superstructus

B: GK

- 1+
atque pondus huius determinationis

1

GG
[66]—'{:‘_—;

et sic porro. Q. E. L.

Liceat huic solutioni quasdam annotationes adiicere.
I. Substitutis his novis valoribus A4*, B* C* etc., functio »* obtinet valo-
rem maxime plausibilem

K — 5 (Ff+ Gg+ Hh+ etc) = 1%

Et quum indefinite sit

e P ey G . w, H X
9—m§+mﬂ+m'c+etc.+———

14w
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©

pondus istius determinationis per principia art. 29 eruitur

1+ o 1
= Ff{ Gg-+Hh+ ete. — w+i

Eadem immediate resultant ex applicatione regulae in fine art. 21 traditae; scilicet
complexus aequationum primitivarum praebuerat determinationem »* = K cum

pondere = ’EI’ dein observatio nova dedit determinationem aliam, ab illa inde-
pendentem, v* =0, cum pondere = 1, quibus combinatis prodit determinatio
% ___ K 1 ’

v = ‘—:}-_—w cum Pondere = ';+1.

II. Hinc porro sequitur, quum pro @ = A4*, y = B, 2= C" etc. ésse
debeat £ = 0, W' =0, {* = 0 etc., pro iisdem valoribus fieri

K K kK
§=_!_f;_m, ":‘_T%-_m’ C=—1i3, etc
nec non, quoniam indefinite Q = £(x— A)+-4(y — B)--C(z—C) 4 ete. +M,

= s Ff 4 G+ Hh+ ete) + M= M+

denique, quoniam indefinite Q% = 0+u*v
. wKEK . KK
Q" = M+ (14 o) + (1-}-03)2 - M+ 1—-1—-_&

ITII. Comparando haec cum iis, quae in art. 30 decuimus, animadvertimus,

functionem 2 hic valorem minimum obtinere, quem pro valore determinato
functionis " = H-'E“m accipere potest.
36.

Problematis alius, praecedenti affinis, puta

Investigare mutationes valorum maxime plausibilium incognitarum, a mutato
pondere unius ex observationibus primitivis oriundas, nec mon pondera novarwum de-
terminationum
solutionem tantummodo hic adscribemus, demonstrationem, quae ad instar art.
praec. facile absolvitur, brevitatis caussa supprimentes.

Supponamus, peracto demum calculo animadverti. alicui observationum
pondus seu nimis parvum, seu nimis magnum tributum esse, e. g. observationi
primae, quae dedit ¥ =L, loco ponderis p in calculo adhibiti rectius tribui
pondus == p°. Tunc haud opus erit calculum integrum repetere, sed commo-
dius correctiones per formulas sequentes computare licebit.
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Valores incognitarum maxime plaunsibiles correcti erunt hi:

S (p*—plak
z=4 p+{pF—p)laa+ bt +ey 4 ete.)
— B__ (p*—p) &L
y= B 2+ {p*—p)(ea+ b8+ cy+ ete.)
2= C— (p*—p)yr

P (P —p)(aat b6 oy ofc)

etc. ponderaque harum determinationum invenientur, dividendo unitatem resp. per

- . (p*—p)aa .
Laa] ¥ (p*—p)lan+ b6+ cy+ ete.)
. (p*— )88
[66] P+ (p*—p)(@a+ 088+ cy+ ete.)
_ (p*—p) 1Y
[77] 2+ (p*—p)(aa + 56 ey ete.) ete

Haec solutio simul complectitur casum, ubi peracto calculo percipitur, unam ex
observationibus omnino reiici debuisse, quum hoc idem sit ac si facias p* = 0;
et perinde valor p*= oo refertur ad casum eum, ubi aequatio V = L, quae
in calculo tamquam approximata tractata erat, revera praecisione absoluta gaudet.

Ceterum quoties vel aequationibus, quibus calculus superstructus erat, plu-
res novae accedunt, vel pluribus ex illis pondera erronea tributa esse percipitur,
computus correctionum nimis complicatus evaderet; quocirca in tali casu calculum

ab integro reficere praestabit.

37.

In artt. 15.16 methodumVexplicavimus, observationum praecisionem proxime
determinandi *). Sed haec methodus supponit, errores, qui revera occurrerint,
satis multos exacte cognitos esse, quae conditio, stricte loquendo, rarissime, ne
dicam numquam, locum habebit. Quodsi quidem quantitates, quarum valores
approximati per observationes innotuerunt, secundum legem cognitam, ab una
pluribusve quantitatibus incognitis pendent, harum valores maxime plausibiles
per methodum quadratorum minimorum eruere licebit, ac dein valores quantita-
tum, quae observationum obiecta fuerant, illinc computati perparum a valoribus

*) Disquisitio de eodem argumento, quam in commentatione anteriore (Best g der G gkeit
der Beobachtungen. Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften Vol. 1, p. 185) tradideramus,
eidem hypothesi circa indolem functionis probabilitatem errorum exprimentis innixa erat, cui in Theoria mo-
tus corporum coelestium methodum quadratorum minimorum superstruxeramus (vid. art. 9, HI).
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veris discrepare censebuntur, ita ut ipsorum differentias a valoribus observatis eo
maiore iure tamquam observationum errores veros adoptare liceat, quo maior fue-
rit harum multitudo. Hanc praxin sequuti sunt omnes calculatores, qui obser-
vationum praecisionem in casibus concretis a posteriori aestimare susceperunt: sed
manifesto illa theoretice erronea est, et quamquam in casibus multis ad usuas
practicos sufficere possit. tamen in aliis enormiter peccare potest. Summopere
itaque hoc argumentum dignum est, quod accuratius enodetur.

Retinebimus in hac disquisitione designationes inde ab art. 19 adhibitas.
Praxis ea, de qua diximus, quantitates 4, B, C etc. tamquam valores veros ipsa-
rum @,y,z considerat, et proin ipsas A, X, A" etc. tamquam valores veros functio-
num o, v, v" etc. Si omnes observationes aequali praecisione gaudent, ipsarum-
que pondus p = p'= p” etc. pro unitate acceptum est, eaedem quantitates, signis
mutatis, in illa suppositione observationum errores exhibent, unde praecepta
art. 15 praebent observationum errorem medium m

_ \/)\)\ FNNE NN+ ete. \/.1[
T T

Si observationum praecisio non est eadem, quantitates —X, —X, —A" etc. ex-
hiberent observationum errores per radices quadratas e ponderibus multiplicatos,
praeceptaque art. 16 ad eandem formulam / ii[ perducerent, iam errorem medium
talinm observationum, quibus pondus ==1 tribuitur, denotantem. Sed mani-
festo calculus exactus requireret, ut loco quantitatum A, X, X" etc. valores functio-
num v, v, v" etc. e valoribus veris ipsarum &, y, # etc. prodeuntes adhiberen-
tur, i. e. loco ipsius M, valor functionis Q valoribus veris ipsarum =z, y, z ete.
respondens. Qui quamquam assignari nequeat, tamen certi sumus, eum esse
maiorem quam M (quippe qui est minimus possibilis), excipiendo casum infinite
parum probabilem, ubi incognitarum valores maxime plausibiles exacte cum veris
quadrant. In genere itaque affirmare possumus, praxin vulgarem errorem me-
dium iusto minorem producere, sive observationibus praecisionem nimis magnam
tribuere. Videamus iam, quid doceat theoria rigorosa.

38.
Ante omnia investigare oportet, quonam modo M ab observationum erro-
ribus veris pendeat. Denotemus hos, ut in art. 28, per e, €, ¢ etc., statuamus-
que ad maiorem simplicitatem
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e\/p¢=:-. €, Le’\/p'; g, &\Vp'=¢ eté., nec non
myp = w'\p = m'\/p" etc. = p

Porro sint valores veri ipsarum z, y, z etc., resp. 4—a°, B—y®. C—2"etc., qui-
bus respondeant valores ipsarum & 1, { etc. hi —&, —n°, —(® etc. Manifesto
iisdem respondebunt valores ipsarum v, v, v" etc. hi —¢, —¢, —¢" etc., ita ut
habeatur -

8 —= aet+ae+a"s" 4 etc.

n° = bg 4 b'e' 4 b"¢" - etc.
’ 0 = ce+4 g4 + ete.
etc. nec non

2° = ae+4 o'e 4 a"e"+ ete.
be46'¢+46"¢'+ etc.
Ye+YE -+ 7€+ ete.

=
It

Denique statuemus

Q0 = gg4-¢¢4-£"¢" | etc.

ita ut sit Q% aequalis valori functionis Q, valoribus veris Ipsarum 2, y, 2 etc. re-
spondenti. Hinc quum habeatur indefinite

© = M+ (r—A)i+(y—B)n+(e— )G+ etc.
erit etiam
M = Q28" — y'q° —2°"— ete.

Hinc manifestum est, M, evolutione facta esse functionem homogeneam secundi
ordinis errorum e, ¢, ¢ etc., quae, pro diversis errorum valoribus maior minorve
evadere poterit. Sed quatenus errorum magnitudo nobis incognita manet, functio-
nem hanc indefinite considerare, imprimisque secundum principia calculi proba-
bilitatis eius valorem medium assignare conveniet. Quem inveniemus, si loco
quadratorum ee, €¢, ¢'¢’ etc. resp. scribimus mm, m'm’, m"'m” etc., producta vero
e€, ee’, €€’ etc omnino omittimus, vel quod idem est, si loco cuiusvis quadrati
gg, £¢, €' etc. scribimus pp, productis ¢, g¢”, £%” etc. prorsus neglectis. Hoc
modo e termino Q° manifesto provenit wpp; terminus —a°® producet

—(ao+dd'4ad"od"+ ete)pp = — pp
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et similiter singulae partes reliquae praebebunt — p.p, ita ut valor medins totalis
fiat = (x—p)pp, denotante m multitudinem observationum, p multitudinem
incognitarum. Valor verus quidem ipsius M, prout fors errores obtulit, maior
minorve medio fieri potest, sed discrepantia eo minoris momenti erit, quo maior
fuerit observationum multitudo, ita ut pro valore approximato ipsius g accipere
liceat

b3

T—p
Valor itaque ipsius g, ex praxi erronea, de qua in art. praec. loquuti sumus, prodi-
ens, augeri debet in ratione quantitatis \/(x—p) ad \/=.

39.

Quo clarius eluceat, quanto iure valorem fortuitum ipsius M medio aequi-
parare liceat, adhuc investigare oportet errorem medium metuendum, dum sta-
tuimus 1—1% = pp. Iste error medius aequalis est radici quadratae e valore me-
dio quantitatis

( Q0 — 208 —9%1° —2°0° — ete. —(m—p)pp )2
T—p

-

quam ita exhibebimus

O E0_ 0.0 0p0 A2 " 3
(EmetE oy O —teg? 2R Q0 5080 p0p0 900 ete, — (m— p)pp) — b

T—p T

et quum manifesto valor medius termini secundi fiat — 0, res in eo vertitur, ut
indagemus valorem medium functionis

w J— (QO_WOEO_yono_zﬁco__ etc.)2

quo invento et per N designato, error medius quaesitus erit

i N
- \/((7"‘"?)2 et )

Expressio ¥ evoluta manifesto est functio homogenea sive errorum e, ¢, ¢’
etc., sive quantitatum ¢, €, ¢” etc., eiusque valor medius invenietur, si
1° pro biquadratis ¢, €%, ¢"* etc. substituuntur eorum valores medii
pro big \

2° pro singulis productis e binis quadratis ut eec'e, eee’e’, éée’e’ etc. pro-
U 7 ” n

ducta ex ipsorum valoribus mediis. puta mmm'm’, mmm'm’, m'm'm'm” etc.:
7
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3° partes vero reliquae, quae implicabunt vel factorem talem e, vel ta-
lem eece”, omnino omittuntur. Valores medios biquadratorum ¢, ¢, €™ etc.
ipsis biquadratis m* m'®, m™ ete. proportionales supponemus (vid. art. 16), ita ut
illi sint ad haec ut v* ad p*, adeoque v* denotet valorem medium biquadratorum
observationum talium quarum pondus — 1. Hinc praecepta praecedentia ita
quoque exprimi poterunt: Loco singulorum biquadratorum ¢, £, £ etc. scriben-
dum erit v*, loco singulorum productorum e binis quadratis ut gz¢'s, geg’s”, €2’
etc., scribendum erit pf, omnesque reliqui termini, qui implicabunt factores ta-
les ut €3¢, vel gg¢’”, vel g£€"” erunt supprimendi.

His probe intellectis facile patebit

I. Valorem medium quadrati Q°Q° esse =v*—-(zm—m)pt

II. Valor medius producti £z’ fit = aav®4-(d'd -} a"ad"+etc.)pt, sive

quoniam aa-a'd-+a"d"+ ete. =1,

= aa(v'— p) 4

Et quum perinde valor medius producti £%2°

g8 fiat = a'd(V'—p")4pf, valor
medius producti g'¢"2°8" autem = a&"d"(v* —pf)-p* et sic porro, patet, valo-

rem medium producti (g¢ g2 -4¢"e"+ etc.) %5 sive Q°2°E® esse

= vt pip g

Fundem valorem medium habebunt producta Q°°%° Q°2°C° etc. Quapropter

valor medius producti Q°(2%° 4y 122" 4 etc.) fit
= p¥'+-p(r

III. Ne evolutiones reliquae nimis prolixae evadant, idonea denotatio in-
troducenda erit. Utemur itaque characteristica £ sensu aliquantum latiore quam
supra passim factum est, ita ut denotet aggregatum termini, cui praefixa est, cum
omnibus similibus sed non identicis inde per omnes observationum permutationes
oriundis. Hoc pacto e.g. habemus #° = Zae, 2°2° = Zaaze+2Zad’ee. Col-
ligendo itaque valorem medium producti #°2°5°5® per partes, habemus primo va-

1)pt

lorem medium producti aaes®%°

= aaaav'+aa{dd+}a"a"+ etc.)p
= aaaa( —p')+-aap'Saa



ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE, PARS POSTERIOE. 51
Perinde valor medius producti oa’ce’t%t® fit — a'da'a’ (v —p*)f-a'dp‘Saa et sic’
porro, adeoque valor medius producti £¢°Zaaes
= (V—pZaaaa+-p‘Zaa.Zaa
Porro valor medius producti adec't8® fit — 2adadp’, valor medius producti

ad’ee"8’E? perinde = 2aa’aa’p’ etc., unde facile concluditur, valorem medium
producti £°6°Zad’ee’ fieri

= 2p*aadd = p*(Caa) —Zaaaa) = p*(1—2aaaa)
His collectis habemus valorem medium producti 2°2°£°£°
= (V—3pHZaaaat-2pt+piZaa.2aa
IV. Haud absimili modo invenitur valor medius producti 2°y°&*°
=vZabab -} p Zaab6’+ 1 2aba6’'+piZabbd
Sed habetur

Zaabt’ = Zaa.2b6 —2aabb
2abdt’' = Zab.Zab—2abab
Sabbd = 2a6.2ba—2abba

unde valor ille medius fit, propter Zaa =1, 2b6=1, 2ab6 =10, Zba =0,
= (V¥ —3p")Zabab+p*(1+2ab.2ab)
V. Quum prorsus eodem modo valor medius producti 2°2°£°C° fiat
= (*—3p")Zacay+p*(1+Zac.Zay)
et sic porro, additio valorem medium producti 2°8 (2°8°+4y°1°+42°C°4-etc.)

suppeditat

= (V' —3p")Z(aalaat-b84cy+ etc.)) +(p+1)pt
+p*(Raa.Zaa+2ab.2ab64Zac. Zay4 etc.)
= V' —3p")Z(aa(@atbB4cy+ ete))+(p+2)pt

0

VI. Prorsus eodem modo valor medius producti y°%°(@8°+y°n° 2"+

etc.) erunitur
7 *
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= (V—3p")2(b6(aa4-bG4-cy+ ete.))+-(p+2)p’
dein valor medius producti 2°C°(#°5°~y°n° 42" ete.) .
= (' —3p")Z(cy(@a+b8+cy4ete)+(p+2)p
et sic porro. Hinc per additionem prodit valor medius quadrati
@B Ay 42O ete)?
= (' —3p)E([aa+bB8+cy+ etc)’)4-(pp+-2p) 1’
VII. Omnibus tandem rite collectis eruitur

N= (r—2p)V'+ @z —7—2%p+4p+ppp'
+(f—3p")Z((@a+bb4-cy+ ete)?)
= (n—p) ("' —p" )+ (r—p" ' — (=3 ") o — Z((@a+bB+-c7 4 etc)).

Error itaque medius in determinatione ipsius pp per formulam

M
Pl*‘:,:—__—P

metuendus erit
= VIS = o — S (aa bE+e v+ ete)))

40,

Quantitas E((@a—+b6-+cy- etc.)’), quae in expressionem modo inven-
tam ingreditur, generaliter quidem ad formam simpliciorem reduci nequit: nihi-
lominus duo limites assignari possunt, inter quos ipsius valor necessario iacere
debet. Primo scilicet e relationibus supra evolutis facile demonstratur, esse

(aa~+bG4-cy-4ete. )+ (aad~+-b6'+cy+ete.) + (@’ b6 "4 e y'+etc.)® + ete.
= aa-+b6-}+cy-}etc

unde concludimus, aa--bb6-4cy— etc. esse quantitatem positivam unitate mi-
norem (saltem non maiorem). Idem valet de quantitate a'd—4b6'4cy'+- etc.,

quippe cui aggregatum
(@a—4-b8J-cy 4 ete.) 4 (a'd 458"y 4-ete.)’ 4-(a'd’+b' 8"+ Y ete.) 4 ete.

”on

aequale invenitur; ac perinde a"a"+3"6"+4c¢"y"4 etc. unitate minor erit, et sic
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porro. Hinc 2((aa+-b8--cy—+- ete.)’) necessario est minor quam . Secundo
habetur 2 (aa—-b64-cy-}-ete) =p, quoniam fit Zaa =1, b6 =1, Zcy =1
etc.; unde facile deducitur, summam quadratorum 2((@a-b6+4cy- etc.)?)

esse maiorem quam E;E’ vel saltem non minorem. Hinc terminus

ks [p—2 (@2 +-b8+cy+ete?)]
(x—0p) i

.. . . . vt—3put vi—s3pt
necessario lacet inter limites — P et — ¢ ; vel, si latiores praeferimus,

. vt—3pt vi—3gpt M
inter hos — ——, ¢t -+ ——, > €t pr01n erroris medii in valore ipsius pp= =
P 2vt—4pt 2pt f
et , ita ut praemsmnem quan
. . e . T e . .
tamvis assequi liceat, si modo observationum multitudo fuerit satis magna.
Valde memorabile est, in hypothesi ea (art. 9, III), cui theoria quadratorum
minimorum olim superstructa fuerat, illum terminum omnino excidere, et sicuti,
ad eruendum valorem approximatum erroris medii observationum g, in omnibus
casibus aggregatum AAN-NAN-4-LA"A"4- etc. = M ita tractare oportet, ac si esset
aggregatum w—p errorum fortuitorum, ita in illa hypothesi etiam praecisionem
ipsam huius determinationis aequalem fieri ei, quam determinationi ex =—p

erroribus veris tribuendam esse in art. 15 invenimus.

metuendi quadratum inter limites
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SUPPLEMENTUM
THEORIAE
COMBINATIONIS OBSERVATIONUM

ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE.

1.

In tractatione theoriae combinationis observationum Volumini V Commenta-~
tionum Recentiorum inserta supposuimus, quantitates eas, quarum valores per
observationes praecisione absoluta non gaudentes propositi sunt, a certis elemen-
tis incognitis ita pendere, ut in forma functionum datarum horum elementorum
_exhibitae sint, reique cardinem in eo verti, ut haec elementa quam exactissime
ex observationibus deriventur.

In plerisque quidem casibus suppositio ista immediate locum habet. In aliis
vero casibus problematis conditio paullo aliter se offert, ita ut primo aspectu du-
bium videatur, quonam pacto ad formam requisitam reduci possit. Haud raro sci-
licet accidit, ut quantitates eae, ad quas referuntur observationes, nondum exhi-
bitae sint in forma functionum certorum elementorum, neque etiam ad talem for-
mam reducibiles videantur, saltem non commode vel sine ambagibus: dum, ex
altera parte, rei indoles quasdam conditiones suppeditat, quibus valores veri quan-
titatum observatarum exacte et necessario satisfacere debent.

Attamen, re propius considerata, facile perspicitur, hunc casum ab altero
revera essentialiter haud differre, sed ad eundem reduci posse. Designando sci-
licet multitudinem quantitatum observatarum per =, multitudinem aequationum
conditionalium autem per o, eligendoque e prioribus w—o ad lubitum, nihil
impedit, quominus has ipsas pro elementis accipiamus, reliquasque, quarum mul-

8
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titudo erit o, adiumento aequationum conditionalium tamquam functiones illa-
rum consideremus, quo pacto res ad suppositionem nostram reducta erit.

Verum enim vero etiamsi haec via in permultis casibus satis commode ad
finem propositum perducat, tamen negari non potest, eam minus genuinam, ope-
raeque adeo pretium esse, problema in ista altera forma seorsim tractare, tanto-
que magis. quod solutionem perelegantem admittit. Quin adeo, quum haec so-
lutio nova ad calculos expeditiores perducat, quam solutio problematis in statu
priore, quoties ¢ est minor quam 4w, sive quod idem est, quoties multitudo
elementorum in commentatione priore per p denotata maior est quam 4=, solu-
tionem novam, quam in commentatione praesenti explicabimus, in tali casu prae-
ferre conveniet priori, siquidem aequationes conditionales e problematis indole
absque ambagibus depromere licet.

2.

Designemus per v, ¢, v" etc. guantitates, multitudine =, quarum valores
per observationem innotescunt, pendeatque quantitas incognita ab illis tali modo,
ut per functionem datam illarum, puta », exhibeatur: sint porro /, ', I” etec.
valores quotientium differentialium

du du du

&0 do do O

valoribus veris quantitatum v, ¢, v"etc. respondentes. Quemadmodum igitur per
substitutionem horum valorum verorum in functione u huius valor verus prodit,
ita, sipro v. v, v"etc. valores erroribus e, ¢, ¢" etc resp. a veris discrepantes
substituuntur, obtinebitur valor erroneus incognitae, cuius error statui potest

= le-}-1l'e+U"e"4- etc.

siquidem, quod semper supponemus, errores e, ¢, ¢’ etc. tam exigui sunt, ut
(pro functione » non lineari) quadrata et producta negligere liceat. Et quamquam
magnitudo errorum e, ¢, ¢’ etc. incerta maneat, tamen incertitudinem tali in-
cognitae determinationi inhaerentem generaliter aestimare licet, et guidem per
errorem medium in tali determinatione metuendum, qui per principia commen-
tationis prioris fit

= \{llmm 4 U'I'm'm4-1"U"m"'m’ 4 etc.)
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denotantibus m, w', m” etc. errores medios observationum, aut si singulae obser-
vationes aequali incertitudini obnoxiae sunt,

= m\J(l1+ UV 11+ etc.)

Manifesto in hoc calculo pro I, 7', I” ete. aequali iure etiam eos valores quo-
tientium differentialium adoptare licebit, qui valoribus observatis quantitatum
v, v, v etc. respondent.

3.

Quoties quantitates o, v/, " etc. penitus inter se sunt independentes, in-
cognita unico tantum modo per illas determinari poterit: quamobrem tunc illam
incertitudinem nullo modo nec evitare neque diminuere licet, et circa valorem in-
cognitae ex observationibus deducendum nihil arbitrio relinquitur.

At longe secus se habet res, quoties inter quantitates v, v, v etc. mutua
dependentia intercedit, quam per s aequationes conditionales

X—0 Y=0, Z=0 etc. -

exprimi supponemus, denotantibus X, Y, Z etc. functiones datas indetermina-
tarum w», v, ¢” etc. In hoc casu incognitam nostram infinitis modis diversis per
combinationes quantitatum o, ¢/, v’ etc. determinare licet, quum manifesto loco
functionis » adoptari possit quaecunque alia U ita comparata, ut U —u inde-
finite evanescat, statuendo X — 0, ¥ =0, Z — 0 etc.

In applicatione ad casum determinatum nulla quidem hinc prodiret diffe-
rentia respectu valoris incognitae, siobservationes absoluta praecisione gauderent:
sed quatenus hae erroribus obnoxiae manent, manifesto in genere alia combina-
tio alium valorem incognitae afferet. Puta, loco erroris

7’ "w_n
le+1U'é41"¢"+ ete.
quem functio w commiserat, iam habebimus

Le4Le+ L'é+ ete.

. . . . . « 9. au
si functionem U adoptamus, atque valores quotientium differentialium o, g—g, gg,,

etc. resp. per L, I, L" etc. denotamus. Et quamquam errores ipsos assignare
nequeamus, tamen errores medios in diversis observationum combinationibus me-
g *
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tuendos inter se comparare licebit: optimaque combinatio ea erit, in qua hic er-
ror medius quam minimus evadit. Qui quum fiat

= (L Lmm~+LLmm <L Lm'm"+ etc.)

in id erit incumbendum, ut aggregatum LLmm-L L'mm'~+L'L'm'm’+} etc.
nanciscatur valorem minimum.

4.

Quum varietas infinita functionum U, quae secundum conditionem in art.
praec. enunciatam ipsius # vice fungi possunt, eatenus tantum hic consideranda
veniat, quatenus diversa systemata valorum coéfficientium L, I/, L” etc. inde
sequuntur, indagare oportebit ante omnia nexum, qui inter cuncta systemata ad-
missibilia locum habere debet. Designemus valores determinatos quotientium dif-
ferentialium partialium

dx dx dx

. FPR 3o’ 0" ete.
dY 1Y dY
o' dv' & o
dZ -~ dZ dz
i’ v’ i ete. etc.

quos obtinent, si ipsis v, v/, »” etc. valores veri tribuuntur, resp. per

a, a, a etc.
b, b, b etc
¢, ¢, ¢ ete.ete. -

patetque, siipsis v, v/, v" etc. accedere concipiantur talia incrementa dwv, do', dv”
etc., per quae X, Y, Zetc. non mutentur, adeoque singulae maneant = 0, i.e.
satisfacientia aequationibus

0 = adv-+}a'dv+4-a"dv"+ etc.

bdv 4 bdov' -4 b'dv' 4 ete.
cdv4cdv 4 c"dv"4 ete. ete.

I

etiam «— U non mutari debere, adeoque fieri

0 = (l—Lydv+(I'—L)dv+4(I"— L")dv"4 etc.
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Hinc facile concluditur, coéfficientes L, L', L” etc. contentos esse debere sub
formulis talibus

L =1+4ax+by+cz—+ ete.
L' =0U+dax +by 4z etc.
L'=U'4dz2+by+c"34 ete.

etc., denotantibus 2, y, 2 etc. multiplicatores determinatos. Vice versa patet,
si systema multiplicatorum determinatorum =z, y, z etc. ad lubitum assumatur,
semper assignari posse functionem U talem, cui valores ipsorum L, L', L ete.
his aequationibus conformes respondeant, et quae pro conditione in art. praec.
enunciata ipsius « vice fungi possit: quin adeo hoc infinitis modis diversis effici
posse. Modus simplicissimus erit statuere U= u—+2X—+y Y +2Z-+ etc.;
generalius statuere licet U= u—+2X+yY-+2Z-+ etc. +o, denotante o
talem functionem indeterminatarum v, ¢/, v” etc., quae semper evanescit pro
X=0, Y=0, Z= 0 etc., et cuius valor in casu determinato de quo agitur
fit maximus vel minimus. Sed ad institutum nostrum nulla hinc oritur differentia.

5. ;
Facile iam erit, multiplicatoribus @, y, z etc. valores tales tribuere, ut
aggregatum
LLmm—4 L Lmw'~4 L' L'm"'m’ -+ ete.

assequatur valorem minimum. Manifesto ad hunc finem haud opus est cognitione
errorum mediorum m, m, m” etc. absoluta, sed sufficit ratio, quam inter se te-
nent. Introducemus itaque ipsorum loco pondera observationum p, p, p” etc.,
i. e. numeros quadratis mm, m'm’, m"m” etc. reciproce proportionales, pondere ali-
cuius observationis ad lubitum pro unitate accepto. Quantitates «, y, z etc. ita-
que sic determinari debebunt, ut polynomium indefinitum

ez + by +;;'s+ ete. +2)? 4 ('z+ by + c}':,-i- ete. 4 ZI + (a”x+b"y+c;i+ ete. +12")* 4 ete.

nanciscatur valorem minimum, quod fieri supponemus per valores determinatos
a®, y°, 2° etc.
Introducendo denotationes sequentes
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ﬂ‘+f‘-"i'-}-‘fi‘f—‘,f—;— ete. = [aa]
ab + ’,,”—{- etc. = [ab)

~+ AL > <+ ete. = [ac]
@+1"—b +”’f + ete. = [bb]

7

p P

f’-‘-;-”' + “ 1 ete. = [be]
. ,,+etc——u:c] .

etc. nec non

St 4 G ete. = [al]

_._Jf_‘, ! w,—,—-[—etc.:[bl]
-—}- + + etc. = [cl]
etc.

manifesto conditio minimi requirit, ut fiat

0 = [aa)a’4-[ably’+-[ac]2’+- etc. 4-[al])

0 = [ab]a® +4-[bb]y°+[bc)2®+ ete. +-[bl] )
0 = [ac]a®+[bely® +[cc]2+ ete. 4[]

etc. ' J

Postquam quantitates «°, y° 2° etc. per eliminationem hinc derivatae sunt, sta-

tuetur

a2’ 40y’ +c2+ ete. -1 = L
a@® 4+ by’ 4 ¢+ ete. 4-1'= L l\

a2+ "y’ "2+ etc. 1" = L" i’
etc. J
His ita factis, functio quantitatum v, o, v" etc. ea ad determinationem incogni-
tae nostrae maxime idonea minimaeque incertitudini obnoxia erit, cuius quotien-
tes differentiales partiales in casu determinato de quo agitur habent valores
L, L', L" etc. resp., pondusque huius determinationis, quod per P denotabi-
mus, erit
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1

= - : 3)

LL LL L'L (
P F T T

sive 71,- erit valor polynomii supra allati pro eo systemate valorum quantitatum

z, y. z etc., per quod aequationibus (1) satisfit.

6.

In art. praec. eam functionem U dignoscere docuimus, quae determinationi
maxime idoneae incognitae nostrae inservit: videamus iam, quemnam valorem in-
coguita hoc modo assequatur. Designetur hic valor per K, qui itaque oritur, si
in U valores observati quantitatam v, v, ¢"etc. substituuntur; per eandem sub-
stitutionem obtineat functio u» valorem %; denique sit % valor verus incognitae,
qui proin e valoribus veris quantitatum ®, v, v etc. proditurus esset. si hos vel
in U vel in u substituere possemus. Hinc itaque erit

k= x4 let-1'd 1"+ ete.
K= x+ZLe+tLe+4 L'l"+ ete.
adeoque

K = k(L—l)et(L—1)é4-(L'—1")¢'+ cte.

Substituendo in hac aequatione pro L —I, L'—1', L'—1" etc. valores ex (2)
statuendoque

’

ae+dé+ta'e" 4 etc. = U
be+-be4-b"e"+ ete. = B} (4)
ce—-cé+c'e + ete. = €
etc., habebimus
K= k+%a"+By"+C etc.  (5)

Valores quantitatum U, B, € etc. per formulas (4) quidem calculare non possu-
mus, quum errores ¢, ¢, ¢’ etc. maneant incogniti; at sponte manifestum est,
illos nihil aliud esse, nisi valores functionum X, ¥, Zetc., qui prodeunt, si pro
v, v, v" etc. valores observati substituuntur. Hoc modo systema aequationum
(1), (3), (5) completam problematis nostri solutionem exhibet, quum ea, quae in
fine art. 2. de computo quantitatum [, I’, I” etc , valoribus observatis quantita-
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tum v, v, ¢v" etc. superstruendo monuimus. manifesto aequali iure ad computum
quantitatum a, &, a” ete. b, ¥, b" ete. etc. extendere liceat.

7.

Loco formulae (3), pondus determinationis maxime plausibilis exprimentis,
plures aliae exhiberi possunt, quas evolvere operae pretinm erit.

Primo observamus, si aequationes (2) resp. per ;‘:—, ;T: ‘:—’ etc. multiplicen-

tur et addantur. prodire

’

aIan

[aa) 2’4 [ably®+ [acl2® 4 ete. = a—;—i—‘%—{— S T ete.

Pars ad laevam fit = 0, partem ad dextram iuxta analogiam per [aL] deno-
tamus: habemus itaque

[aL) = 0, et prorsus simili modo [bL) = 0, [cL] = 0 etc.

. - . . 4 "
Multiplicando porro aequationes (2) deinceps per %, %, %, etc., et addendo,
invenimus )
ZL lILI szLII LL LIL/ LI!LI'
=+ =+ =+ ete. = = 4 =5 =7 4 ete.
> T 7+ + > T 5+

unde obtinemus expressionem secundam pro pondere,

P = !
lL ZILI lIILI/
—+ — + —7 + ete.
P + P + r

|~

Denique multiplicando aequationes (2) deinceps per - etc., et ad-

i
pc 1)

)

L
»

",

dendo, pervenimus ad expressionem fertiam ponderis

P — 1
T [al]2® - [82]y° +[el]2® + ete. 4+ [41]

sl ad instar reliquarum denotationum statuimus
no,or o,
—_ —_ - C. == ll
; T+ 5t ete. =[]
Hinc adiumento aequationum (1) facile fit transitus ad expressionem quartam, quam

ita exhibemus:

7= U— [ea]a’s®— [bbly’y*— [cc]2°2°— etc.

—2[ab 2°y® —2[ac)a®2’ — 2[bc)y’2*— ete.
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8.

Solutio generalis, quam hactenus explicavimus, ei potissimum casui adaptata
est, ubi una incognita a quantitatibus observatis pendens determinanda est. Quo-
ties vero plures incognitae ab iisdem observationibus pendentes valores maxime
plausibiles exspectant, vel quoties adhuc incertum est, quasnam potissimum in-
cognitas ex observationibus derivare oporteat, has alia ratione praeparare conve-
niet, cuius evolutionem iam aggredimur.

Considerabimus quantitates @, y, 2z etc. tamquam indeterminatas, statuemus

[aa]x+[ably-+[aclz—+ ete. = &
([ab]lz~+[bbly +[be]z+ ete. =1 } (6)
lacle+[bely+[cclz+ ete. =C

etc., supponemusque, per eliminationem hinc sequi

[aa)E4[aB]n+[ay]C+ ete. = 2
[6a)t4[66]m+[67]C+ ete. —_—y} (7)
a4+ [yBln+[y7l1C+ ete. =2

etc.

Ante omnia hic observare oportet, coéfficientes symmetrice positos neces-
sario aequales fierl, puta

[6a] = [ab]
[ya] = [a7]
[y8] = [67]
etc.

quod quidem e theoria generali eliminationis in aequationibus linearibus sponte
sequitur, sed etiam infra, absque illa, directe demonstrabitur.
Habebimus itaque

2’ = —[aa].[al]—[a8]).[bl]—[ay].[cl]— etc.
y* = —[aB]).[al]—[66).(bl]—[67].[cl]— etc. } (8)
2 = —ay].[al]— [67). Bl — [y 7). [cl] — ete.

ete.

unde, si statuimus
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[@B]A+[66]B (6764 ete. = B

[aa]A+-[aB]B+[ay]€+ etc. = A4
(9)
[ay]A4-[671B+[y7]€+ ete. = C}

etc., obtinemus
K=1Fk—A[al]—B[bl]— C[cl]— etc.
vel si insuper statuimus

ad +bB-+tcC etc. = pe
dA 4B+ C - ete. :.-p'e’} (10)
d'A+-b"B~+-c"C~H- ete. = p"e"

ete., erit

K=k—le—1%—1"¢"— ete. (1)

9.
Comparatio aequationum (7), (9) docet, quantitates auxiliares 4, B, C etc.
esse valores indeterminatarum &, y, z ete. respondentes valoribus indetermina-
tarum &, 7, { etc. his § =, n =B, { = € etc.. unde patet haberi

[aa) A+[{ab] B+[ac) C+ ete. = U
Lo

(ablA+-[bb) B+ [bc] C+ ete. = B
[acJA~+-[bc] B[cc]C+ ete. = €

etc. Multiplicando itaque aequationes (10) resp. per %, ;-,’ , ;— etc.- et addendo,
obtinemus

A = ae+dd+a"e"+ etc.
et prorsus simili modo (13)

B = bz b+ b"e"+ ete.
€ = ce4-ce4c"e"+ ete.

etc. Jam quum U sit valor functionis X, si pro o, ¢, v" etc. valores observati

r

substituuntur, facile perspicietur, si his applicentur correctiones —z, —g, —¢
etc. resp., functionem X hinc adepturam esse valorem 0, et perinde functiones
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Y, Z etc. hinc ad valorem evanescentem reductum iri. Simili ratione ex aequa-
tione (11) colligitur, K esse valorem functionis » ex eadem substitutione emer-
gentem.

Applicationem correctionum -—g, —¢, —¢” etc. ad observationes, voeabi-
mus observationum compensationem, manifestoque deducti sumus ad conclusionem
gravissimam, puta, observationes eo quem docuimus modo compensatas omnibus
aequationibus conditionalibus exacte satisfacere, atque cuilibet quantitati ab ob-
servationibus quomodocunque pendenti eum ipsum valorem conciliare, qui ex ob-
servationum non mutatarum combinatione maxime idonea emergeret. Quum ita-
que impossibile sit, errores ipsos e, €, ¢’ etc. ex aequationibus conditionalibus
eruere, quippe quarum multitudo haud sufficit, saltem errores mawime plausibiles
nacti sumus, qua denominatione quantitates ¢, ¢, 2" etc. designare licebit.

10.

Quum multitudo observationum maior esse supponatur multitudine ae-
quationum conditionalium , praeter systema correctionum maxime plausibilium
—¢g, —¢, —¢" etc. infinite multa alia inveniri possunt, quae aequationibus con-
ditionalibus satisfaciant, operaeque pretium est indagare, quomodo haec ad il-
lud se habeant. Constituant itaque —E, —E’, —E"etc. tale systema a maxime
plausibili diversum, habebimusque

aE+adE'4-d"E"4 ete. = U
bE4VE+VE"+ etc. = B
cE+c¢E+c"E"4 ete. = €

etc. Multiplicando has aequationes resp. per A4, B, C etc. et addendo, obtine-
mus adiumento aequationum (10)

p2E+p:2rE'+p"2"Eu+ etec. =— A%I—*—B%_*. O@_*_ ete.
Prorsus vero simili modo aequationes (13) suppeditant

pee—+pee—4-pee’+ etec. = AA+BB+ CE4- ete. (14)
E combinatione harum duarum aequationum facile deducitur
PEE+pE'E'+p"E"E"+ etc.

= peetpee+tp'e'e’+ ete. 4+p(E—e) +p(E—e )P 4-p'(E"—e")*+ ete.
: g*
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Aggregatum p EE-p'E'E'+-p"E"E"1 etc. itaque necessario maius erit aggre-
gato pee—-pee’+p'e'e’'+ etc., quod enuntiari potest tamquam

TeEOREMA. Aggregatum quadratorum correctionum, per quas observationes cum
aequationibus conditionalibus conciliare licet, per pondera observationum resp. multi-
plicatorum , fit minimum, si correctiones maxime plausibiles adoptantur.

Hoc est ipsum principium quadratorum minimorum, ex quo etiam aequa-
tiones (12), (10) facile immediate derivari possunt. Ceterum pro hoc aggregato
minimo, quod in sequentibus per S denotabimus, aequatio (14) nobis suppeditat
expressionem ¥ A+ BB+ CE4 ete.

11.

Determinatio errorum maxime plausibilinm, quum a coéfficientibus /, 7', 1"
etc. independens sit, manifesto praeparationem commodissimam sistit, ad quem-
vis usum, in quem observationes vertere placuerit. Praeterea perspicuum est, ad
illud negotium haud opus esse eliminatione indefinita seu cognitione coéfficientium
[@a], [a®] etc., nihilque aliud requiri, nisi ut quantitates auxiliares 4, B, C etc.,
quas in sequentibus correlata aequationum conditionalium X=0Y=02Z=0
etc. vocabimus, ex aequationibus (12) per eliminationem definitam eliciantur at-
que in formulis (10) substituantur.

Quamquam vero haec methodus nihil desiderandum linquat, quoties quan-
titatum ab observationibus pendentium valores maxime plausibiles tantummodo
requiruntur, tamen res secus se habere videtur, quoties insuper pondus alicuius
determinationis in votis est, quum ad hunc finem, prout hac vel illa quatuor ex-
pressionum supra traditarum uti placuerit, cognitio quantitatum L, L, L" etc.,
vel saltem cognitio harum 2° y° 2° etc. necessaria videatur. Hac ratione utile
erit, negotium eliminationis accuratius perscrutari, unde via facilior ad pondera
quoque invenienda se nobis aperiet.

12.
Nexus quantitatum in hac disquisitione occurrentium haud parum illustra-
tur per introductionem functionis indefinitae secundi ordinis

[aalzx—+2[ablay+2[aclzz+ etc. +[bblyy+2[bcjyz+ ete. 4[cclzz—+ ete.

quam per T denotabimus. Primo statim obvium est, hanc functionem fieri
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) (az+by -4;::2 + ete.)? + (a'z + by ;—, ¢z 4 ete.)? + (@"z +b"y —;ﬂc”z + ete.)? -+ etc. (f5)

Porro patet. esse
T = xt+yn+ 2+ ete. (16)

et si hic denuo «, y, z etc. adiumento aequationum (7) per % 1, ¢ etc. expri-
muntur,

T = [aa)tE+2[ab)in—+2[ay]EC+ ete. +[66]qn—+2[67]nL+ ete.
+ 7+ ete.

Theoria supra evoluta bina systemata valorum determinatorum quantitatum
, y, 2 etc., atque £ n, {etc. continet; priori, in quo 2 =2, y =3°, 2 =2 ete.
£ = —|al], n=—[bl], = —[cl] etc., respondebit valor ipsius T hic

T=[1]—%

quod vel per expressionem tertiam ponderis P cum aequatione (16) comparatam,
vel per quartam sponte elucet; posteriori, in quo #=A4, y =B, z= Cetc,
atque £ =U, 1=, { =Cetc., respondet valor T'=2=S, uti vel e formulis
(10) et (15), vel ex his (14) et (16) manifestum est. -

13.
Iam negotium principale consistit in transformatione functionis 7' ei simili,
quam in Theoria Motus Corporum Coelestium art. 182 atque fusius in Disquisi-
tione de elementis ellipticis Palladis exposuimus. Scilicet statuemus (17)

b, 1] = [bb] — 2

[aa]
— [ad][ac]
[bc, 1) = [bc] —_— —-[—a—;]—
r . __[at][ad]
4= b
o1 [ac} __ [be,1F
[cc, 2] = [ec] _[:Z] T [3%,1]

[ac][ad] [Be, 1704, 1}
[ecti’ 1 =ld—"5a [53,1]
- [cd} [Bd 1P  [ed, 2}
[ad, 3} = [dd] — 22y — G5 — [ee 2]




\

0

etc. etc. Dein statuendo*)
b, 1)y+ibe, 1]2+[bd, 1w+ etc. =1
[cc,2)z+[cd, 2] w—+ etc. = ("
(dd,3]w~ etc. = ¢”

etc., erit

I” 0

+ s, [cc 2] 5+ i [dd 5+ ete
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7
[aa] + [b‘b 1]

quantitatesqne 1,(”, ¢"etc. a § 1, petc. pendebunt per aequationes sequentes:

[ab]
1 =N—F5
"__ [ac] [be, 1]
= C"[aa]E [65,1]
”__ [ad] [bd, 1] ’ [Od,?] ”
=t T Ea T ezl
ete.

Facile iam omnes formulae ad propositum nostrum necessariae hinc desu-

muntur. Scilicet ad determinationem correlatorum A. B, C etc.
o [ab]
B =B— (o] A
"o___ [a c] [bc 1] 4
"= E— [aa]gl_.[bb 1]53
mo__ [ad] [6d, 17 qur [ed, 2] o
P'=D— [aa]QI [65, 1]$ [ee 2]@'

ete., ac dein 4, B, C, D etc. eruentur per formulas sequentes,
dine inverso, incipiendo ab ultima,

[@aa)A+[ablB +[ac)C ~+[ad]D + etc. =%
(bb, 1] B~[bc, 1] C+[bd, 1] D+ ete. = B’

[ce, 2] C+[cd, 2] D+ etc. = €”
[dd,3) D+ etc. = D"

ete.

statuemus (18)

et quidem or-

(19)

*) In praecedentibus sufficere poterant ternae literae pro variis systematibus quantitatum ad tres pri-
mas aequationes conditionales referendae: hoc vero loco, ut algorithmi lex clarius eluceat, quartam adiun-
gere visum est; et quum in serie naturali literas a, &, ¢; 4, B, C; %, B, € sponte sequantur d, D, D in

serie z, y, z, deficiente alphabeto, apposuimus %, nec non in hac &, %, { hanc o.
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Pro aggregato S autem habemus formulam novam (20)

. gﬂ %I%F @"@" @nlmnl
S=patmatmataia ot

Deniqué si pondus P, quod determinationi maxime plausibili quantitatis per
functionem u expressae tribuendum est, desideratur, faciemus (21)

b1, 1) = [p1] — [eBlal]

[aa]
— [acl[a2] _ [be,1]{82 1]
[el, 2] = [el] — =50~ — =5
_ (ad][al]  [bd,11[64,1]  [ed,2][c] 2]
[dl,3] = [di] — [aa] (65,11  (cc 2]

etc., quo facto erit (22)

1 [alF [641F [chol  [disP
7= []— [aa] —(B53]  [eon] (343 — °©te

Formulae (17)....(22), quarum simplicitas nihil desiderandum relin-
quere videtur, solutionem problematis nostri ab omni parte completam exhibent.

14. )

Postquam problemata primaria absolvimus, adhuc quasdam quaestiones se-
cundarias attingemus, quae huic argumento maiorem lucem affundent.

Primo inquirendum est, num eliminatio. per quam &, y, zetc. ex £, 1, etc.
derivare oportet, umquam impossibilis fieri possit. Manifesto hoc eveniret, si
functiones £, 1, ¢ etc. inter se haud independentes essent. Supponamus itaque
aliquantisper, unam earum per reliquas iam determinari, ita ut habeatur aequa-

tio identica
af46n+ 7L+ etc. = 0

denotantibus «, 8, y etc. numeros determinatos. Erit itaque

afaal+6[ab]l4-y[ac]+ ete. = 0
o[abl+6[bbd] +y[bc]+ etc. = 0
afacl+6lbel+y[cc]+ ete. = 0

etc., unde, si statuimus



72 SUPPLEMENTUM THEORIAE COMBINATIONIS OBSERVATIONUM

aa +6b-+vc+ etc. = pb
ad 4060 +vc+ etc. = p't
aa"+8b"+yc'+ etc. = p"t”

etc., sponte sequitur

ab4-a' 04-a"t"4 ete. = 0
bO4-b 6+ b"0"4 etc. = 0
ce+ c’ﬁ’ c/’e”+ etc. —_ 0

etc., nec non
pee+plelel+plle”6”+ etc. — 0

quae aequatio, quum omnes p, p, p” etc. natura sua sint quantitates positivae,
manifesto consistere nequit, nisi fuerit 6 =0, 6 =0, "= 0 etc.

Jam consideremus valores differentialium completorum dX, dY, dZ etc.,
respondentes valoribus iis quantitatum v, ¢/, v” etc., ad quos referuntur observa-
tiones. Haec differentialia, puta

adv4-a'dv+ a"dv"4 etc.
bdv -+ bdv'4 b"dv"+4 ete.
cdv-4cddv' 4 c"dv"4 ete.

etc., per conclusionem, ad quam modo delati sumus, inter se ita dependentia
erunt, ut per a, 6, yetc. resp. multiplicata aggregatum identice evanescens pro-
ducant, sive quod idem est, quodvis ex ipsis (cui quidem respondet multiplica-
tor a, 6, Y etc. non evanescens) sponte evanescet, simulac omnia reliqua eva-
nescere supponuntur. Quamobrem ex aequationibus conditionalibus X = 0,
Y =0, Z= 0 etc., una (ad minimum) pro superflua habenda est, quippe cui
sponte satisfit, simulac reliquis satisfactum est.

Ceterum si res profundius inspicitur, apparet, hanc conclusionem per se
tantum pro ambitu infinite parvo variabilitatis indeterminatarum valere. Scili-
cet proprie duo casus distinguendi erunt, alter, ubi una aequationum conditiona-
lium X =10, Y=10, Z = 0 etc. absolute et generaliter iamiam in reliquis con-
tenta est, quod facile in quovis casu averti poterit; alter, ubi, quasi fortuito, pro
iis valoribus concretis quantitatum v, ¢, »” etc., ad quos observationes referun-
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tur, una functionum X, Y, Z etc. e. g. prima X, valorem maximum vel mini-
mum (vel generalius, stationarium) nanciscitur respectu mutationum omnium,
quas quantitatibus o, ¢/, v” etc., salvis aequationibus Y = 0, Z =0 etc., ap-
plicare possemus. Attamen quum in disquisitione nostra variabilitas quantitatum
tantummodo intra limites tam arctos consideretur, ut ad instar infinite parvae
tractari possit, hic casus secundus (qui in praxi vix umquam occurret) eundem
effectum habebit, quem primus, puta una aequationum conditionalium tamquam
superflua reiicienda erit, certique esse possumus, si omnes aequationes conditio-
nales retentae eo sensu, quem hic intelligimus, ab invicem independentes sint, eli-
minationem necessario fore possibilem. Ceterum disquisitionem uberiorem, qua
hoc argumentum, propter theoreticam subtilitatem potius quam practicam utili-
tatem haud indignum est, ad aliam occasionem nobis reservare debemus.

15.

In commentatione priore art. 37 sqq. methodum docuimus, observationum
praecisionem a posteriori quam proxime eruendi. Scilicet si valores approximati
7 quantitatum per observationes aequali praecisione gaudentes innotuerunt, et
cum valoribus iis comparantur, qui e valoribus maxinie plausibilibus p elemen-
torum, a quibus illae pendent, per calculum prodeunt: differentiaram quadrata
addere, aggregatumque per =—p dividere oportet, quo facto quotiens conside-
rari poterit tamquam valor approximatus quadrati erroris medii tali observationum
generi inhaerentis. Quoties observationes inaequali praecisione gaudent, haec
praecepta eatenus tantum mutanda sunt, ut quadrata ante additionem per obser-
vationum pondera multiplicari debeant, errorque medius hoc modo prodiens ad
observationes referatur, quarum pondus pro unitate acceptum est.

Iam in tractatione praesenti illud aggregatum manifesto quadrat cum aggre-
gato S, differentiaque ©—p cum multitudine aequationum conditionalium g,
quamobrem pro errore medio observationum, quarum pondus =1, habebimus
expressionem 4/ if-, quae determinatio eo maiore fide digna erit, quo maior fuerit
numerus a.

Sed operae pretium erit, hoc etiam independenter a disquisitione priore sta-
bilire. Ad hunc finem quasdam novas denotationes introducere conveniet. Sci-

licet respondeant valoribus indeterminatarum &, g, € etc. his
10
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E=a =0 {=c etc
valores ipsarum @, y, z etc. hi

z=a, y=0=08, z=7 etc
ita ut habeatur

a = afaa]l+bjad]4clay]+ etc.
6 = a[a6] 4+ b[66]+c[67]+ etc.
Y — alay ]+ b5 4oyt ot

ete. Perinde valoribus

’ ’

E=ada, n=1¥{=c etc
respondere supponemus hos
z=4d, y==8, z=7 etc

nec non his

E=a", =1V, L=¢c" etc
sequentes

z=4dad, y=7=8", z=7" etc
et sic porro.

His positis combinatio aequationum (4), (9) suppeditat

A= oaet+dé+a'e"+ etc.
B =te}b6¢}86"¢"+ etc.
= ye+7ye+Y'e + etc.

etc. Quare quum habeatur § = AA+B B+ EC etc., patet fieri
S = (ae+ade+a’e'+ ete) (e} d'é+4a’e'+- ete.)

4 (be4-b'é+-b"e"4 etc.) (Ge-6'¢4-6"¢"+ etc.)
+(cecetc"e"+ ete.) (Ye+ye—+ "¢+ ete.)+ etc.

16.
Institutionem observationum, per quas valores quantitatum v, o, v” etc.
erroribus fortuitis e, ¢, ¢’ etc. affectos obtinemus, considerare possumus tamquam
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experimentum, quod quidem singulorum errorum commissorum magnitudinem
docere non valet, attamen, praeceptis quae supra explicavimus adhibitis; valo-
rem quantitatis § subministrat, qui per formulam modo inventam est functio data
illorum errorum. In tali experimento errores fortuiti utique alii maiores alii mi-
nores prodire possunt; sed quo plures errores concurrunt, eo maior spes aderit,
valorem quantitatis § in experimento singulari a valore suo medio parum de-
viaturum esse. Rei cardo itaque in eo vertitur, ut valorem medium quantitatis
S stabiliamus. Per principia in commentatione priore exposita, quae hic repetere
superfluum esset, invenimus hunc valorem medium

= (ao+4-bG+cy—~+etc.)mm—~ (@o’ 406"+ v+ ete. ) m'nd
+ (allall+ b”6 I'+ C”‘Y"—*—- etc.) m”mll+ etc.

Denotando errorem medium observationum talium, quarum pondus =1, per g,

n.o v n

ita ut sit pp = pmm = p'm'm’ = p"m"m” etc., expressio modo inventa ita exhi-
beri potest:

ga , a'd | a"d" 56 , b6 | 78"
(5 + 5 + 5 ete)pp+ (G 4+ 5 + 57 + ete)pp
+(E 4T 4 9—1;—}-— ete.)pp 4 ete.
p P »
Sed aggrégatum a;a —+ a;:,z—' -+ %,—” -+ etc. invenitur
= [aa].[ad]+[abd].[aB]+t[ac].[ay]+ etc.
adeoque = 1, uti e nexu aequationum (6), (7) facile intelligitur. Perinde fit

bls 14 b”a "

%—{-?—{-K—}—eta =1
%‘+%+%+etc.=l
et sic porro.
Hinc tandem valor medius ipsius § fit — opp, quatenusque igitur valo-

rem fortuitum ipsius § pro medio adoptare licet, erit p =/ %

117.
Quanta fides huic determinationi habenda sit, diiudicare oportet per erro-

rem medium vel in ipsa vel in ipsius quadrato metuendum: posterior erit radix
10%*
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quadrata valoris medii expressionis
s 2
(5 —rw)
cuius evolutio absolvetur per ratiocinia similia iis, quae in commentatione priore
artt. 39 sqq. exposita sunt. Quibus brevitatis caussa hic suppressis, formulam

ipsam tantum hic apponimus. Scilicet error medius in determinatione quadrati
¢ metuendus exprimitur per

Y )

denotante v* valorem medium biquadratorum errorum. quorum pondus = 1. at-
- que N aggregatum

(@a—+-b6+cy—+etc)’ 4 (da~+ b6 '+ cy+ete.)* +(a"a"+ 6"+ "Y'+ ete.) ete.

Hoc aggregatum in genere ad formam simpliciorem reduci nequit, sed simili modo
ut in art. 40 prioris commentationis ostendi potest, eius valorem semper contineri
intra limites = et Eﬂf In hypothesi ea, cui theoria quadratorum minimorum ab
initio superstructa erat, terminus hoc aggregatum continens, propter v — 3 pf,
omnino excidit, praecisioque, quae errori medio, per formulam \/ —g determinato,
tribuenda est, eadem erit, ac si ex o erroribus exacte cognitis secundum artt. 15,16
prioris commentationis erutus fuisset.

18.

Ad compensationem observationum duo, ut supra vidimus, requiruntur: pri-
mum, ut aequationum conditionalium correlata, i. e. numeri A4, B, C etc. ae-
quationibus (12) satisfacientes eruantur, secundum, ut hi numeri in aequationi-
bus (10) substituantur. Compensatio hoc modo prodiens dici poterit perfecta seun
completa, ut distinguatur a compensatione imperfecta seu manca: hac scilicet de-
nominatione designabimus, quae resultant ex iisdem quidem aequationibus (10),
sed substratis valoribus quantitatum A, B, Cetc., qui non satisfaciunt aequatio-
nibus (12), i e. qui vel parti tantum satisfaciunt vel nullis. Quod vero attinet ad
tales observationum mutationes, quae sub formulis (10) comprehendi nequeunt,
a disquisitione praesenti, nec non a denominatione compensationum exclusae
sunto. Quum, quatenus aequationes (10) locum habent, aequationes (13) ipsis
(12) omnino sint aequivalentes, illud discrimen ita quoque enunciari potest: Ob-
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servationes complete compensatae omnibus aequationibus conditionalibus X = @,
Y =0, Z =0 etc. satisfaciunt, incomplete compensatae vero vel nullis vel sal-
tem non omnibus; compensatio itaque, per quam omnibus aequationibus conditio-
nalibus satisfit, necessario est ipsa completa.

19.

Jam Ziuum ex ipsa notione compensationis sponte sequatur, aggregata dua-
rum compensationum iterum constituere compensationem, facile perspicitur, ni-
hil interesse, utrum praecepta, per quae compensatio perfecta eruenda est, im-
mediate ad observationes primitivas applicentur, an ad observationes incomplete
iam compensatas.

Revera constituant —6, —6’, —6” etc. systema compensationis incom-
pletae, quod prodierit e formulis (T)

bp = A%a 4+ B° + C¢ - ete.
Wy — A%+ B+ CO+ ete.
enplrz A0a11+ BOb”+ COC"+ ete.

ete.

Quum observationes his compensationibus mutatae omnibus aequationibus con-
ditionalibus non satisfacere supponantur, sint A*, B*, € etc. valores, quos
X, Y, Z etec. ex illarum substitutione nanciscuntur. Quaerendi sunt numeri
A%, B*, C" etc. aequationibus (1I) satisfacientes

A* = A*[aa]+ B*[ab]+ C*[ac]+ ete.
B* = A*[ab) + B*[bb]+ C*[bc]+ ete.
€" = A'[ac]+ B*[bc]+ C*[cc] -+ ete.
etc., quo facto compensatio completa-observationum isto modo mutatarum effici-
tur per mutationes novas —x, —«, —x" etc., ubi x, %, " etc. computandae sunt
per formulas (IIT)
xp = A"a +B"b 4 C*c 4 etc.
Xy = A*a’+ B*V + C*¢ - ete.
'l(”p”: A*au+B*bll+ C*CH+ et(;.

etc. Iam inquiramus, quomodo hae correctiones cum compensatione completa
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observationum primitivarum cohaereant. Primo manifestum est, haberi

=N —ab—a'b'—a"6"— etc.
B*—=B—b6—b6'—b"6"— etc.
C* =6 —cb—c'6'—c"6"— ete.

etc. Substituendo in his aequationibus pro” 6, 6, 6” etc. valores ex (I), nec non
pro . A%, B*, €* etc. valores ex II, invenimus

A = (44 4")[aa)+(B+B")[ab)+(C"+ C") [ac)+ ete.
B = (A4 4') a8+ (B'+ B*)[b5)+(C°+ C*) [be] + ete.
€ = (A4 4%)[ac)4 (B’ B*) [be] +(CO+ C*)[cc] + ete.

etc., unde patet, correlata aequationum conditionalium aequationibus (12) satis-
facientia esse

A=A0+A*, B:BO_*_B*’ C=Co+c* ete.
Hinc vero aequationes (10), I et III docent, esse
e=0+4% =0+« =062 etec.

i. e. compensatio observationum perfecta eadem prodit, sive immediate compute-
tur, sive mediate proficiscendo a compensatione manca.

20.

Quoties multitudo aequationum conditionalium permagna est, determinatio
correlatorum A, B, Cete. per eliminationem directam tam prolixa evadere potest,
ut calculatoris patientia ei impar sit: tunc saepenumero commodum esse pote-
rit, compensationem completam per approximationes successivas adiumento theo-
rematis art. praec. eruere. Distribuantur aequationes conditionales in duas plu-
resve classes, investigeturque primo compensatio, per quam aequationibus primae
classis satisfit, neglectis reliquis. Dein tractentur observationes per hanc com-
pensationem mutatae ita, ut solarum aequationum secundae classis ratio habeatur.
Generaliter loquendo applicatio secundi compensationum systematis consensum
cum aequationibus primae classis turbabit; quare, si duae tantummodo classes
factae sunt, ad aequationes primae classis revertemur, tertiumque systema, quod
huic satisfaciat, eruemus; dein observationes ter correctas compensationi quartae
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subiiciemus, ubi solae aequationes secundae classis respiciuntur. Ita alternis vi-
cibus, modo priorem classem modo posteriorem respicientes, compensationes con-
tinuo decrescentes obtinebimus, et si distributio scite adornata fuerat, post pau-
cas iterationes ad numeros stabiles perveniemus. Si plures quam duae classes
factae sunt, res simili modo se habebit: classes singulae deinceps in computum
venient, post ultimam iterum prima.et sic porro. Sed sufficiat hoc loco, hunc
modum addigitavisse, cuius efficacia multum utique a seita applicatione pendebit.

21.

Restat, ut suppleamus demonstrationem lemmatis in art. 8 suppositi, ubi
tamen perspicuitatis caussa alias denotationes huic negotio magis adaptatas adhi-
bebimus.

Sint itaque 2, o', #", #” etc. indeterminatae, supponamusque, ex aequa-

tionibus
1 2° + 0" ¥4 n 2 0% 2"+ etc. = X°
2'%2° 4+ n" ¥ 0?2 02" ete. = X'
202 -0 o' 4022 402"+ ete. = X7

202 0¥ 7 0 S etc. = X"
etc.

sequi per eliminationem has

N® X0 N X' N2 X" N® X" ete.
NOXO 4 N"X' 4 N2 X"} N3 X"} etc.
NP X4 N* X' N2 X" N* X" ete.
NYX' L NI X' N2X"+ NS X" L ete. = o"

ete.

[
SRR

I
&

Substitutis itaque in aequatione prima et secunda secundi systematis valo-
ribus quantitatum X, X', X", X" etc. e primo systemate, obtinemus

N (0% 40" & 0" 2"+ n% 2"+ ete.)
+ N"(n92° 4 n" o 4 n? 2"+ 0 2" ete.)
+ N® (02" 4™ o - 02" = 2" ete.)

)

4+ NBn®2® 4 n¥ 24 0¥ 2 4 032" ete.) ete.
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nec non
¥ = N®@a%2"+4n"2 4 n"2"+ 2"+ etc.)
- N (012" 0" /02 " 2" - ete.)
4 N2 (022’ 4 n* &+ n2 2"+ v 2"+ etc.)
4 NB(n* 2 0¥ & -0 2"+ 03 2"+ etc.) ete.

Quum utraque aequatio manifesto esse debeat aequatio identica, tum in
etc. valores quoslibet determinatos sub-

m

_ priore tum in posteriore pro 2 &, 7 &
stituere licebit. Substituamus in priore

2 =N 4 =N" ao"=NP® 2= N etc.

in posteriore vero

2 = Nw, & = Nm, 2= Noz’ "= N® etc.

His ita factis subtractio producit

N©_NY = (N®N"_ N N01)<”0] __nm)
_+_ (NO0N12__N10N02) (noz_nzo)
+ (Nuole__NloNOS) (1203—%30)
-} ete.
+ (N01N12 _Nll N02) (n12__n21)
- (NPLNS — N N3 (55— )
-+ ete.
(N2 NS N12N%) (22— )
-} ete. etc.

quae aequatio ita quoque exhiberi potest
No_nyo _ 3 (NOaNlﬁ_NiaNoﬁ) (naﬁ___nﬁa)
denotantibus a® omnes combinationes indicum inaequalium.

Hine colligitur, si fuerit

2 = a1 % = 020, 2% = % 1 — 2 3 — % B = ¥ etc.

é — nf  fore etiam,

Nm — NOI

sive generaliter =
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Et quum ordo indeterminatarum in aequationibus propositis sit arbitrarins, ma-
nifesto in illa suppositione erit generaliter

Na6 — Nﬁa

22.

Quum methodus in hac commentatione exposita applicationem imprimis fre-
quentem et commodam inveniat in calculis ad geodaesiam sublimiorem pertinen-
tibus, lectoribus gratam fore speramus illustrationem praeceptorum per nonnulla
exempla hinc desumta.

Aequationes conditionales inter angulos systematis triangulorum e triplici
potissimum fonte sunt petendae.

I. Aggregatum angulorum horizontalium, qui circa eundem verticem gy-
rum integrum horizontis complent, aequare debet quatuor rectos.

II. Summa trium angulorum in quovis triangulo quantitati datae aequalis
est, quum, quoties triangulum est in superficie curva, excessum illius summae
supra duos rectos tam accurate computare liceat, ut pro absolute exacto haberi
possit.

III. Fons tertius est ratio laterum in triangulis-catenam clausam formanti-
bus. Scilicet si series triangulorum ita nexa est, ut secundum triangulum habeat
latus unum @ commune cum triangulo primo, aliud b cum tertio; perinde quar-
tum triangulum cum tertio habeat latus commune ¢, cum quinto latus commune
d. et sic porro usque ad ultimum triangulum, cui cum praecedenti latus commune
sit £, et cum triangulo primo rursus latus /, valores quotientium —al—, 72—, —bc—, §~ . %,
innotescent resp. e binis angulis triangulorum successivorum, lateribus commu-
nibus oppositis, per methodos notas, unde quum productum illarum fractionum
fieri debeat = 1, prodibit aequatio conditionalis inter sinus illorum angulorum,
(parte tertia excessus sphaerici vel sphaeroidici, si triangula sunt in superficie
curva, resp. diminutorum).

Ceterum in systematibus triangulorum complicatioribus saepissime accidit,
ut aequationes conditionales tum secundi tum tertii generis plures se offerant, quam
retinere fas est, quoniam pars earum in reliquis iam contenta est. Contra rarior
erit casus, ubi aequationibus conditionalibus secundi generis adiungere oportet

aequationes similes ad figuras plurium laterum spectantes, puta tunc tantum; ubi
11
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polygona formantur, in triargula per mensurationes non divisa. Sed de his rebus.
ab instituto praesenti nimis alienis, alia occasione fusius agemus. Silentio tamen
praeterire non possumus monitum, quod theoria nostra, si applicatio pura atque
rigorosa in votis est, supponit, quantitates per v, v/, ¥" etc. designatas revera vel
immediate observatas esse, vel ex observationibus ita derivatas, ut inter se inde-
pendentes maneant, vel saltem tales censeri possint. In praxi vulgari observan-
tur anguli triangulorum ipsi, qui proin pro wv, o', v etc. accipi possunt; sed me-
mores esse debemus, si forte systema insuper contineat triangula talia, quorum
anguli non sint immediate observati, sed prodeant tamquam summae vel differen-
tiae angulorum revera observatorum, illos non inter observatorum numerum refe-
rendos, sed in forma compositionis suae in calculis retinendos esse. Aliter vero
res se habebit in modo observandi ei simili, quem sequutus est clar. STRUVE
(Astronomische Nachrichten II, p. 431), ubi directiones singulorum laterum ab eo-
dem vertice proficiscentium obtinentur per comparationem cum una eademque di-
rectione arbitraria. Tunc scilicet hi ipsi anguli pro v, v/, v"etc. accipiendi sunt,
quo pacto omnes anguli triangalorum in forma differentiaram se offerent, aequa-
tionesque conditionales primi generis, quibus per rei naturam sponte satisfit, tam-
quam superfluae cessabunt. Modus observationis, quem ipse sequutus sum in
dimensione triangulorum annis praecedentibus perfecta, differt quidem tum a
priore tum a posteriore modo, attamen respectu effectus posteriori aequiparari
potest, ita ut in singulis stationibus directiones laterum inde proficiscentium ab
initio quasi arbitrario numeratas pro quantitatibus v, v, v” etc. accipere oporteat.
Duo iam exempla elaborabimus, alterum ad modum priorem, alterum ad poste-
riorem pertinens.

23.

Exemplum primum nobis suppeditabit opus clar. pE Kravenmor, Précis
historique des opérations trigonométriques faites en Hollande, et quidem compensa-
tioni subiiciemus partem eam systematis triangulorum, quae inter novem puncta
Harlingen, Sneek, Oldeholtpade, Ballum, Leeuwarden, Dockum, Drachten, Ooster-
wolde, Gréningen continentur. Formantur inter haec puncta novem triangula in
opere illo per numeros 121, 122, 123, 124, 125, 127, 128, 131, 132 denotata, quo-
rum anguli (a nobis indicibus praescriptis distincti) secundum tabulam p. 77 —81
ita stint observati:
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Triangulum 121.

0. Harlingen . .... 50° 58

1. Leeuwarden ... 82 47

2. Ballum ...... .46 14
Triangulum 122.

3. Harlingen ... .. 51 5

4. Sneek........ 70 48

Leeuwarden .58 5
Triangulum 123.

Sneek........ 49 30

7. Drachten. .. ... 42 52

8. Leeuwarden ... 87 36

10.
11.

12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.

21.
22.

Triangulum 124.

45 36

Oldeholtpade . . . 67 52

Drachten

Triangulum 125.

Drachten.

-----

53 55

Oldeholtpade . . . 47 48

QOosterwolde

...78 15

Triangulum 127.

Leeuwarden ... 59 24
Dockum . ..... 76 34
Ballum . ... ... 44 1
Triangulum 128.
Leeuwarden ...72 6
Drachten. . . ... 46 53
Dockum . ..... 61 0
Triangulum 131.
Dockum . ..... 57 1
Drachten. . . ... 83 33
. Groningen. . . .. 39 24

4

15”238
15,351
27,202

39,717
33,445
48,707

40,051
59,382
21,057

7,492
0,048
56,513

224,745
52,580
42,347

0,645
9,021
51,040

32,043

97,163

4,494

55,292
14,515
52,397

11%*

83
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Triangulum 132.
24. Oosterwolde ... 81° 54" 177447
25. Grdningen. . ... 31 52 46,094
26. Drachten ..... 66 12 57.246
Consideratio nexus inter haec triangula monstrat, inter 27 angulos, quorum
valores approximati per observationem innotuerunt, 13 aequationes conditiona-
les haberi, puta duas primi generis, novem secundi, duas tertii. Sed haud opus
erit, has aequationes omnes in forma sua finita hic adscribere, quum ad calculos
tantummodo requirantur quantitates in theoria generali per A, «, &, a” etc.,
B, b, V', b"etc. etc. denotatae: quare illarum loco statim adscribimus aequationes
supra per (13) denotatas, quae illas quantitates ob oculos ponunt: loco signorum
g, €, € etc. simpliciter hic scribemus (0), (1). (2) etc.
Hoc modo duabus aequationibus conditionalibus primi generis respondent
sequentes:

)+ G+ O+05)+(18) = —2197
(7)4 (1 )4 (12) 4 (19)+ (22) +-(26) = — 0436

Excessus sphaeroidicos novem triangulorum invenimus deinceps: 17749;
17147; 17243; 17698; 0"873; 1”167; 17104; 2"161; 1"403. Oritur itaque aequa-
tio conditionalis secundi generis prima haec*): v 4 4 o® —180°0' 17749 =0,
et perinde reliquae: hinc habemus novem aequationes sequentes:

0+ ()4 (2) = —37958
(3)+ ()4 (5) = +40,722
O+ (1)+ (8) = —0,753
(9)~4(10)+(11) = +2,355
(12)4(13)4-(14) = — 1,201
(15)+4(16)4(17) = — 0,461
(18)~4-(19)~4-(20) = 42,596
(21)4-(22)+(23) = -+ 0.043
(24)-}-(25)+(26) = — 0,616

Aequationes conditionales tertii generis commodius in forma logarithmica exhi-
bentur: ita prior est

*). Indices in hoc exemplo per figuras arabicas exprimere praeferimus.
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log sin () —0”583) —log sin (@) —0"583)—log sin (v®) — 0"382)
~+log sin (+/) — 0”38 2)—log sin(¥® — 0"414)log sin (v — 0”414)
—log sin (1'% — 0”389) - log sin (»(!) — 0”38 9) — log sin (v(**) — 0"368)
~+log sin (v(* —0"368) = 0

Superfluum videtur, alteram in forma finita adscribere. His duabus aequationi-
bus respondent sequentes, ubi singuli coéfficientes referuntur ad figuram septi-
mam logarithmorum briggicorum:

17,068(0)— 20,174 (2)— 16,993 (3)~F 7,328 (4)— 17,976 (6)~22,672(7)
— 5,028(16)4-21,780(17)— 19,710(19)+411,671(20) = — 371

17,976(6)— 0,880 (8)—20,617 (9)~} 8,564(10)— 19,082(13)~ 4,375(14)
+ 6,798(18) —11,671(20)4 13,657 (21) — 25,620(23) — 2,995(24)
~+-33,854(25) = 4370

Quum nulla ratio indicata sit, cur observationibus pondera inaequalia tri-
buamus, statuemus p(® = p® — p® etc. = 1. Denotatis itaque correlatis ae-
quationum conditionalium eo ordine, quo aequationes ipsis respondentes exhibui-
mus, per 4, B, C, D, E, F, G, H, I, K, L, M, N, prodeunt ad illorum deter-
minationem aequationes sequentes:

—2"197 =54+ C+D+E+H-4 I 45, 917N
— 0,436 = 6 B+ E+4+ I+ G+ I +K-+4+L-+4-2,962 M
—3,958 = A4+3C —3,106 M
+0,722 = A4+3D—9,665M
—0,753 = A+ B-+3E+4+ 4,696 M+ 17,096 N
+2,355 = B+3F—12,053N
—1,201 = B+3G—14,707N
— 0,461 = A++3H-+16,752M
+2,596 —= A4+ B +3I—8,039M —4,874 N
40,043 = B+3K—11,963N
— 0,616 = B-+3L-+430,859N
— 371 = +2,962B—3,106C—9,665D 4,696 E4+ 16,752 H—8,0391
+2902,27 M— 459,33 N
4370 = +4+5,9174417,096 E— 12,053 F— 14,707 G— 4,874 ]
—11,963 K4 30,859 L —459,33 M+ 3385,96 N
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Hinc eruimus per eliminationem :

A = —0,598 H = 40,659
B= —0,255 I = 41,050

C = —1,234 K= 40,577

D = 40,086 L —= —1,351
E= —0477 M= —0,109792
F = 4-1,351 N=-410,119681
G = 0,271

Denique errores maxime plausibiles prodeunt per formulas

(0) = C~+17,068 M
1)=A+C

(2) = C—20,174 M
(3) =D—16,993M

etc., unde obtinemus valores numericos sequentes; in gratiam comparationis ap-
ponimus (mutatis signis) correctiones a clar. bE Kravexmor observationibus ap-
plicatas:

pE Kkr. pE Kk
(0) = —3"108 | —2"090 14) = 40795 | 427400
(1) = —1,832 | 40,116 5) = —4-0,061 | 41,273
(2) = 40,981 | — 1,982 = 1,211 | 45,945
(

= —0.719 | 4-2,848 | = 1,265 | 41,876
= 42,959 | 46,251

20) = — 1,628 | —5,530

)
5) = —0,512 | — 3,848

)

)= —1,732 | —17,674
( )
( )
(6) = —+3.648 | — 0,137
(

(

(

(
(
(
3) = 41,952 | 41,722 (
(
(
(

7} = —3,221 | 41,000 (21) = 42,211 | 43,486

8) = —1,180 | — 1,614 (22) = 40,322 | — 3,454

9) = —1,116 0 (23) = —2,489 0
(10) = 42,376 | +5.928 (24) = —1,709 | 40,400
(11) = 1,096 | — 3,570 (25) = 42,701 | +2.054
(12) = +4-0,016 | 2,414 (26) = —1,606 | — 3,077
(13) = —2,013 | — 6,014
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Aggregatum quadratorum nostrarum compensationum invenitar = 97,8845.
Hinc error medius, quatenus ex 27 angulis observatis colligi potest,

91,8845  _»
=\ = 27440

Aggregatum quadratorum mutationum, quas clar. pE KravexHoF ipse angu-
lis observatis applicavit, invenitur = 341,4201.

24.
Exemplum alterum suppeditabunt triangula inter quinque puncta triangu-
lationis Hannoveranae, Falkenberg, Breithorn, Hauselberg, Wulfsode, Wilsede.
Observatae sunt directiones*):

In statione Falkenberg

0. Wilsede . . ... 187° 47" 307311
1. Wulfsode . . .. 225 9 39,676
2. Hauselberg ... 266 13 56,239
3. Breithorn .... 274 14 43,634
In statione Breithorn
4. Falkenberg ... 94 33 40,755
5. Hauselberg ... 122 51 23,054
6. Wilsede . . ... 150 18 35,100
In statione Hauselberg
7. Falkenberg... 86 29  6.872
8. Wilsede . .. .. 154 37 9,624
9. Wulfsode ....189 2 56,376
10. Breithorn . ... 302 47 37,732
In statione Wulfsode
11. Hauselberg... 9 5 36,593
12. Falkenberg... 45 27 33,556
13. Wilsede . . . .. 118 44 13,159

*) Initia, ad quae singulae directiones referuntur, hic tamquam arbitraria considerantur, quamquam
revera cum lineis meridianis stationum coincidunt. Observationes in posterum complete publici iuris fient;
interim figura invenitur in Astronomische Nackrichten Vol, 1. p. 441.
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In statione Wilsede

14. Falkenberg ... 7° 51" 17027
15. Wulfsode . . .. 298 29 49,519
16. Breithorn....330 3 7,392

17. Hauselberg ... 334 25 26,746

Ex his observationibus septem triangula formare licet.

Triangulum I.

Falkenberg . . . . .. 80 0 47"395
Breithorn . . .. ... 28 17 42,299
Hauselberg . . . . .. 143 41 29,140

Triangulum II.

Falkenberg . .. ... 86 27 13,323
Breithorn . . ... .. 55 44 54,345
Wilsede . . ...... 37 47 53.635

Triangulum IIL

Falkenberg ... ... 41 4 16,563
Hauselberg . . . . .. 102 33 49,504
Waulfsode . ... ... 36 21 56,963

Triangulum V.

Falkenberg . . . . . . 78 26 25,928

Hauselberg . . . . .. 68 8 2,752

Wilsede .. ...... 35 25 34,281
. Triangulum V.

Falkenberg. ... .. 37 22 9,365

Wulfsode . .,.... 73 16 39,603

Wilsede . . ... ... 69 21 11,508

Triangulum VI,
Breithorn . .. .. .. 27 27 12,046
Hauselberg. ... .148 10 28,108
Wilsede . . . ... .. 4 22 19,354
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Triangulum VII
Hauselberg. .. ... 34° 25’ 46"752
Waulfsode .. ..... 109 38 36,566
Wilsede . . ... ... 35 55 37,227

Aderunt itaque septem aequationes conditionales secundi generis (aequationes
primi generis manifesto cessant), quas ut eruamus, computandi sunt ante omnia
excessus sphaeroidici septem triangulorum. Ad hunc finem requiritur cognitio
magnitudinis absolutae saltem unius lateris: latus inter puncta Wilsede et Wulf-
sode est 22877,94 metrorum. Hinc prodeunt excessus sphaeroidici triangulorum
I...07202; II...2"442; III.,.1"257; IV ...1"919; V.., 1"957; VI...0"321;
VII...1"295.

Tam si directiones eo ordine, quo supra allatae indicibusque distinctae sunt,
per o, oM, o® o etc. designantur, trianguli I anguli fiunt

9(3)..-— /v(z)’ q;(s) — @(4) , 3 60° .+_ /v(7) ___,0(10)

adeoque aequatio conditionalis prima

—0®) 40l — &) - 9 - () — (1) - 179°59'59"798 = 0

Perinde triangula reliqgua sex alias suppeditant; sed levis attentio docebit, has
septem aequationes non esse independentes, sed secundam identicam cum summa
primae, quartae et sextae; nec non summam tertiae et quintae identicam cum
summa quartae et septimae: quapropter secundam et quintam negligemuns. Loco
remanentium aequationum conditionalium in forma finita, adscribimus aequatio-
nes correspondentes e complexu (13), dum pro chdracteribus ¢, € etc. his (0),
(1), (2) etc. utimur:

—1"368 = —(2)+(3)— (4)
+ 1,778 = — (1)+(2) — (7)
+1,042 = ——-<0)+<2> (1)
— 0,813 = —(5)-}-(6)— (8)
—0,750 == —(8)+4(9)—(11)+

+ (8)+ (1)—(10)
+ (9)—(11)=(12)
+ (8)+(14)—(17)
~+(10)—(16)4(17)

~+(13)—(15)-4-(17)

Aeguationes conditionales tertii generis octo e triangulorum systemate peti

possent, quum tum terna quatuor triangulorum I, IT, IV, VI, tum terna ex his
12



90. SUPPLEMENTUM THEORIAE COMBINATIONIS OBSERVATIONUM

III, IV, V, VII ad hunc finem combinare liceat; attamem levis attentio docet,
duas sufficere, alteram ex illis, alteram ex his, quum reliquae in his atque priori-
bus aequationibus conditionalibus iam contentae esse debeant. Aequatio itaque
conditionalis sexta nobis erit

log sin (»® —v® — 0"067) — logsin (v®) —»® — 0"067)
~+log sin (89— v (1) 0"640) — log sin (o® — »(®) — 0"640)
+log sin (8@ — o — 0"107) — log sin (1) — ol —0"107) = 0

atque septima

log sin (»® —»® — 0"419)— log sin () — o) —¢"419)
~+log sin (o) — (") — 0"640) — log sin (»®) —»® —¢"640)
~+log sin (o9 — v — 0"432) — log sin (1) — (1) — 0"432) =

quibus respondent aequationes complexus (13)

~+25 = - 4,31(0) —153,88(2) +149,57(3) 4 39,11(4) —79,64(5)
~+40,53(6) 4 31,90(14)+275,39(16)— 307,29(17)
— 3=+ 4,31(0) — 24,16(1) + 19,85(2) 4 36,11(11)—28,59(12)
— 7,52(13)-4- 31,90(14)+ 29,06(15)— 60,96(17)

Quodsi iam singulis directionibus eandem certitudinem tribuimus, statuendo
PO = p) = p® ete. =1, correlatague septem aequationum conditionalium, eo
ordine, quem hic sequuti sumus, per 4, B, C, D, E, F, G denotamus, horum
determinatio petenda erit ex aequationibus sequentibus:

—1,368 = 4+64—2B—2C—2D-+184,72F—19,85G

+1,778 = —2A4+4+6B+2C4+2E—153,88F— 20,69 G

+1,042 = —24+4+2B+6C—2D—2E-+} 181,00 F4 108,40 G

—0,813 = —24—-2C+6D4+2E—462,51F—60,96 G

—0,750 = +2B—2C+42D+46E—307,29 F—133,65 G

+25 = 4-184,724—153,88B-}181,00C—462,51 D—307,29 E
+224868 F16694,1 G

— 3 = -—19,8564—20,69B-}108;40C— 60,96 D —133,65E

+416694,1 F48752,39 G

Hinc deducimus per eliminationem
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A= —0,225
B = 40,344
C = — 0,088
D= —0,171
E—=—0,323
F = 4-0,000215915
G = —0,00547462

Iam errores maxime plausibiles habentur per formulas:

0) = —C+4,31 F4+4,31 G
(1) = —B—24,16 G
(2) = —A+B+ C—153,88F419,85G

etc., unde prodeunt valores numerici

(0) = 407065 (9) == 407021
(1) = —0,212 (10) = 40,054
(2) = 40,339 (11) = — 0,219
(8) = —0,193 (12) = 40,501
(4) = 40,233 (13) ='—0,282
(5) = —0,071 (14) = — 0,256
(6) = —0,162 (15) = 0,164
(7) = —0,481 (16) = 40,230
(8) = 0,406 (17) = — 0,139
Summa quadratorum horum errorum invenitur = 1,2288; hinc error me-

dius unius directionis, quatenus e 18 directionibus observatis erui potest,

= 2222 = 0"4190

25.
Ut etiam pars altera theoriae nostrae exemplo illustretur, indagamus prae-
cisionem, qua latus Falkenberg-Breithorn e latere Wilsede-Wulfsode adiumento
observationum compensatarum determinatur. Functio %, per quam illud in hoc

casu exprimitur, est
12 %
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sin (p(*3) — o(**)— 07652) . 8in (0(**) — 0(*¢) — 0”814)

— m
% == 22877794 X sin (p(*) —2{®) — 0”652).sin(v (*) —o(*) —0"814)

Huius valor e valoribus correctis directionum »®), V) ete. invenitur

= 26766™68

Differentiatio autem illins expressionis suppeditat, si differentialia dv®, ar
etc. minutis secundis expressa concipiuntur,
du = 0216991 (do(® —dv®) 4 008836 (dv® —dv(®)
— 003899 (dv(® — du(1M) 4 0™16731 (Aol — dv(19)

Hine porro invenitur

[al] = — 0,08836
(1] = -+ 0,13092
[el] = — 0,00260
[dl] = + 0,07895
[el] = + 0,03899
[f1] = —40,1315

Hinc denique per methodos supra traditas invenitur, quatenus metrum pro
unitate dimensionum linearium accipimus, -

1’-,: 0,08329, sive P = 12,006

unde error medius in valore lateris Falkenberg-Breithorn metuendus — 0,2886m
metris, {ubi m error medius in directionibus observatis metuendus, et quidem
in minutis secundis expressus), adeoque; si valorem ipsius m supra erutum
adoptamus,

= 0™1209

Ceterum inspectio systematis triangulorum sponte docet, punctum Hau-
selberg omnino ex illo elidi potuisse, incolumi manente nexu inter latera
Wilsede- Wulfsode atque Falkenberg-Breithorn. Sed a bona methodo abhor-
reret, supprimere idcirco observationes. quae ad punctum Hauselberg referun-
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tur¥), quum certe ad praecisionem augendam conferre valeant. Ut clarius appa-
reret, quantum praecisionis augmentum inde redundet, calculum denuo fecimus
excludendo omnia, quae ad punctum Hauselberg referuntur, quo pacto e 18 di-
rectionibus supra traditis octo excidunt, atque reliquarum errores maxime plau-
sibiles ita inveniuntur:

(0) = 407327 (12) = 40206
(1) = —0,206 (13) = —0,206
(3) = —0,121 (14) = 0,327
(4) = 40,121 (15) = 40,206
(6) = —0,121 (16) = 40,121

Valor lateris Falkenberg- Breithorn tunc prodit = 26766™63, parum quidem a
valore supra eruto discrepans, sed calculus ponderis producit

1 . .
\ 7= 0,13082 sive P — 7,644

adeoque error medius metuendus == 0,36169m metris = 0™1515. Patet ita-
que, per accessionem observationum, quae ad punctum Hauselberg referuntur,
pondus determinationis lateris Falkenberg-Breithorn anctum esse in ratione nu-
meri 7,644 ad 12,006, sive unitatis ad 1.571. -

*) Maior pars harum observationum jam facta erat, antequam punctum Breithorn repertum, atque
in systema receptum esset.
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ANZEIGEN.

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1821 Februar 26.

Am 15, Februar wurde der Konigl. Societéit vom Hrn Hofr. Gauss eine Vor-
lesung iibergeben, iiberschrieben

Theoria Combinationis observationum erroribus minimis obnoziae, pars prior,

die eine der wichtigsten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zum
Gegenstande hat. Alle Beobachtungen, die sich auf Grossenbestimmungen aus
der Sinnenwelt beziehen, kénnen, mit welcher Genauigkeit und mit wie vortreff-
lichen Werkzeugen sie auch angestellt werden, nie absolute Genanigkeit haben;
sie bleiben immer nur Niherungen, grossern ader kleinern Fehlern ausgesetzt.
Nicht von solchen Fehlern ist hier die Rede, deren Quellen genau bekannt sind,
und deren Grosse bei bestimmten Beobachtungen jedesmal berechnet werden
kann; denn da dergleichen Fehler bei den beobachteten Grossen in Abzug ge-
bracht werden kénnen und sollen, so ist es dasselbe, als ob sie gar nicht da wi-
ren. Ganz anders verhilt es sich dagegen mit den als zufiillig zu betrachtenden
Fehlern, die aus der beschrinkten Schiirfe der Sinne; aus mancherlei unvermeid-
lichen und keiner Regel folgenden Unvollkommenheiten der Instrumente, und aus
mancherlei regellos {wenigstens fir ‘uns) wirkenden Stérungen durch dussere Um-
stinde (z. B. das Wallen der Atmosphire beim Sehen, Mangel absoluter Festig-
keit beim Aufstellen der Instrumente) herrithren. Diese zufilligen Fehler, die
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dem Calciil nicht unterworfen werden konnen, lassen sich nicht wegschaffen, und
der Beobachter kann sie durch sorgféltige Aufmerksamkeit und durch Verviel-
filtigung der Beobachtungen nur vermindern: allein nachdem der Beobachter das
seinige gethan hat, ist es an dem Geometer, die Unsicherheit der Beobachtungen
und der durch Rechnung daraus abgeleiteten Grdssen nach streng mathematischen
Principien zu wiirdigen, und was das wichtigste ist, da, wo die mit den Beobach-
tungen zusammenhéingenden Grdssen aus denselben durch verschiedene Combina-
tionen abgeleitet werden kénnen, diejenige Art vorzuschreiben, wobei so wenig
Unsicherheit als moglich zu befiirchten bleibt.

Obgleich dje zufilligen Fehler als solche keinem Gesetze folgen, sondern
ohne Ordnung in einer Beobachtung grosser, in einer andern kleiner ausfallen,
so ist doch gewiss, dass bei einer bestimmten Beobachtungsart, auch die Indivi-
dualitit des Beobachters und seiner Werkzeuge als bestimmt betrachtet, die aus
jeder einfachen Fehlerquelle fliessenden Fehler nicht bloss in gewissen Grenzen
eingeschlossen sind, sondern dass auch alle mdglichen Fehler zwischen diesen
Grenzen ihre bestimmte relative Wahrscheinlichkeit haben, der zu Folge sie nach
Maassgabe ihrer Grosse hiufiger oder seltener zu erwarten sind, und derjenige, der
eine genaue und vollstindige Einsicht in die Beschaffenheit einer solchen Fehler-
quelle hitte, wiirde diese Grenzen und den Zusammenhang zwischen der Wahr-
scheinlichkeit der einzelnen Fehler und ihrer Grosse, zu bestimmen im Stande sein,
auf eine #hnliche Weise,) wie sich bei Glﬁcksspieleh, so bald man ihre Regeln
kennt, die Grenzen der mdglichen Gewinne und Verluste, und deren relative
Wahrscheinlichkeiten berechnen lassen. Dasselbe gilt auch von dem aus dem
Zusammenwirken der einfachen Fehlerquellen entspringenden Totalfehler. Auch
sind diese Begriffe nicht auf unmittelbare Beobachtungen beschrinkt, sondern
anch auf mittelbare aus Beobachtungen abgeleitete Grossenbestimmungen an-
wendbar. In der Wirklichkeit werden uns freilich fast allemal die Mittel fehlen,
das Gesetz der Wahrscheinlichkeiten der Fehler a priort anzugeben.

Wie wir die Unzuldssigkeit einer bestimmten Art von Beobachtungen im
Allgemeinen abschitzen wollen, hiingt zum Theil von unserer Willkiir ab. Man
kann dabei.entweder bloss die Grosse der dussersten moglichen Fehler zum Maass-
stabe wihlen, oder zugleich auf die gréssere oder geringere Wahrscheinlichkeit
der einzelnen moglichen Fehler mit Riicksicht nehmen. Das letztere scheint an-
gemessener zu sein. Allein diese Beriicksichtigung kann auf vielfache Weise ge-
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schehen. Man kann, wie es die Berechner bisher gemacht haben, den sogenann-
ten wahrscheinlichen (nicht wahrscheinlicksten) Fehler zum Maassstabe wihlen,
welches derjenige ist, iiber welchen hinaus alle méglichen Fehler zusammen noch
eben so viele Wahrscheinlichkeit haben, wie alle diesseits liegenden zusammen;
allein es wird weit vortheilhafter sein, zu diesem Zweck statt des wahrscheinlichen
Fehlers den mittlern zu gebrauchen, vorausgesetzt, dass man diesen an sich noch
schwankenden Begriff auf die rechte Art bestimmt. Man lege jedem Fehler ein
von seiner Grisse abhiingendes Moment bei, multiplicire das Moment jedes mog-
lichen Fehlers in dessen Wahrscheinlichkeit und addire die Producte: der Fehler,
dessen Moment diesem Aggregat gleich ist, wird als mittlerer betrachtet werden
miissen. Allein welche Function der Grosse des Fehlers wir fiir dessen Moment
wihlen wollen, bleibt wieder unsrer Willkir iiberlassen, wenn nur der Werth
derselben immer positiv ist, und fiir grossere Fehler grosser als fiir kleinere. Der
Verf. hat die einfachste Function dieser Art gewihlt, nemlich das Quadrat; diese
Wahl ist aber noch mit manchen andern hochst wesentlichen Vortheilen ver-
kniipft, die bei keiner andern statt finden. Denn sonst kdnnte auch jede andere
Potenz mit geraden Exponenten gebraucht werden, und je grésser dieser Exponent
gewihlt wiirde, desto niher wiirde man dem Princip kommen, wo bloss die dusser-
sten Fehler zum Maassstabe der Genauigkeit dienen. Gegen die Art, wie ein
grosser Geometer den Begriff des mittlern Fehlers genommen hat, indem er die
Momente der Fehler diesen gleich setzt, wenn sie positiv sind, und die ihnen ent-
gegengesetzten Grossen dafiir gebraucht, wenn sie negativ sind, ldsst sich bemer-
ken, dass dabei gegen die mathematische Continuitéit angestossen wird, dass sie
so gut wie jede andere auch willkiirlich gewihlt ist, dass die Resultate viel we-
niger einfach und genugthuend ausfallen, und dass es auch an sich schon natiir-
licher scheint, das Moment der Fehler in einem stirkern Verhiltniss, wie diese
selbst, wachsen zu lassen, indem man sich gewiss lieber den einfachen Fehler
zweimal , als den doppelten einmal gefallen lisst.

Diese Erlduterungen mussten vorangeschickt werden, wenn auch nur etwas
von dem Inhalt der Untersuchung hier angefiihrt werden sollte, wovon die gegen-
wirtige Abhandlung die erste Abtheilung ausmacht. .

Wenn die Grossen, deren Werthe durch Beobachtungen gefunden sind, mit
einer gleichen Anzahl unbekannter Grassen auf eine bekannte Art zusammenhan-
gen, so lassen sich, allgemein zu reden, die Werthe der unbekannten Gréssen
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aus den Beobachtungen durch Rechnung ableiten. Freilich werden jene Werthe
auch nur niherungsweise richtig sein, in so fern die Beobachtungen es waren:
allein die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat nichts dabei zu thun, als die Unsicher-
heit jerer Bestimmungen zu wiirdigen, indem sie die der Beobachtungen voraus-
setzt. Ist die Anzahl der unbekannten Grdssen grosser als die der Beobachtun-
gen, so lassen sich jene aus diesen noch gar nicht bestimmen. Allein wenn die
Anzahl der unbekannten Grossen kleiner ist, als die der Beobachtungen, so ist
die Aufgabe mehr als bestimmt: es sind dann unendlich viele Combinationen még-
lich, um aus den Beobachtungen die unbekannten Grossen abzuleiten, die frei-
lich alle zu einerlei Resultaten fithren miissten, wenn die Becbachtungen absolute
Genanigkeit hitten, aber unter den obwaltenden Umstinden mehr oder weniger
von einander abweichende Resultate hervorbringen. Aus dieser ins Unendliche
gehenden Mannichfaltigkeit von Combinationen die zweckmassigste auszuwihlen,
d. 1. digjenige, wobei die Unsicherheit der Resultate die méglich kleinste wird,
ist unstreitig eine der wichtigsten Aufgaben bei der Anwendung der Mathematik
auf die Naturwissenschaften.

Der Verfasser gegenwirtiger Abhandlung, welcher im Jahr 1797 diese Auf-
gabe nach den Grundsitzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuerst untersuchte,
fand bald, dass die Ausmittelung der wakrscheinlichsten Werthe der unbekannten
Grosse unmdoglich sei, wenn nicht die Function, die die Wahrscheinlichkeit der
Fehler darstellt, bekannt ist. In so fern sie dies aber nicht ist, bleibt nichts
fibrig, als hypothetisch eine solche Function anzunehmen. Es schien ihm das
nattirlichste, zuerst den umgekehrten Weg einzuschlagen und die Function zu
suchen, die zum Grunde gelegt werden muss, wenn eine allgemein als gut aner-
kannte Regel fiir den einfachsten aller Fille daraus hervorgehen soll, die nemlieh,
dass das arithmetische Mittel aus mehreren fiir eine und dieselbe unbekannte
Grdsse durch Beobachtungen von gleicher Zuverldssigkeit gefundenen Werthen
als der wahrscheinlichste betrachtet werden miisse. Es ergab sich daraus, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers #, einer Exponentialgrésse von der Form e ##4%
proportional angenommen werden miisse, und dass dann gerade diejenige Me-
thode, auf die er schon einige Jahre zuvor durch andere Betrachtungen gekom-
men war, allgemein nothwendig werde. Diese Methode, welche er nachher be-
sonders seit 1801 bei allerlei astronomischen Rechnungen fast tdglich anzuwen-
den Gelegenheit hatte, und auf welche auch LEcENDRE inzwischen gekommen war,
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ist jetzt unter dem Namen Methode der kleinsten Quadrate im allgemeinen Ge-
brauch, und ihre Begriindung durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung, so wie
die Bestimmung der Genauigkeit der Resultate selbst, nebst andern damit zusam-
menhéingenden Untersuchungen sind in der Theoria Motus Corporum Coelestium
ausfiihrlich entwickelt.

Der Marquis DenaprLACE, welcher nachher diesen Gegenstand aus einem
neuen Gesichtspunkte betrachtete, indem er nicht die wahrscheinlichsten Werthe
der unbekannten Grossen suchte, sondern die zweckmissigste Combination der
Beobachtungen, fand das merkwiirdige Resultat, dass, wenn die Anzahl der
Beobachtungen als unendlich gross betrachtet wird, die Methode der kleinsten
Quadrate allemal und unabhingig von der Function, die die Wahrscheinlichkeit
der Fehler ausdriickt, die zweckmissigste Combination sei.

Man sieht hieraus, dass beide Begriindungsarten noch etwas zu wiinschen
tibrig lassen. Die erstere ist ganz von der hypothetischen Form fiir die Wahr-
scheinlichkeit der Fehler abhingig, und sobald man diese verwirft, sind wirklich
die durch die Methode der kleinsten Quadrate gefundenen Werthe der unbekann-
ten Grdssen nicht mehr die wahrscheinlichsten, eben so wenig wie die arithmeti-
schen Mittel in dem vorhin angefiihrten einfachsten aller Fille. Die zweite Be-
griindungsart lisst uns ganz im Dunkeln, was bei einer méissigen Anzahl von Be-
obachtungen zu thun sei. Die Methode der kleinsten Quadrate hat dann nicht
mehr den Rang eines von der Wahrscheinlichkeitsrechnung gebotenen Gesetzes,
sondern empfiehlt sich nur durch die Einfachheit der damit verkniipften Ope-
rationen.

Der Verfasser, welcher in gegenwirtiger Abhandlung diese Untersuchung
aufs neue vorgenommen hat, indem er von einem #hnlichen Gesichtspunkt aus-
ging, wie DELAPLACE, aber den Begriff des mittlern zu befiirchtenden Fehlers auf
eine andere, und wie ihm scheint, schon an und fiir sich natiirlichere Art, fest-
stellt, hofft, dass die Freunde der Mathematik mit Vergniigen sehen werden, wie
die Methode der kleinsten Quadrate in ihrer neuen hier gegebenen Begriindung
allgemein als die zweckmissigste Combination der Beobachtungen erscheint, nicht
néherungsweise, sondern nach mathematischer Schirfe, die Function fiir die
Wahrscheinlichkeit der Fehler sei, welche sie wolle, und die Anzahl der Beobach-
tungen mage gross oder klein sein.

Mit dem Hauptgegenstande ist eine Menge anderer merkwiirdiger Unter-
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suchungen enge verbunden, deren Umfang aber den Verfasser néthigte, die Ent-
wickelung des gréssten Theils derselben einer kiinftigen zweiten Vorlesung vor-
zubehalten. Von denjenigen, die schon in der gegenwiirtigen ersten Abtheilung
‘vorkommen, sei es uns erlaubt, hier nur ein Resultat anzufiihren. Wenn die
Function, welche die relative Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Fehlers aus-
driickt, unbekannt ist. so bleibt natiirlich auch die Bestimmung der Wahrschein-
lichkeit, dass der Fehler zwischen gegebene Grenzen falle, unmoglich: dessen-
ungeachtet muss, wenn nur allemal gréssere Fehler geringere (wenigstens nicht
grossere) Wahrscheinlichkeit haben als kleinere, die Wahrscheinlichkeit, dass der
Fehler zwischen die Grenzen — 2 und -2 falle, nothwendig grosser (wenig-
stens nicht kleiner) sein, als ~\/4, wenn @ kleiner ist als m\/%, und nicht
kleiner als 1— %:l-:, wenn x grosser ist als m\/§, wobei m den bei den Be-
obachtungen zu befiirchtenden mittlern Fehler bedeutet. Fir z=m\/3 fallen
wie man sieht beide Ausdriicke zusammen.

Géottingische gelehrte Anzeigen. 1823 Februar 24.

Eine am 2. Febr. der Kénigl. Societit von Hrn. Hofr. Gauss iiberreichte
Vorlesung, iiberschrieben

Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae, pars posterior,

steht im unmittelbaren Zusammenhange mit einer frithern, wovon in diesen Blit-
tern 1821 Februar 26] eine Anzeige gegeben ist. Wir bringen dariiber nur kurz
in Erinnerung, dass ihr Zweck war, die sogenannte Methode der kleinsten Qua-
drate auf eine neue Art zu begriinden, wobei diese Methode nicht niherungsweise,
sondern in mathematischer Schirfe, nicht mit der Beschrinkung auf den Fall ei-
ner sehr grossen Anzahl von Beobachtungen, und nicht abhéing'ig von einem hy-
pothetischen Gesetze fiir die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler, sondern
in vollkommener Allgemeinheit, als die zweckmissigste Combinationsart der Be-
obachtungen erscheint. Der.gegenwiirtige zweite Theil der Untersuchung enthalt
nun eine weitere Ausfihrung dieser Lehre in einer Reihe von Lehrsitzen und
Problemen, die damit in genauester Verbindung stehen. Es wiirde der, Einrich-
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tung dieser Blitter nicht angemessen sein, diesen Untersuchungen hier Schritt
vor Schritt zu folgen, auch unnéthig, da die Abhandlung selbst bereits unter der
Presse ist. Wir begntigen uns daher, nur die Gegenstinde von einigen dieser Un-
tersuchungen, die sich leichter isolirt herausheben lassen, hier anzufiihren.

Die Werthe der unbekannten Grossen, welche der Methode der kleinsten
Quadrate gemiss sind. und die man die sichersten Werthe nennen kann, werden
vermittelst einer bestimmten Elimination gefunden, und die diesen Bestimmun-
gen beizulegenden Gewichte vermittelst einer unbestimmten Elimination, wie dies
schon aus der Theoria motus Corporum Coelestium bekannt ist: auf eine neue Art
wird hier a priori bewiesen, ‘dass unter den obwaltenden Voraussetzungen diese
Elimination allemal méglich ist. Zugleich wird eine merkwiirdige Symmetrie un-
ter den bei der unbestimmten Elimination hervorgehenden Coéfficienten nachge-
wiesen.

So leicht und klar sich diese Eliminationsgeschifte im Allgemeinen iiberse-
hen lassen, so ist doch nicht zu liugnen, dass die wirkliche numerische Ausfiih-
rung,” bei einer betrdchtlichen Anzahl von. unbekannten Grdssen, beschwerlich
wird. Was die bestimmte Elimination, die zur Ausmittelung der sichersten Werthe
fiir die unbekannten Grossen zureicht, betrifft, so hat der Verfasser ein Verfah-
ren, wodurch die wirkliche Rechnung, so viel es nir die Natur der Sache ver-
trigt, abgekiirzt wird, bereits in der Theoria Motus Corporum Coelestium ange-
deutet, und In einer im ersten Bande der Commentt. Rec. Soc. R. Gott. befindli-
chen Abhandlung, Disquisitio de elementis ellipticis Palladis, ausfiihrlich ent-
wickelt. Dieses Verfahren gewihrt zugleich den Vortheil, dass das Gewicht der
Bestimmung der einen unbekannten Grosse, welche man bei dem Geschift als
die letzte betrachtet hat, sich von selbst mit ergibt. Da nun die Ordnung unter
den unbekannten Groéssen ginzlich willkiirlich ist, und man also welche man will,
als die letzte behandeln kann, so ist dies Verfahren in allen Fillen zureichend,
wo nur fiir Eine der unbekannten Gréssen das Gewicht mit verlangt wird, und
die beschwerliche unbestimmte Elimination wird dann umgangen.

Die seitdem bei den rechnenden Astronomen so allgemein gewordene Ge-
wohnheit, die Methode der kleinsten Quadrate auf schwierige astronomische Rech-
nungen anzuwenden, wie auf die vollstindige Bestimmung von Cometenbahnen,
wobei die Anzahl der unbekannten Grossen bis auf sechs steigt, hat indess das
Bediirfniss, das Gewicht der sichersten Werthe aller unbekannten Gréssen auf



162 ANZEIGEN.

eine bequemere Art als durch die unbestimmte Elimination. zu finden, fiihlbar
gemacht, und da die Bemiithungen einiger Geometer*) keinen Erfolg gehabt hat-
ten, so hat man sich nur so geholfen, dass man den oben erwihnten Algorith-
mus so viele male mit verinderter Ordnung der unbekannten Gréssen durchfiihrte,
als unbekannte Grossen waren, indem man jeder einmal den letzten Platz an-
wies. Es scheint uns jedoch, dass durch dieses kunstlose Verfahren in Verglei-
chung mit der unbestimmten Elimination in Riicksicht auf Kiirze der Rechnung
nichts gewonnen wird. Der Verfasser hat daher diesen wichtigen Gegenstand ei-
ner besondern Untersuchung unterworfen, und einen neuen Algorithmus zur Be-
stimmung der Gewichte der Werthe s@mmtlicher unbekannten Gréssen mitgetheilt.
der alle Geschmeidigkeit und Kiirze zu haben scheint, welcher die Sache ihrer
Natur nach fihig ist.

Der sicherste Werth einer Grosse, welche eine gegebene Function der un-
bekannten Grissen der Aufgabe ist, wird gefunden, indem man fiir letztere ihre
durch die Methode der kleinsten Quadrate erhaltenen sichersten Werthe substi-
tuirt. Allein eine bisher noch nicht behandelte Aufgabe ist es, wie das jener
Bestimmung beizulegende Gewicht zu finden sei. Die hier gegebene Auflésung
dieser Aufgabe verdient um so mehr von den rechnenden Astronomen beherzigt
zu werden, da sich findet, dass mehrere derselben dabei frither auf eine nicht
richtige Art zu Werke gegangen sind.

Die Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen den unmittelbar beob-
achteten Grossen, und denjenigen Werthen, welchen ihre Ausdriicke, als Functio-
nen der unbekannten Gréssen, durch Substitution der sichersten Werthe fiir letz-
tere erhalten (welche Quadrate. im Fall die Beobachtungen ungleiche Zuverlis-
sigkeit haben, vor der Addition erst noch durch die respectiven Gewichte multi-
plicirt werden miissen) bildet bekanntlich ein absolutes Minimum. Sobald man
daher einer der unbekannten Grossen einen Werth beilegt, der von dem sicher-
sten verschieden ist, wird ein &hnliches Aggregat, wie man auch die iibrigen unbe-
kannten Grossen bestimmen mag, allezeit grésser ausfallen, als das erwihnte Mi-
nimum. Allein die iibrigen unbekannten Gréssen werden sich nur auf Eine Art
so bestimmen lassen, dass die Vergrosserung des Aggregats so klein wie méglich,
oder dass das Aggregat selbst ein relatives Minimum werde. Diese von dem Ver-

*) z. B. Prana’s. Siehe Zeitschrift far Astronomie und verwandte Wissenschaften Band 6, S. 238.






