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LE CALCUL SYMBOLIQUE

ET SES

APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Par MM. Pierre HUMBERT et Serge COLOMBO.

> O S——

INTRODUCTION.

. Apergu historique. — Les méthodes opérationnelles imaginées
par lingénieur télégraphiste Oliver Heaviside dans le dessein de
résoudre certains problémes posés par 1'étude des phénoménes élec-
triques transitoires [1], furent longtemps considérées par'les mathé-
maticiens comme de simples moyens mnémoniques pour retrouver
les solutions d’équations ou de systémes d’équations différentielles
lindaires a coefficients constants. Cependant les physiciens s’atta-
chérent de plus en plus par la suite a la notion d’opérateur, et 'idée
premiére d’Heaviside, présentée par lui sous forme intuitive, appa-
raissait comme de plus en plus profonde, en méme temps que les
résultats auxquels elle permettait d’aboutir la révélaient féconde.
Aussi divers mathématiciens, parmi lesquels nous citerons, sans que
cetteliste soitlemoins du'monde exhaustive, Giorgi[2], Bromwich [3],
Wagner | 4], March [5],. Wiener [6], et surtout Carson [7] et Van
der Pol [8], se sont-ils attachés a la justifier et & la développer; leurs
travaux ont ainsi donné naissance a une branche importante de
I'analyse : le calcul opérationnel ou calcul symbolique, dont
E. T. Whittaker a pu dire [9] qu’il constituait un des plus impor-
tants progrés mathématiques du dernier quart du x1x° siécle.

Certains des auteurs cités plus haut furent conduits, dans ces
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recherches, a développer la notion de transformée de Laplace et a
rattacher ainsi & une fonction donnée son image : a certaines opéra-
tions (dérivations, intégrations, changements de variables, etc.)
etfectuées sur la fonction correspondent d’autres opérations, généra-
lement plus simples, ou au moins plus accessibles, sur son image, et
I'on congoit que P'on puisse dans de nombreux cas, a partir des pro-
priétés de la fonction image, retrouver celles que posséde la fonction
originale. C’est dans cette voie qu’ont travaill¢ Carson et Van der Pol,
ainsi que N. W. Mc Lachlan [10], qui a tout spécialement étudié les
applications de ce calcul symbolique & la physique mathématique.

En France, le calcul symbolique s'est répandu lentement, quoique
ce soit P. Lévy [11] qui ait donné une des premiéres justifications
mathématiques des méthodes intuitives d’Heaviside. On doit a
Vogt [12], a J. B. Pomey [13], a Blondel [14], a Y. Rocard [15], a
P. Janet[16], des exposés du calcul symbolique et de ses applications
a l'électrotechnique; mais ces auteurs n’ont eu en vue que la
détermination des régimes électriques transitoires: P. Humbert [17]
et, a sa suite, L. Poli [18], V. Baranov {19], S. Colombo [20] ont
montré que ce calcul constitue un outil précieux dans la recherche
des propriétés de certaines fonctions, dans 'étude de divers types
d’intégrales’ définies. dans la résolution de certaines équations
intégrales ou intégro-différentielles. Plus récemment, un exposé des
regles symboliques a ét¢ donné par Ky Fan [21].

Nous commencerons par.indiquer le principe de la méthode op¢-
rationnelle d’Heaviside, puis nous l’appliquerons.ix deux problémes
concrels : nous abandonnerons ensuite ces procédés opératoires pour
ne plus parler que du calcul symbolique, tel que I'a défini Carson.
Dans une premiére partie, nous en indiquerons les principales régles;
une seconde partie traitera de son application a I'¢tude des fonctions
les plus usitées en physique mathématique; enfin nous exposerons
les ressources qu’il peut offrir pour la théorie du circuit électrique.

2. Principe de la méthode opérationnelle. —— Soit j- une fonction
de la variable ¢. La méthode opérationnelle d’Heaviside consiste a
dcrive

Py, P oo P,
au licu de

4y ay dry

@ de’ T A
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el a traiter ensuite le symbole p comme une quantité algébrique
ordinaire. De méme qu’en algébre, on aura

pm (P" V) =Pm+n ),
(‘I)m )n Y o= pmn 3"
avec, par convention,
Py =y

On donne une signification au symbole p™y si m est un entier
négatif en écrivant

i
Pl =j IROr2
0

c’est donc celle des primitives de y qui s’annule avec ¢. Par con-

séquent
) —j f y (0) (e,
(\
Alnsi
’7”11 _ [lll+1
! T im+1)!

3. Etude de deux régimes électriques transitoires par la méthode
opérationnelle. — Envisageons un circuit constitu¢ par une résis-
tance R ct une inductance L disposées en série. Soit 1(¢) le courant
qui parcourt ce circuit lorsqu’on maintient i ses bornes une diffé-
rence de potentiel E(¢) : on a I'équation différentielle

(1) RI(I)-}-L%:EU),

dont la solution opérationnelle sera, en remplagant -:—g par pl,

Kt

W =ga71"

L’expression est Popérateur, ev E(t) est I'opérande. Le

I
R+ pL
passage de l’expression. purement symbolique écrite ci-dessus &
’expression donnant effectivement I(¢) est appelé par Heaviside
algébrisation de la solution opérationnelle. Pour ce faire, il nous
faudra connaitre I'expression de E(¢).

Supposons d’abord que nous nous proposions de déterminer le
régime transitoire du circuit lorsqu’on y introduit brusquement une
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f. é. m. constante E, : nous écrirons alors
E(2) = E, U(e),

U(¢) désignant.la fonction brusque unité, c’est-a-dire une fonction
nulle pour ¢ < 0, et égale a 'unité pour ¢ > 0. Comme on a

e Ry o R R
R+pl. L\PTL) =Tl \'"TP TP — )
pous pourrons écrire

B >

< 1., LK R ‘R AV
[(t):m]—ho U(t)= ‘—°p—l(1—rp-'+ i—ip—‘l—i-...\ u(r).
; . y,

Mais, pour les valeurs positives de. !, qui seules nous intéresscnt,
on i
. N
prU) =t prUQ@) =
donc

R R ¢t R:e -,
— = pl () =1 — — — Y — —, ,=¢ L
(l N4 +_..>L(t) =L T Ea e

et

¢ Rk S _ R
I(f\)=}Eg e =B, '[)
A \

Supposons ensuite que Uon introdaise, a partir de l'instant 4= o,
une f. e. m.

(2) E(t) =Ejcos(owt + ).
Nous écrirons
(3 E(2) = Eo ei(m/-m)U('t)
en convenant de ne retenir que la partie réelle de la solition. Une
expression telle que (3) est souvent désignée sous le nom de force

électromotrice cissoidale. Il faudra donc algébriser la solution opé-
ratoire

(4) 1(t)= Rfopl‘euwhm u(t),

et nous utiliserons pour cela la formule connue sous le nom de
principe de transposition, applicable a tdut opérande exponenticl.
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Considérons I'expression symbolique

JSp)[e ()]
On a

petiolt)=aet y(¢)+cpy(t)=(p+a)e »(t)
et, plus généralement,

P eat g(2) = (p+ @)y eal 3(2).

Supposons U'opératenr f(p) développé en série

1) =3 Aup,
on aura 0
J(p)Let 3(D)] = ea Y Auip + ayr (1)
= e f(p+a)s(s)
On peut donc ¢ransposer 'exponentielle e« a gauche de Iopérateur,

a condition de remplacer dans celui-ci p par p + a.
Appliquons ceci a (4) : on obtient

l(l) = %ggiwmh a\__M_R,
: p+iv)+]:-

et, en opéranl comme précédemment, on écrira

R ——Bl—ihﬂ
U{¢) —T - 1—e
=p-le L = R 9
pHiv+ i — i
d’ou
/ R
X E eitwi~a) — = /=i
I(,) = 0——-.—— [—e L .
R+ Liw
Posons
2= R2+ L2w?,
Lo R .
= arc tangT = arccos —
alors

R
— {—it
1(t) = Eo ei(mhm)([__.e L >e——i?
F4
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et, en ne retenant que la partie réelle,

. E -
I(/)= ="|cos(wt+a—3)—e b cos(a—o)]

Les exemples que nous venons de traiter montreront suffisamment
quel est T'esprit de la méthode opérationnelle d’Heaviside : nous
allons passer & présent au calcul symbolique proprement dit, moins
mystérieux, plus solide, et infiniment plus fécond.

PREMIERE PARTIE.

LES REGLES DU CALCUL SYMBOLIQUE.

. L’intégrale de Carson. — Faisons correspondre a toute fonc-
tion f(t) de la variable réelle ¢ une fonction ¢(p) définie par I'ingé-
grale dite de Carson,

) 2(p) = pf et f(1) dt
0

supposée, bien entendu, convergente.

Par définition, ¢(p) est I'image de f(¢); et f(t) est original
de o(p). La relation (1) entre image et original s’écrit, sous forme
symbolique,

e (P)=/(2),

ou, suivant une notation plus récente et qui semble plus commode,

?(P) < f(2),
J(&) > 9(p).

Cette notation, introduite par N. W. Mc Lachlan, a I'avantage de
préciser la correspondance symbolique sans confusion possible entre
Vimage et D'original. C’est celle que nous suivrons dans ce travail.

2. Dictionnaire opératoire. — On conslitue un dictionnaire opé-
ratoire en établissant des égalités symboliques montrant les corres-
pondances entre opérations faites sur f(t) et sur ¢(p). Nous allons
en indiquer quelques-unes, choisies parmi les plus importantes,
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dans les applicalions : on en trouvera un grand nombre d’autres
dans le Formulaire pour le calcul symbolique [22], auqucl nous ren-
voyons le lecteur.

«a. Si
a(p) ity et ou(p) € fi(t),

on a évidemment

(A) 21(p)+ 22(p) € f1(1) + fa(0).

b. Soit K une constanle : nous pouvons écrire l'intégrale de
Carson

» e ¢

(2) :(Kg)= Kpf e PR F(L)yde =p e—r! (—) dt
(, J )

d’ou

(B) s(hp) ct(é>

¢. Dérivons par rapport a K les denx membres de (2)
. ! t
! - —pl —_ f .
p(hp)= [J‘/o‘ e/ K”'/(K)dt'

’ ¢ /¢t
P3(hp)c— i/ <K>

donc

et, en faisant K =1,
(C) P(p)c—tf (1),

plus généralement
, o \m L y d \m
(©) (#30)" 22) € (=m (e22)" 20
d. De
P ?f.'-i))=p*f e~rt f(t)de
0
ou lire, en inlégrant par parties,

pepY=[=per fiily+p [ erifnd,
0
d’ou
p3(p)—pflo)c fe);



8 P. HUMBERT £T S. COLOMBO.

donc, si f(0) =o,

(D) Pe(p) € f(2)
et 'on aurait, plus généralement,
(D" Pre(p)c /()

a condition que I'on ait

F(0)=f(0) =...=fln1(0) =6
e. Par définition, 'expression
® {
—Pl dt dx
p eraf @

est l'original.de

4
[ rz)ds.
« 0 ‘
L’intégration par parties donne

pf"e—ptdzflf(x)dx= [.—e—ﬂf{f(x)dx]w"'fwe_’”f(_t)d‘-
) ) 0 ) °

Le terme tout intégré étant nul, il reste

2(p) o [
(E) a fo f(z)de
et, plus généralement,
t t
(B —m o ( da)m,
() SATOEY IR FOICD)

Ainsi la correspondance élablie par I'intégrale de Carson raméne les
dérivations et intégrations a des multiplications et divisions par la
variable p : on voit apparaitre 'analogie avec le calcul d’ Heaviside,
sans toutgfois que soit intervenue la notion d’opérateur.

f- Soit A un nombre positif quelconque, et supposons

f(t)y=o, pour ¢ < o.
On pourra écrire

e o(p)=p [ e~Plt+N) f(t) dt= p£” e~px f(x — ) dx,
<o
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d’on, en vertu de Phypothése, les deux dgalités symboliques

(F) j e ep)co (£ <),
L o(p)c f(t—2) « (£>1),

qui sont importantes dans I’étude des fonctions périodiques.

g- ) étant toujours un nombre positif, supposons que f(t)

s'annule pour toutes les valeurs de ¢t de lintervalle o, A. Nous
écrirons

M o(p) = - —P(=N) f(t)dt = " e—pa A)dz.
wo(py=p [ erifieydi=p [ ereflz+2)ds
Mais, d’aprés I’hypothése,
fme—l”f(x—f— \) dz =fue—P"f(u+)\)du,
— 0
d’ou
(G) W g(p) € f(t+2),
égalité symbolique valable quand f(¢) = o pour o <<t <A.
k. Soit a présent A un nombre gaelconque : remplagons dans
l'intégrale de Carson p par p -2
o(p+ )= (p+ )\)fme—(l"ﬂ)‘f(t)dt;
0
donc

L = " o=t o=t
Lsep+r=p [ e

d’ou I’égalité symbolique trés importante

(H) e+ (o)

qui correspond au principe de transposition d’Heaviside,

i. De I'égalité symbolique
o(Kp) < f ( %)

on tirera, en intégrant par rapport a K,

[ Q)%
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Posons, dans la premiére intégrale, K p =w, et, dans la seconde,
t = K9 : il vient, en faisant d’abord ¢« = o0, b =1,

h ]0‘ <P('m) f SO »

puis, en faisant @ =1, b = oo,
© {
) f 2(®) 4o Cf f(e)de,
r. o 9

et cnfin la relation

" 1,._?(13) — °".f‘(ﬂ)
(" j: —-&—rlm_[ ‘.“ﬁ—’le~

qui est une véritable égalité, puisque chaque membre se réduit a
une constante, et qui permet I'évaluation rapide d’un grand nombre
d’intégrales définies.

J- Dans les calculs qui vont suivre, nous utiliserons un résultat
classique en analyse, qu’exprime la relation suivante

..‘ ""'V/hl\—-f _I“l-‘;’r[u
XY !

Cherchons alors ‘a obtenir Poriginal de ¢(y/p), en fonction de
Poriginal f(¢) de »(p). Nous aurons, par définition,

(3)

?Wp) =V [ Vi f(a) da.

Or, faisons, dans la relation (3), hA=p, K =%, et remplacons en
4

méme Lemps la variable d’intégration w par /¢ : il vient

- . /u———dt
\/;e Vvip \/0

—-7=
Ve
ce qui permet d’écrire

o(Vp) =

f J(z) dx a e_pl‘_-:_.; ii—:t_
Yo Vi
L}

_x
e ' f(z) dz

S Si*«

0
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et conduil par conséquent a la formule cherchée,
) 2(Vp) < ﬁf ¢ T () de.

k. Cherchons a présent 'image de f(¢?). On aura identiquement
Je2) > ”eﬁ’v (v2) dv
)>p £ S
ou, en faisant v? =19,

» o—pVh
OEESA "’JE F(®)db.

Mais, d’aprés la relation (3),

.2
ou, en posant ¥ — 7

Par conséquent

- e 0 _pa
OET A A A Ok

xr2
ce qu’on peut écrire

® 2 o (]
HOE Vl’:f I S )
T Jo

2
z 0

Mais d’autre part
2py=p [ et f(0)a,
0
, . I
de sorte qu’en écrivant — a la place de p, on trouve

1
z2
= J

v 0
RO =5(5);
ce qui conduit enfin a la formule cherchée

(K) F(2y s %fom e—zg;;(;l—’)da‘.
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l. Le résultat que nous allons établir a présent, et qui est de la
plus grande importance dans toute la théorie du Calcul symbolique,
est connu sous le nom de Théoréme du produit. Soient deux cor-
respondances symboliques

e1(p) < fa(¢),
02(p) < fao(2).
On peut écrire

w(P)ea(P)=p [ et 52(p) fulu) du
=,p‘[”m e—pu @1(p)fg(u)du.

Supposons ¢ > u, multiplions par f;(«) les deux membres de Véga-
lité symbolique (F)
e~ g2(p) € fo(t —u)

et intégrons ensuite par rapport & u entre o el «, ce qui est licite,
puisque dans cette égallié u joue le réle d’un simple paramétre : il
vient

jve—ﬁlt os(p) fi(w)du ¢ /‘zf-_»(t—u)_/\(u)du
0 )

et, par conséquent,

I

Fo@ e c [ fiwdu.

Mais comme d’autre part (d’aprés F)

e—Ptos(p)c o pour ¢ < u,

Vintégrale du second membre est nulle lorsque u est supérieur a ¢,
de sorte que la formule se réduit a

t

(1) @ e < [ Al—w i) d,

ce qui peut s'écrire, comme le montrerait un calcul semblable,
t

(1) Fr@n® < [ fit—w i du.

Ces deux égalités symboliques constituent le Théoréme du produit :
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elles se rattachent aux résultats de Volterra sur les produits de com-

position [ 23].

m. Les formules que nous allons établir a présent ont trait a des
séquences symboliques, c’est-a-dire a des relations entre fonctions*
liées par uhe syite d’égalités, symboliques ou ordinaires. En voici
un premier exemple simple, mais important [17a].

Supposons que f(¢) soit l'original de o(p), mais que f(p) soil
I'image d’une fonction g(¢) : on a donc

s(p) € S(b),
J(p) < &(1)-

Cherchons la relation liant o (p) & g(¢). Il suffit d’écrive
Y= T epsds Cestg(eyar;
wpr=p el [Cotsval

spy=p [ ganf eswrosa,
0 0

donc

d’ou, en calculant la seconde intégrale, la relation cherchée

(M) spy=p [ EZ,

qui cst une ¢égalité véritable.

n. Voici un second exemple de séquence, plus compliquée : sup-
posons que I’on ait, comme toujours,

o(p) c f(1).

el supposons a présent que la fonction

Vﬁf(;',)

soit 'image d’une fonction A(z). En remplacant la variable d’intégra-
tion par son inverse dans l'intégrale de Carson, on aura

= _r
.:?(p):/' . -"v’xf(l dx

P z) g2y

Jy

Y P oo
Ff j Ik ‘.ld.Z/{—th(t).
) ) Zz\'x

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°' 105. 2
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Mais on tire de la.relation (3)
@ P —
f o AT ‘/Ee-sm
0 x ‘/IL‘ P

2(p)=Vap [ evrh@yar
0

et par conséquent

Remplagons alors p par p? et ¢ par t; : 1l vient
t

o(p)=p V;/ e—lﬂh(!;>—t~dt,
/o 4/ 2

d’ou la séquence cherchée [17d]
s o(p) < f(2),
(N) , V';if(;f) c h(t),

| e Ean(f).

o. Sans insister davantage, indiquons encore une autre séquence
symbolique, dont la démonstration est immédiate a partir des for-
mules (J) et (K), et qui s’exprime par la suite des égalités symbo-

liques
o(p) < f(2),

) K(p),
(0) f ( ) > K(p)
fey > K2 K(p?).
pV=

Ces diverses séquences sont trés utiles pour la recherche de relations

nouvelles entre fonctions dont on connait les images, ou les ori-
ginaux.

3. Dictionnaire d’images. — A c6té du dictionnaire opératoire,
et tout aussi important que lui, doit se placer le dictionnaire
d’images, donnant les images qui correspondent & des originaux
connus. 1l suffira d’ailleurs d’étudier un petit nombre de fonctions et
de trouver leurs images : 'application des formules opératoires per-
mettra d’étendre & l'infini les rubriques de ce nouveau dictionnaire.
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Nous verrons, dans notre seconde partic, un trés grand nombre
d’images de fonctions, particuliérement de celles qui intéressent la
physique mathématique : contentons-nous, pour le moment, de
donner quelques exemples trés simples, mais trés importants, qui
constituent la base. solide de tout le calcul symbolique, et que Yon
doit constamment avoir présents a I'esprit.

«. Partons de Pintégrale culérienne de seconde espéce
I'(n+1) :f e~ l(n dt,
0

qui s’écrira, en remplacant ¢ par pt,

I'(n+1) /”’
—_—l = e—Plgr di .
P LA

on en tire immédiatement la relation

[ c "
P F(n—+1)

«qui donne I'image de toute puissance positive de ¢. On étendra cette
relation aux puissances négatives de ¢ (2 I'exception des puissances
catiéres) en prenant pour la fonction gamma la définition de
Weierstrass.

8. Cherchons V'image de 'exponentielle et : il s’agit de calculer
Pintégrale
P [ ,"":’" el dit =pf elli=n dt,
0 [

P

— 1

ce qui est ¢gal a 7 «'D’ou la formule

P
p—I

c et

que Von transformera, par application de 1a formule (B), en

P
p—a

c eal,

v. Faisons dans cette derniére correspondance « = i, il vient

—L_ ¢ cos? + ¢ sint,

p—
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d’ou I'image des fonctions circulaires,

2
—pf— C sint, P C cost
pPi+1 pr+1

et, de la méme fagon, celle des fonctions hyperbeoliques,

P,pl C shi, pﬁp-l c cht
ou encore
® . 3
—,’; C sin w\, ‘)p C coswti;
P2 w2 : P+ w?
) 2
p’P ot C shmt, PT-_P;)_QIC chwt.

La formule (H) permettra alors d’écrire, o, w et ¢ étant des cons-
tantes, .
pw
@+t
p“l
(p =+ @)+ w2

C e—%t gip wi,

C e~%coswt,

d'ou
PwCOSP + pt sinog
(p+a)+ o?

c et sin(wt+ 9)

3. Pour trouver 'image de logt, nous dériverons par rapport au
paramétre n les deax membres de I'égalité symbolique

I‘(n:—x) c

—_—

p

on obtiendra ainsi, en désignant, suivaniy l'usage, par ¥(z) la
dérivée logarithmique de I'(z), la formule

I'(n—+1) 1].
——;n—[\lf(n-f-x)+log—ﬁ] c tnlogt,

d’ou, en faisant n = o, et se souvenant que ¥ (1) =—y, constante
d’Euler,
— vy —logp c logt.

4. Intégrale de Bromwich-Wagner. — Supposons ¢(p) connue :
nous nous proposons d’en déduire f(¢). Nous démontrerons que,
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dans le cas ou ¢(p) est holomorphe dans un demi-plan contenant
ensemble des affixes des nombres complexes dont les parties réelles
admettent une borne inférieure «, ce qui a licu pour la plupart des
images usuelles [24], la relation

o (p) =pf ePlfit)dt
[]
entraine

c4ix

— ‘ e(p)
f(i)——;;-; é’pl—P—dP;

c—in

¢ étlant un nonibre réel quelconque, supérieur a a.
I résulte du théoréme de Cauchy que, si Pon pose

F(p)= 2,

on aura, y désighant un contour fermé entourant Paffixe de p :
— F(s)
P = [ rope

Soit C l'affixe de c. Prenons pour contour y une demi-circonférence
de cenire C et de rayon R, avec son diamétre vertical AB. On a

F(s)d: 1 [ F(z)dz
F(P)—m‘/;n z—p | ani 5i 5—P

La premiére intégrale étant prise le long de ’arc AB, la seconde le
long du segment BA.

Supposons que R croisse indéfiniment. Envisageons la premiére
intégrale : par hypothése, pour ¢>a, et, pour |z| trés grand,

z2F(z)
Z—p

est de Vordre de '%l, et tend par conséquent vers zéro quand R

croit indéfiniment. Donc I'intégrale est.nulle, et I'on a

4+l
P =5 [ pokd

axi ) _, P—3
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Mais
= j e—1r—3) dit,
0

relation toujours valable le long de la droite AB puisque alors la

‘-

~
l
t

partie réelle de p — 3z est positive, etI’on pourra écrire

P R .
Fip)=—— F(s)ds [ e=t—srdt
¢c—iw vy
. + o e
= — F(e+ 1))y j e—tp—3) dt

27 e x o

' »
= — e—ride
27 0

C—1lx

]

es' F(3)ds,

d’ou, finalement, cn identifiant avec I'intégrale de Carson,

(1w C+1Llw -
J() = - [ e’ F(:)ds = ! [ et 22D 4o

LT 27 z

c—ixn C—to

On donne a cette dernicre intégrale le nom d’intégrale de
Bromwich-Wagner.

11 est évident que I'on pourrait fonder le calcul symbolique sur
cette derniére intégrale, plutét que sur U'intégrale (réelle) de Carson :
mais ce point de vue exige une connaissance sérieuse de la théorie
des fonctions analytiques, el de I’'adresse dans le maniement des
intégrales complexes [10a].

A titre d’exemple, vérifions que 'on a bien, ¢ étant une quantité
réelle quelconque, et ¢ élant positif,

el en!

« y . —
270 J . pP—a

dp = ett.

Posons p =a + Z

t‘-f:lﬂ t l'vrl'm-—ll- )IZ
/‘ el dp = et e 'dZ .
p—a VA

e—lno C—tn—a

Posons encore : c—a="b,eltZ=X+(Y.Onab>o

b+i=x + %
» eIZ . el\/
—dl. =1ieb /‘ el
b+1Y

Yh—iw (R
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Envisageons cette derniére intégrale dans le plan complexe
Y =2+ =pel®

Pour tout point situé sur la demi-circonférence de centre O et de
ravon R >> b, dont le diamétre coincide avec I'axe réel, on a

Y = Rei%= R(cosa + ¢ sina);
donc

eiYl — eg—IRsin& gitR cosa

et
lel\‘l{ — e¢—/Rsina,

il en résulte que, si|Y | — o, la quantité

Yetv |
’b+iY|

. ' .. . , .
tend vers zéro, puisque, sur la demi-circonférence envisagée, sina>>o.
Donc
T elligY .
—_— = 2R%1p,
f_ L By T

o, étant le résidu relatif au pole simple Y =bi. On voit aussitot
que p, = — ie~%, et finalement

f”*“’ ett dZ, .
=2%l,
A Z

—iw

ce qui justifie la formule considérée.

SECONDE PARTIE.

LE CALCUL SYMBOLIQUE ET L’RTUDE DES FONCTIONS.

Nous allons a présent, comme nous I'avons annoncé, montrer que
le calcul symbolique permet de trouver aisément les principales pro-
priétés d’un grand nombre de fonctions.
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. Fonctions de Bessel. — La fonction J,(¢) de Bessel est définie
par la série

J (t) _ " > (——I)”‘ 2m
" "znr(n+1)22'nm‘z(n+x,m)’
m=0

ot n esl quelconque, et ou, pour simplifier, on pose
(n+1, m)=(n+1)(n+2)...(n+m)
Pour trouver son image symbolique, modifions légérement cette

définition en remplagant ¢ par 2/z,

n

f; t‘ (~——l)’"t'”
F(n-}-l) m'(n—a——l my’

J.(2 V1) =

d’ou

., . (__()mtm—ln
lJn( Vi) = 2m|(n+;,mﬂ‘(n+x)

m=u

et, en prenant les imagés de chacun des termes de la série,

£ 3n(2y/t) 32 (znl(m+nt1)

m!(n—+—l. m) [‘(11,+1)Pm—+n'

Mais on a visiblement
Pm+n+1)=(n+1)(n+2)...(n+m)T(n+1)
de sorte que le second membre se réduit a

I O (-—- l‘)ln r - IT
— —— T ——
p ad 12! pm p"

m

)

d’ou finalement 'image fondamentale

n 1

£, (2Vt) > p-ne P

Démontrons alors quelques-unes” des propriétés des fonctions de
Bessel, & partir de cette relation symbolique. Apphquons d’abord la
formule (D), en supposant n différent de zéro : au premier membre,
on aura la dérivée

afz = o=t
E[t" Jn(zv‘t)J=;t IR ACIO E REFACYOX
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et au second membre,
Kl
P—n+1 e I',
qui est I'image de

n—1

£ 3y (oyi).

d’ou, en remplagant 2\/2 par ¢, et en simplifiant, la formule de
récurrence entre fonctions J et J',

tdu—1(t)y=nla(t)+td,(2).

De¢ méme, l'application de la formule (G) donnerait la formule de
récurrence entre fonctions J contigués

Jra-‘r‘l(f)“"lll—l(t): 212 Jn(t)'

Enfin on obtiendra aisément V'équation différentielle des fonctions
de Bessel. Si nous posons

n . 1
3 =0 3a(2yt) > pre 7,
on aura
1

R ‘'S p—tie ’,

.),-” S P—n+2 e F
el
1

1 1
4 - . -5 P
ty'>—p ap [[2‘”‘*" e "'] =(n—1)p-rite P—p-ne 7,
d’ou
ty'=(n-—1))"—r.

On déduira aussi de la représentation symbolique indiquée la valeur
deJ (t). Considérons en effet la séquence (N) : on aura, en partant

de

Q(P)—":I%_—l cel,  ft)=et

PA(2)=VEe Fe Ty (2D = heo)

1
/e ) I
) c Y7 ! .
pr+1 2 t[‘<2> J—%U) ’

et
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donc

cost = (t)

_l
7

et la valeur de J (t) s’obtiendrait d’une maniére analogue.

Etablissons a présent la représentation intégrale d’une fonction
de Bessel. Considérons les deux correspondances
tll—l".
— pm—n —
“wP)=P"" € T,

avecn—m>1, et

1 m—1

za(p) = p'—m e Pt ® Juale Ve).

Appliquons la formule du produit (L) : on a

1 n®

,l)‘?'(m w(py=pre Pc it i (2yi);

donc

n t m—1

- - 1 — . —

» D)= - t—u)y—my g Cavu)

t Jn(Zvl) T ™ 1).[ ( m—1{2vu)du,

Remplagons 2y/¢ par ¢, et 2y/u par u

pm—n ¢
tn Jn(t) = f (22— wry—mum § () du.

r€n—m-+1)J,

Faisons a présent m = - : au second membre apparait la fonction de

(SR

Bessel d’indice — % : d’ou, apreés réductions,

th ). (t)= /_[(ﬂ—u'—*) -cosudu

r (n -+ ) V=
Posons enfin dans l'intégrale u — tsin0: on obtient la formule
cherchée

ol—n gn 2

In(l) = ———— /-cos-"000~(t sin8) .
(n+ )\/ﬁ

Demandons-nous maintenant quelle est I'image d’une fonction
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de Bessel d’argument ¢, et non plus d’argument 2y/t. 11 suffira
dappliquer la formule (K) : on a
n Y
£ .],,(2 \';')‘3 pe /’;
donc
P - pt ot
tlpoth D 4= e v x2medr.
\’: ~o
Divisons ¢ par 2, ce qui'revient (formule B) a multiplier p par 2, et

. - s
remplacons en méme temps dans intégrale z par -
x e
) —— (L
ongn ), (1) > l—, [ PR 2 ds

Vom ey

el, en posant

»

ongn J,(t) > e—wtun du.

Supposons maintenant n entier >0 ; U'intégrale du second membre
est alors classique, et égale a

1.3...(on—DV=
ZRF'I )

d’ot enfin

tnd,(t)y>r.3,..(2n—1) P

v

n -+
(pr=+1)
Eu particulier,

Jo(£) > =L .
Vpr+

On ¢n déduira, en appliquait les formules de récurrence,

In(t) > —=E— (Vp*+1—p)";
Vpr+i

on peut démontrer que cette relation reste valable méme pour n non
entier.

Enfin diverses propriétés, plus difficiles & démontrer par le calcul
ordinaire : voici par exemple deux formules établies par Van der

Pol [8 a].
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1° Appliquons la formule du produit aux deux fonctions

c Jo(2),

o1(p) =os(p) = ‘/Pf“

on aura

1_p E J
5 o < e —w ey a

d’ou la relation

¢
f Jo(t — ) Jo(u) du = sint.

2° Dérivée de J,, par rapport a I'indice n : écrivons encore
n

1
pre Pcl,(2ye)

et dérivons les deux membres par rapport a n
1 2 - ) -
—pte Plogp c 5 Zlogt I, (2 7) + 2 d—'—l.l,,(‘z Vi)
Mais le premier membre peut s’écrire

1—;-;1(17) s (p)
avec
o1(p) =—logp c logt + ¥,
n—1

1 v
sa(p)=p~—+tie Pct Vo (2y1)

et son image, d’aprés le théoréme du produit,.sera donc

t n—

f flog(t—u)+ v]u ® l-J,,_,(z Vu) du,

ce qui conduit, aprés un changement de variables, a la formule trés
remarquable

d.'n(t)__ t . . ¢ . e 7\" ) )
= [l.ogg -+ {] J,,(_t)'+‘[ job(l— F) (-t—) Jn(p) dy.

2. Fonctions de Kelvin. — La physique mathématique . utilise
souvent les fonctions ber et bei de Kelvin, définies par

Jo(1iy/E) = bert + i beir.
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Leur image est aisée a écrire : comme l'on a

i

Jo(2 \/2) Se )

- 3
il suffira de multiplier y/¢ par ¢?, donc ¢ par —¢, et par conséquent
de diviser p par — ¢ au second membre, pour obtenir, en séparant le
réel de I'imagjnaire,

ber(2 Vi) > cos}%,
bei{2 1) sin}—I),

formules signalées pour la premiére fois par Van der Pol [8].
De la méme maniére, en partant de la représentation

on sera conduit a |17 ¢}
I -oopr )
bert > = —=+ 1"
Al pi )

beit > £ ——IL-] .
Valv p‘+x pt+1

En appliquant la formule du produit, on aura

At
2] ber(t —u)beiudu > ‘p .
o pr+1
Comme on a
Ap
P+ e’
Ap
Pz_)\z’

sinit >

shit >

on pourra écrire
3
shAt—sink¢ > ;’”

ry— Vel

d’ou le résultat

"t o f . i
f ber(t—u)beiudu = w
0 /.a\/;

3. Logarithme intégral et fonctions connexes. — Trés importantes
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dans de nombreux problémes sont les fonctions suivantes :

- 173
_} e udu =Ei(/) (logarithme intégral),

—
* cosu o . I
——f - du = ci(t) (cosinus intégral),
t

0 .
sinu L . R
——/ - du = si(l) (sinus intégral),
4

qui satisfont a la relation
Ei(it) = ci(&)+isi(2).

Leurs images s’obtiennent immédiatement a partir de celles de I'expo-

nentielle, du sinus et du cosinus, en appliquant la relation (1) : on
tronvera

Ei(t) > —log(p —1),

ci(t) > —log y p+i, .

si(t) © — arc tangp.

On peut anssi considérer la fonction E/ comme image, et non comme
original : on connait en effet le développement

@
m!

ep
Ei(p)=— D> —
p 4 p

qu’on peut écrire

. !
—pe? Bi(—p) =E(———”Lp)—"_‘

Z m! CZ" £ym = 1
(—p)m™ : T

Mais

d’on

., 1
— pel El(-—p) C 'l—::—[‘.

Appliquons la formule du produit a cette fonction et & la.fonction

pe P Ei(p) c -l—ij—;’

nous lrouvons

L - du | _og(1—12)
—pEl(P)EI(—P)C./.: (l——-l—ll)(l——-lt)—* t

L

’
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on encore

pEi(ip)Ei(—ip) c RO,
Mais le premier membre est
pleir{p) +si*(p));

ce qui conduit a la formule, établie par Enneper,

* o—pt log 2
ciﬂ(p)+si=(p)=./‘ e log(1+2) 4

t
v

Ainsi Vimage de l—‘l’!—('—t———_‘_ta) est p[cé*(p)+ si*(p)]. D’autre part

Poriginal de 28(L 1 2*)
P

se calculera aisément : on a, en'effet,

log V1 + pt € — ci(l),
d’ou (formulé E)

log(1+ p%)

¢
c——-zf éi(w) du = — 2[ ¢ ci(t) — sint].
P A

Appliquons alors la séquence (M) : il vient la relation

ci*(p) + sit(p) = — 2f”‘—————°ij::;;i"‘dt
A :

qui, aprés une intégration par parties, en se souvenant que ci(¢)

s'annule a linfini, conduit 4 une formule beaucoup plus simple que
celle d’Enneper [17 a]

. . Tl
ci2(p) +sit(p)= z‘/(; p_'-i—tdt'

4. Intégrales de Fresnel et de Gilbert. — L’optique mathématique
utilise les intégrales de Fresnel, définies par

Slﬂu I L
5(¢)—-~—~J ——._dt—2‘/0 J%(u)duy

t
f "°S_“du=1f 3 (u)du,
2\/=% Vu PJy 7T

C(t)=
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ainsi que les intégrales de Gilbert,
A—)

Py(p) =Jo e—nrx 12-:4- = dz.

Plusieurs propriétés de ces fonclions peuvent étre obtenues sym-
boliquement. On a, en se reportant’ aux images symboliques des

fonctions de Bessel,
(vpr+1— P)

5(t) >
2 \/p2+1 .

e > (ﬁ:;@._
2\/pt

Pour ne donmer qh’un exempfe, calculons, par la formule
tf(t) > —pe(p)

Vimage de £S(¢) : nous trouverons

tS(t) > - (\/p?-*-l—p) PP .,
P 2\/p2+1 a2ypt+1  PP+I

Au second membre apparait le produit
2 24(P) [52(P) + 5(P) + 5:(P)]
ou '
w1(p) € S(2),
2:(p) € J—;i—tl’
e3(p) € cost,
a(p)cr,

d'ou, par application de la formule du produit, la relation
t
£S(1) =f0 [:‘_“_‘2:_") + cos(t — u) +1] S(u) du,

(Ju’une dérivation transformera en équation intégrale vérifiée par la
“fonction S [17 d]

o
S(t)i:-_tjl(t)+f [Ji(t—u)+ 2 sin (¢ — u)} S (u) du.
E] 0 '
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Quant aux intégrales de Gilbert, on a, par leur définition méme

A—

PPA(pP)C 5

et
P bogn—t
»(p) C,[ T
P,(p) c arc-langt,
Py(p) c log 1+ 22,
d’ou, par application de la séquence (M),

Pi(p>=—pf S

10+ﬂﬂ)2

P:(p) ——pf T _GUE) gy

p+z)

eu particulier,

et, comme on a la relation facile a vérifier
Pyio+Py=T(3)p,

on voit que les intégrales de Gilbert s’exprimeront, pour toutes les
valeurs entiéres de-}, el suivant sa parité, par le sinus intégral ou par
le cosinus intégral [20].

5. La fonction v(¢) et ses applications. — Dans l'intégrale de
Carson, remplacons p par logp; il vient

l @®
——?(lo(;,ip) =[ P~ f(s) ds;

or
., ts
S Ve
d’ou la formule [17 a]
o(logp) “ s f(s)ds
logp c[ T(s+1)

En particulier, avec ¢ =1,
LI ©  tskds
logp o T(s—+1)

Désignons par v(¢) l'intégrale qui figure au second membre [20];

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 105, 3
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cette fonction jouit de propriétés remarquables : ainsi, en appliquant
la relation (J), on trouve

+(Vp) =

1 -
—_— e ‘tv(z)dz
logp \’cho (=) dz,

d’ou I'équation i~légrale
xIv(t) = ) _g dz.
= [ s
D’autre part, si nous appliquons la séquence (N), on aura,
o(P) =5 € V()= /(D)
Ve y(5) < e,

Zih(%) > oo = e

—y

2 logp 2

d’ou
»(2v7)
h = ——t
@ 2Vt
et la correspondance

o(p) <

Enfin, dans Vintégrdle définissant v(¢), remplagons ¢ par €7, et
multiplions les deux membres par p

—ps
py(er)= Pf ]‘e(sp+ xs)
d’ou la trés remarquable correspondance symbolique

Py € sy

6. Fonctionspériodiques. — Si A est un nombre positif quelconque,
et si f(t) est nul pour ¢ < 0, nous avons démontré les formules (F)

e o(p)co (e<2),
e o(p) C f(E—2)  (¢>D)
Interprétons graphiquewment ces correspondances.

Soit X'OAB la courbe représentative des variations de f(¢):
Poriginal de e=?2¢(p) aura pour courbe représentative de ses varia-
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tions la courbe X'CA'B’, déduite de la précédente par une translation
paralléle a X' X, d’amplitude A.

Fig. A.

11 est alors possible de trouver les images de diverses fonctions
périodiques : ainsi I'égalité symbolique

e—8r c U(t—K)

Y

Fig. B.

"montrera que l'image de la fonction gradins,
U(@)+U(t—a)+ U(t—2a)+...

est
1+ e—%P 4 e—2ap 4, . .= (1— e—%P )1,

De méme, la fonction créneaux

U(t)—U(t—a)+U(t—2a)—,..

j— o~

o
Fig. C.
a pour image
th 2.
2

N |

1— e—8P + e72pP — e3P -, | =
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Soit encore la forction dents de scie, qui est
Sy =1t—[z],

oi [¢] représente le plus grand nombre entier contenu dans ¢, et qui
est liée a la théorie des oscillations de relaxation : d’aprés ce qu’on
vient de dire sur la fonction gradins, on pourra écrire

Fig. D.

et par conséquent 'image de cette fonction dents de scie sera

1 I

P e—1
Ces résultats ont permis a Van der Pol [86] d’obtenir 'original de
la fonction { de Riemann, définie par

Up) = ,%

On peut, en effet, 'écrire

tlp) = e—rlosty e—ploszy, .,
Mais

e—rlosnc U(t— ]oén),

le second membre passant brusquement de o a 1 pour ¢ =logn.
L'original de {(p) est donc la fonction passantde 0 a 1 pour ¢ =log1,
de 1 a 2 pour t =log2, ...; donc évidemment

t(p) c [e].

A partir de cette représentation, Van der Pol a démontré plusieurs
théorémes connus relatifs aux nombres premiers.

Si nous revenons aux fonction périodiques, considérons une telle
fonction f(¢) et soit T sa période. Désignons par fi(¢) une fonction
auxiliaire définie comme il suit : f,(¢) = f(¢) dans l'intervalle (o, T);
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f1(¢) = o pour toute valeur de ¢ extérieure & cet intervalle. L’'image
de fi(¢) sera

T
ou(p)=p f e fi(z) de.

Développons f en série de Fourier,

n=—+ »

()= 2 eniot F(niw),

N =—®»

[}

relation qui s’écrira

ou
T |
e—nim.rf(_z-) dw,

o o1( niw) _ p1{niw)

F(ninw)= - ;
! 2% niw 27N
K
d’ou les coefficients de la série de Fourier a partir de I'expression
symbolique de la fonction auxiliaire f, (¢)-
Ainsi, cherchons le développement en série de Fourier a partir de

la fonction périodique représentée par une sinusoide dont on aurait
supprimé toutes les alternances négatives

Y

s e 2 o

'I
\
’ \,

\\\‘Jl N
D
Fig. E.
La courbe X'’OBCDEFG. .. représente la fonction dont I'image est

pw
P+ w?’

tandis que la courbe constituée par la demi-droite X'C etla sinusoide
CDEFG. .. représente une fonction ayant pour image

ki3
— pw .8"‘5)”,
p2+ w?
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de sorte que la fonction auxiliaire, représentée ici par la demi-droite
X'0, I'arche OBC et la demi-droite CX, a pour image

Pw( —%P)
= I+e .

pi+w

11 en résulte, tous calculs faits,

1 1+ e nin
Fniv)= 2 ——7

d’ou le développement en série de Fourier

—+

1 1+ e—nin
t) = — —_—enliwt
J(@ 27 2 1— n? ’

‘qui s’écrit

1 I . 2 2
J)= = 5 sinet— —cos2wl—...— mcownmt +ay
le coefficient de sinw ¢ s’obtenant en appliquant la régle de L’Hospital

a I'expression
1+ e—nni,

1—nt

qui est indéterminée pour r =t 1.

TROISIEME PARTIE.

LE CALCUL SYMBOLIQUE ET LA THEORIE DU CIRCUIT ELECTRiQUE.

Dans ce chapitre, nous étudierons a I'aide du calcul symbolique
les régimes transitoires des circuits électriques. Nous envisagerons
principalement ceux a caractéristiques concentrées.

Les ingénieurs électriciens utilisent de plus en plus les méthodes
opérationnelles : aux travaux déja cités plus haut ajoutons ceux de
Jeffreys [25], de L. Cohen [26], de Berg [27], et, pour divers autres
problémes de physique mathématique, ceux de Deutsch [28] et de
Cagniard [29].
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1. Equations difiérentielles linéaires a coefficients constants. —
Soit I'équation différentielle linéaire a coefficients constants

(l) Aod ¥ dm—ly

d
am Ay dgm—1 e F Am—t .zé__}t, + Any = U(8).

. . dn
Nous désignerons par y(n (o) la valeur prise par Et'—r pour ¢ =o.

Multiplions les deux membres de (1) par e, p étant un nombre
positif quelconque, et intégrons terme a terme entre zéro et l'infini.
Une intégration par parties donne

* dry - n—ly _ an— Iy
[ e~ Iﬂwdt [e P‘E”—_-l—] pf e—Pl——— Zi= la’t

=—yln—1(0) — p ylr=2(0) —.. .+p"f e—Pty dt.
0

f’ e—rtU(t)dt = —
[}

D’autre part

Soit Z(p) le polynome

Aopm—+ A,pm*i+...+ Am

obtenu en remplacant dans le premier membre de (1 ), par J
on aura
. =Z(P)_/ ePLy dt — Ao[ym=1(0) + p yim=2(v) +...+ pm~i y(0)]
P

— M [y1m=1(0) + p y1m=(0) +-...+ pnt y (0)]

d’ou

pf”e_P’_}’(t)({t —-(——-)[l+(Aop"‘+ Aip”‘—‘+ B ‘\m——ip),}’(o)
° + (Agpm=l ...+ Ap_op)y'(0)

“+ Aop yim=t(0)],
d’ou, en désignant par F(p) le polynome entre crochets,

(2) I;—E—-—j;; c ¥(t).
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Dans le cas particulier ou y(0) =»'(0)=...=y™ 1 (0)=0, on
aura
(2) Gy <O

Eavisageons maintenant le systéme d’équations différentielles
linéaires
ap yi(t)+ag yo(t) + ...+ awn ya(t) = f1(2),
A yi(t)+ @ Ya()+.vinnnenn.. = fa (1),

..............................................

a,,lyi(t)+a,,gy2(t)+ ............... =fn(t),

(3)

ot l'on a posé

d daz
ajk=oji~+ Bjk 5 + Yk 75>

les &, B et y étant des constantes : nous nous bornons a envisager un
systéme du sccond ordre, a cause de I'importance de tels systémes
dans les problémes pratiques : mais la méthode que nous allons
exposer est générale, il suffit que Popérateur ajz soit a coefficients
constants.

Multiplions les deux membres de chacune des équations du systéme
par e—”%, et intégrons entre zéro et l'infini : il vient

| @1 (PYYi(p) + -+ in (p) Ya(p) = Asp + By p+Fi (p),
L 30 T T T ,
’ an (P)Yi(p)+.. .+ ann(p)Yu(p) = Anp + B, p2+ Fa(p),

étant posé
ajk(p) = ajr=+ Bjsp + Yjkp?,
Yy(p) e yy(t) . (v=1,2,..., n),

n
Ay= Z [Bvine ¥ (0) + Yvm _y;,,(o)];

m=1

n
B, = 2 Yvm )’m(o))

m=1

Fy(p) < fo(2).

Ainsi Y,(p), image de la fonction y,(¢), sera obtenue par la réso-
lution d’un systéme de n équations linéaires a n inconnues.
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Dans le cas particulier ou

'.‘1(0)=7‘1(0)=...=_r,,(0) =0,
€Y Yi(e)=14(0)=...=)i(0) '=
filt) = fo() =...=fam(H) =0,

on obtient, en désignant par A, le déterminant
ay + Bup +Yupt ... @n—+ Bin P+ Y1a P?

Apg =+ ﬁnlp +Ynp?* ... Oupn—t+ Brap + {nnp?

et par d,, son mineur relatif a sa n*™ ligne et sa yitme colonne,
Yy(p) = i‘ F(p),
et si de plus fr(¢) =U(¢), alors

Yo(p

La détermination du régime transitoire d’un circuit éléctrique
lindaire et passifa impédances localisées nécessite la résolution d’un
systéeme d’équations différentielles linéaires. Les méthodes opération-
nelles imaginées par Heaviside, et que nous avons résumées au début
de cet exposé, permettent de déterminer immédiatement la fonction y,
dans le cas particulier ou les conditions (4) sont réalisées et ou I'on
a fo(t) ==U(¢). Cette détermination s’effectue directement & partir
de la fonction rationnelle

Le paragraphe suivant donne la justification de deux régles impor-
tantes énoncées a ce sujet par Heaviside.

9. Retour sur les méthodes opérationnelles. — a. Développons
y. en série entiére

_y,,.l-—-. Ao+ Ol + 2222+, . ..
On'en déduit

» 1 ay 2! ay
e—p! dt-———(a “+ — =+ +)
fo WE=p\T TP
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Mais on doit avoir

I-Zlg_lpjg =wae—P‘yv dt c yy(t).

Développons le premier meémbre suivant les puissances négatives
de p
H(P)_ a  *ay oy 2! a,

T = Ao — A — L = G — “+...
Zp) T p T p TP P ’

d’ou, par identification,

ay ag
ap= g, 7= 1= ag, ,
et le théoréme :
Ayant développé la fraction HE—; suivant les puissances entiéres et

négalives de p, on en déduira le développement en série entiére de y,
tm
en remplagant p—m par —.

b. Les C désignant des constantes, écrivons que
Jv (t) =Cierly. ..+ C. epml,

P1y - -y pm désignant les m racines (supposées distinctes, ce qui est
le cas dans la pratique) de Z(p). On a alors

Co C1 N Cm
ePly,()dt = = + —2 — 4 40,
s[ 7e(6) P P—p P—pPm
Ecrivons
! H(p) A B
5 = — + o H
) PL(p) p p—p pP—pn’

comme le premier membre est égal a 'intégrale

[ ernma
0
on aura

y vy Cm= M.

Les régles bien connues de la décomposition d’une fraction ration-
nelle en fraclions simples permettent de caleuler A, B,

_ H(o) _ _H(py) .
A=7y  BEnzgny ’

“ey




LE CALCUL SYMBOLIQUE, SES APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 39

d’ou le théoréme du développement

H(o) N H(p)

.y\l(t): Z(0)+ P[Z,(Pi)

Les deux régles opérationnelles ainsi trouvées se justifient immédia-
tement en utilisant lintégrale de Bromwich-Wagner : ainsi, en
écrivant

H(p)
= R
WP)=Zpy =t p 2

on trouve ponr l'original f(¢) de cette fonction,

S(t)= — (%’+;;+ )<1+£—t+£—ﬂ+ )dp.
Cc

En effectuant le produit, et en ordonnant suivant les puissances
positives et négatives de p, on trouve un développement en série de
Laurent valable dans une couronne circulaire ayant origine pour
centre ; la valeur de I'intégrale devant étre égale au coefficient du

terme en ;7, multiplié par 2=, on obtient bien

ayt a»t2
f(t)—ao+—1+ T-ﬁ-....

Quant au théoréme du développement, il suffira pour le justifier de
prendre pour contour d’intégration un cercle ayant l'origine pour

cenlre et contenant i son intérieur tous les péles p; de Z((P ; ; iln’y
aura alors qu’a appliquer le théoréme des résidus pour calculer
l'intégrale de Bromwich-Wagner.

3. Circuits 4 constantes localisées. — Dans le cas de circuits élec-
trnques comportant des impédances localisées, la déterminalion des
régimes transitoires exige la résolution de systémes d’équations diffé-
rentielles. Comme nous supposerons de plus que les circuits envisagés
sont linéaires et passifs, ces équations différentielles seront linéaires
et & coefficients copstants : nous pourrons donc utiliser les principes
généraux que nous avons poseés.

Supposons que, jusqu’a l'instant ¢ = o, le réseau élecmque envi-
sagé soit en équilibre, ce qui revient a dire que jusqu’a l'instant
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t = o aucun courant ne circule dans les diverses branches, le réseau
étant par hypothése passif. Ayant divisé le réseau en un certain
nombre de mailles mdépendantes suivant la méthode clasanue,
introduisons dans la premiére maille une f. é. m. U(¢) : lintensité
du courant qui circulera dés lors dans la K**™° maille sera une certaine
fonction du temps ¢, que nous désignerons par Ay (¢), et"qu'on
appelle admittance caractéristique de la maille & par rapport a la
maille 1.

Soit n le nombre de mailles indépendantes : proposons-nous de
déterminer les n admittances caractéristiques

All(t)y Aii(”) sy Am(t);

a cetle fin, nous prendrons pour fonctions inconnues non pas les
valeurs 1;(¢) des intensités de courant dans les diverses mailles, mais

les quantités
¢
q« =‘f Ix(2)dt,
0

c’est-a-dire les charges électriqués. Nous aurons alors le systéme

I d 2 1 a a? .
<(Tq_1 +B“—gz —l—f“a-t—_z)ql—i- ('C—u +R12(—12 + £ (il_i) gat+...= U(t),

(L n 2 - d?
Coa '

tous les seconds membres étant nuls, sauf dans la premiére équation.

Les symboles Rz, Ryj, Cjx représentent pour j > k les inductances,
les résistances et les capacités mutuelles (ou communes) des mailles j
et k, et pour j = k l'inductance propre, la résistance et la capacité
de la maille k. On.a évidemment

Lir= L}, R}k== R/, Cjr= Cyj.

Les fonctions ¢,(¢). ..., ga(¢) ‘étant délerminées, on en déduit
aussitot

di
Au(t)=hl(t)=§t-’,

Quant aux admiltances caractéristiques des diverses mailles par
rapport 4 la maille j, il suffira pour les obtenir de résoudre un
nouveau systéme d’équations différenticlles identique an premier,
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mais avec remplacement de zéro par U(¢) au second membre de la
J'*™e équation, et de U(¢) par zéro au second membre de la premiére.

4. Théoreme de Pomey. — Sila f. é. m. insérée dans la premiére
maille est une fonction quelconque V(¢) du temps ¢, le courant I,(¢)
qui circule dans la A'*™° maille est

. t
(6) () = %f‘V(Q)A(t-—O)dO.

En cffet, divisons lintervalle (o, ¢) en n intervalles (o, 0,),
(81, 93), - .., (84—, £) et supposons qu’une f. é. m. constante V(o)
agisse a parlir de linstant ¢(=o, qu'une f. é. m. constante
V(0,)— V(o) agisse a partir de l'instant ¢=0,, qu'une f. é. m.
constante V(8;) — V(8,) agisse & parlir de Iinstant £ = 0., et ainsi
de suite. Chacune de ces f. ¢é. m. provoquera la circulation
d’un courant de la A'®™® maille : Ax(¢)V(o) pour la premicre,
A& (¢—01)[V (04) —V(0)] pour la seconde, ct ainsi de suite. Si nous
faisons lendre n vers U'infini, il vient

) 1(2) = A(2) V(o) +f At —0) V(D) b

(ot 'on a supprimé les indices pour simplifier I'écriture). En inté-
grant par parties, on a

lA(t——S)V’(ﬁ)(lO—'[A(t—B)V(G)]‘—flV(G)—'Z A(t—08)db

d’6u, en portant dans (7),

I(t)=A(o)V(t)—f V(ﬂ);—)eA(t—G)dﬁ
' t
‘=A(o)V(t)+f V(G)%A(t—ﬁ)dﬁ,

ce qui est identique & la formule (6), ainsi qu’on le voit aisément.
Cette formule exprime le théoréme de Pomey [30].
On voit donc que si :
21(p) < V()
22(p) € A(2),
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on a, en vertu du théoréme du produit, la correspondance
21(P) 92(p) < 1(2).

Comme le théoréme du produit subsiste par permutation des indices.

les fonctions A et V seront commutatives, et la formule (6) s’écrira
aussi

d t
I(t) =— V(t—6 0 .
(=g [ Ve—na@a®

Le théoréme de Pomey consiste a remplacer la courbe X’OAM
représentative des variations de V (¢) par la ligne brisée X'OABC...
et a intégrer ensuite les effets produits par chaque échelon infiniment

M

¥
X’ o 6 6
Fig. F.

petit de cette ligne. Ce théoréme n’est ¢videmment valable que dans
le cas ou il est licite de superposer les .effets produits par chaque

f. é. m. élémentaire, c’est-d-dire dans le cas de circuits a caracté-
ristiques linéaires.

5. Régimes transitoires de deux circuits oscillants couplés. —
Considéron's, ainsi que I'indique la figure ci-aprés, le schéma le plus
général de deux circuits oscillants couplés. Proposons-nous de déter-
miner les admittances caractéristiques des deux mailles MNPQ et
M'NPQ’ par rapport  la premiére d’entre elles.

Pour cela, nous.déterminerons d’abord les fonctions

t L
q,(z)=f ‘An(e) dt, q2(¢)=f Awn(e) dt,
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qui satisfont au systéme

I_ _l_ dqi dzqg q2 dqq dgqo . P
(Ci -+ C> 71+ (R+ Ry) E—_Fﬁl——dt'-’- -+ T +Rﬁ+9n_dt‘ = U(e),
91 dq, a%q. 1 1 dg» dig,
ry +RTt- +3n-7“—+ <E -+ C)q»+(R;+R1) ar -+ £ 2 = 0.
M'
R,
Qr
Posons
Quip) € q1(2),  Qa(p) < q2(2),
on aura
£3p*+ (R~ Ra) p + é -+ EI‘
onpz-n-,Rp'-;-(—‘]
Qe(P)=*'—Z(P—)'—'
avec

Z(p) = (1?1 B;—Dll'—’)p‘»-l— [R(.Ei-f- 1.?»—2311)+ Riﬁg-!— Rnfilp"

- &+Q+M+RGR1+R,)+R,R,]P»
Cy Co C
R1+R2 R + R» R+R1]

+[ c e TG

I 1<_L+L).
o R oI W oM o

On en déduit A, (¢) et Ay5(¢) sachant qu’ils ont respectivement pour

images p1Q,(p) et paQa(p). On obtiendra donc les A par le théoréme

1u développement, si toutefois on connait les racines de Z.
Envisageons quelques cas particuliers.
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«. Dans le cas de deux circuits oscillants couplés électromagnéti-
quement, on a C =, R=o0, et

Z([)) = (L’lfa—i)1l‘3)p’*+ (R1 Lo+ R)f’l)Pa

[ £y 31 o R> R1 I
+(C—o -+ C_z +R1R0>P'+<E -+ E)p-l—-é—i—(:—z'

Fig. H.

Si les quatre racines de ce polynome sont complexes,

p,=—a1+im,,‘ pr=—o—1w,

'=—-—dq+iu)o $=-—a>-—l.u)o
3 ’ 2 ’

le régime transitoire comportera (comme le montre le théoréme du
développement) deux termes oscillatoires amortis dont les pseudo-

. . 2% 2m ,
périodes sont respectivement — et — - Il peut ne comporter qu’une
vy o)

seule composante oscillatoire amortie (cas de deux racines réelles et
deux racines complexes), ou pas du tout (les quatre racines réelles).
Dans ce dernier cas, on peut affirmer que I'équation Z"(p)=o a
certainement-deux racines réelles, la courbe représentative des varia-
tions de Z(p) comportant nécessairement deux points d’inflexion.

Cependant, la réciproque n’est pas vraie (voir la figure ci-aprés) :
comme on a

£1

:EZ"(P) =6(fifo— 9]1°)p2+3(R1f«,2+ Rgfi)p—i— 5—2 -+ (T‘ —+ Rj.Rg,
41 42

nous pouvons écrire qu’une condition nécessaire (mais non suffi-
sante) pour que le régime transitoire des circuits envisagés ne corm-
porte aucune composante oscillatoire est .

£y £y

q(Rifoﬂ— R231)2> 24(313»——0]12)'(6 -+ C—z -+ RaRa).
1
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On voit, en particulier, qu’une telle condition est réalisée sile cou-
plage est suffisamment serré.

Dans le cas d’un couplage parfait, £, £,==I12, ct le polynome
Z(p) estdu troisiéme degré : 'équation Z(p)=o aura au moins une
racine réelle, et le régime transitoire comportera une seule compo-
sante oscillatoire, ou méme n’en comportera aucune.

2\

Fig. 1.

Lorsque les résistances R, el R, ont des valeurs négligeables,
I'équation Z(p)=o se réduit a I'équation bicarrée
2 1

2 4 o .
(f{EQ—J‘II)P‘-l- (-C; -+ a>p —+ "C—;E; =0

qui a quatre racines imaginaires pures. Ici il n’existe pas a propre-
ment parler de régime transitoire : le systéme atteint immédiatement
un régime permanent résultant de la superposition de deux oscilla-
tions sinusoidales qui se perpétuent indéfiniment (I’amortissement
est cn effet nul). Les périodes de ces oscillations sont différentes des
périodes propres any/£,Cy et 2my/£,C, des deux circuits, mais elles
s’en rapprochent d’autant plus que 1T est plus petit, c’est-a-dire que
le couplage est plus faible.

Tous ces résultats sont classiques : néanmoins il est intéressant de
remarquer avec quelle facilité le calcul symbolique permet incidem-
ment de les mettre en évidence.

B. Dans le cas de deux circuils oscillants, qui ne serdient couplés
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qu’électrostatiquement, on a S =R = o, et alors
Z(P) = B1£7p5‘+ (R1fz+ szi)p"

£ £ Ly £

+(C_1+C_:+——1(2 +R1R2)p2

+ R’+R2+&+R') SR SEP  (L L
C C1 a,p 01C2 G Ci G2

Ici

St £
L29(p) = 6.8, £ap?+ 3(Ry Lot Ro £y)p -+ 2 4 1 Frt B | pg,
2 C1 Cz C

et une condition, nécessaire mais non suffisante, pour que le régime
transitoire ne comporte pas de composante oscillatoire sera

3(RI§—: +R§%—2R1R2)>3(‘_§3+—% +_B_%€Z)

C
|
!

—p——

C
|
|}

ng—ny

Fig. J.

Si nous supposons de plus Cy = C, =00, alars

Ei+£0

Z(P)=P[£1fop3+(R1£2+R2B1)P7+( C

L B1R2)P -+ ——Ri * Ro]

C

et Z(p) admet la racine p =o.

Y- Revenons au cas général, mais supposons que les circuits soient
dénués de résistance, et que le couplage électromagnétique soit
parfait. On aura

& C 2
Z(p)= lé(!&’1+ﬁz—-2.’)‘r¢)+ ’g:’ -+ &]p!—r- C+ 1+ Ca,

Cy CCyGCo
Posons
C+C1+ Cg = w?
C1C2(£1+ Lo— 23!1) -+ C(fici—!- szz) -
CCng
w?2= a.

C+C1+Cz -
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Alors

oy L1
£2P+C+Cg

P € Au(®)
Mpt+ s
. e ererreali Ay (t),
d’ou
Ap(t)= a(E!-u—) + tﬁ — li’m)) sinw¢,

I .
Asi(t) = a(.?n,u) — G) sinwt.

Les circuils n’étant pas amortis, un régime sinusoidal permanent de
pulsation w est immédiatement atteint.

4. Cas de deux circuits oscillants couplés par l'entremise d’un

troisiéme circuit oscillant. — Posons ici (voir la figure)
Ly 4+ L4 = Ls.
C.
m, B ow,
' L
Cl sl Q’z 2; £3 ca
R, R, Ry
Fig. K.

Pour pouvoir utiliser le théoréme du développement, op doit calculer
les racines de I'équation suivante, qui se présente sous forme de
déterminant

(-J‘_ + pRy+ p2 £, P2y, o
1
p".’)’ﬂ.,» —C—l— +PR1+P21?2 p".’)n-_.;g = 0.
o ProVeg é—+pR;+p‘l£3
3

Elle est du sixiéme degré. Cet exemple montre combien la détermi-
nation des admittances indiciales devient en pratique Irés ardue dés
que la configuration des circuits se complique tant soit peu.
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5. Application 4 une équation aux dérivées partielles. — Nous
terminerons en indiquant une application du calcul symbolique a la
résolution d’une équation aux dérivées partielles : celle des cordes
vibrantes. C’est aussi 'équation régissant la propagation de I’¢lectri-
cité le long d'une ligne de résistance négligeable et parfaitement
isolée.

Soit I'équation

e v

® o = C o

la fonction inconnue ¢(z, t) devant satisfaire aux conditions

v(z, 0) = f(x),

()

Jf et g étant deux fonctions données.
Posons

3) V(x, pycv(z,t),

on aura

0
5 2 PV —PSf(@)
v
o 2PV —pf(2)—pg(2),
d’ou la forme symbolique de (1)
dzv

k)

(4 dx?

=—pf(r)—pg(z).

Une solution de cette équation est donnée par

(5) — __f f(a)da ( p? ;OS-E(;‘;— a)dﬂ
*p cosﬁ(x——a)
= Csayde L2 g

car, d’aprés une formule bien connue due a Fourier,

P(z) = %f+”¢(a) dcz‘/‘=b cos fi(.t—a)d;’i.
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En remarquant que

b ——ma
* cosmu 2a’ (m > o),
f ———du=
S a+u g
2—a-e'"a (m < o),

la seconde ligne de la formule (5) s’écrit

x _p(:c—ct) 4w plr-—a)

I N
V= 7o —ue ¢ g(a)de+ e e ¢ g(u)da
Or
e——————p("c:a) c { o (e <z —ct),
1 (a >z —ct),
d’ou

o(m, 1) = %f_:wf(a) dafom coscBt cos B(z — a) dB
+I§%[£j6lg(a)da +./;x+ag(a)da‘.
En remarquant que la premiére intégrale du second membre s’écrit
ﬁ‘/—l:mf(a)da\/omcos o —atcn)ds
+E’—'f—:f_:wf(a)dah/omcosp(z—u—ct)d[ﬂ,

il vient finalement, en utilisant (6),

r+ct

oo, )= Lif@r e+ fle—en)+ & [ gla)da

FIN.
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