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I.- On donnera d’abord quelques définitions générales 

ae rapportant à la terminologie de Hopf-Alexandroff qui sera 

suivie ici.

Un complexe ("abstrait") est , comme dans les exposés 

antérieurs, un ensemble d’éléments ("cellules", éventuelle

ment "simplexes" ) , avec des relations d’incidence ; il est 

dit "euclidien" si les éléments sont des cellules convexes de 

Bnf toute face d’une cellule appartenant encore au complexe, 

l’intersection de deux cellules appartenant au complexe, et 

chaque ensemble borné dans En n'ayant de points communs qu’a

vec un nombre fini d’éléments. Un complexe courbe est un com

plexe qui se déduit d’un complexe euclidien par une transfor

mation topologique portant sur la réunion de ses cellules 

(autrement dit, ses éléments sont les images de cejzx du com

plexe euclidien par cette transformation).

On dit d’autre part qu’on a défini un "domaine de som

mets" (Eckpunktbereich) si l’on s’est donné un ensemble A de

points et une famille de sous-ensembles finis (a ,a, ,...,a )
O 1 r

do A, de telle sorte que toute partie d’un tel ensemble soit 

encore un élément de la famille, et si à tout élément (a0.a  ̂

*.ar) de la famille on fait correspondre un objet qui sera 

appelé le simplexe (a0,e]L....af) .

Exemples ; A = ensemble des sommets d’un complexe (abstrait) 

simplicial fini, les sousensembles étant ceux formés des
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sommets d’un même simplexe de A . Ou encore : A = espace mé

trique quelconque, les sous-ensembles étant tous les sous- 

ensemblos finis de diamètre J- t . Ou ^ A = un domaine D dans

lTospace euclidien E , les sous-ensembles (a , a^,....ar )

étant tous ceux pour lesquels le simplexe euclidien de 

sommets aQ, 8i,...,ar a tous ses points contenus dans D . 

Etc.. . .

Sur un complexe simplicial, on dit qu’un simplexe , 

défini par ses sommets, est orienté, si l’on s’est donné un 

ordre des sommets (défini à une permutation paire près ) ; 

le frontière d'un tel simplexe se définit comme üar.3 Cbe'ral- 

ley(exposé D p.6) ; les élémants d’un complexe normal (ib. 

p.7) seront dits orientés si l’on a défini pour eux une 

fonction frontière (ib.p.8 ).

Sur un complexe K, simplicial ou normal, on appellera 

”complexe algébrique” Cr une combinaison linéaire, à coef

ficients dans un groupe abélien G, d’éléments de K à r
T* • p

dimensions en nombre fini ; la frontière de C se note C t 

c’est un complexe algébrique à r-1 dimensions; On note 

lcrJ le plus petit sous-complexe de E qui contienne parmi 

ses éléments tous les éléments de K qui ont dans Cr (mis 

sous forme réduite) un coefficient non nul .

Si 1?on suppose réalisée sous forme de complexe eu

clidien, une subdivision K* de K (par ex. la subdivision 

régulière), de sorte qu'à tout élément de K corresponde une
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-I- , p
reunion de cellules de K*, on notera C la reunion, dans K’ 

de toutes les cellules correspondant aux éléments de |cri.

La réunion de toutes les cellules de K’ sTappellera le 

polyèdre Y .

Si alors, on définit sur Ür une fonction continue f 

réalisant aner image de Ur dans un espace topologique quelcon

que, on dira que f(C ) est un complexe continu (algébrique) 

dans cet espace. Sa frontière est f(Cr) . f(Cr) et i*((3,r) 

seront considérés comme identiques lorsque les complexes |Cr| 

et le* I sont isomorphes et que, de plus, il existe un isomor

phisme de je I sur |C;r| qui transforme Cr en C,r et tel 

que 18 correspondance simpliciale entre "Cr et ”01 qui est 

définie par cet isomorphisme transforme f en f1 . La somme 

de deux complexes f(C~) , f’(Cv ) , s’obtiendra en considé

rant |Cr| et IC *r I comme étrangers l*un à l’autre, et dé

finissant une fonction F comme égale à f sur lo premier , à 

f* sur le second . On posera

f(Cr) + f»(C,r) = F(Cr + C’r ) .

Avec cette définition, f(C) — f(C) sera un complexe continu 

image d’un complexe algébrique pris aûr la somma de deux com

plexes isomorphes à C et ne sera pas nul ; il le deviendrait 

en introduisant une notion d’équivalence convenable, ce dont 

nous nous dispenserons (suivant l’exemple de Alexander-Hopf).
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Enfin, on appelle cycle un complexe algébrique dont la 

frontière est nulle . Toute frontière eat un cycle ; c’est 

par définition, un cycle homologue à zéro . L’ensemble des 

cycles homologues à un même cycle (c’ôst-à-dire tels que la 

différence soit homologue à séro) forme une classe d’homologie. 

Les cycles continus ne forment pas un groupe (pour l’addition 

telle quTelle a été définie) mais leurs classes d’homologie en 

forment un, et cela suffit pour ce qui va suivre , car toutes 

les quantités que nous considérerons sont des invariants d’ho- 

mologie .

2*- Dans un espace à n dimensions, il est naturel de pré- 

sumeir que si p+q = n , deux variétés à p et q dimensions 

respectivement auront "en général” pour intersection un cer

tain nombre de points, et de chercher à définir d'une manière 

purement topologique, la multiplicité qui doit être attribuée 

à chacun des point3 d * interjection, et par suito, le nombre 

total d’intersections des deux variétés . Il semble qu-on 

puisse définir une telle notion dans tout l’espace où le voi

sinage de chaque point est homéomorphe à l’intérieur d’une 

sphère, ou du moins possède, ainsi que sa frontière, les ca

ractères d’homologie d!une sphère .

Dans cet exposé, nous supposerons que l’espace étudié 

est un polyèdre Xn défini par un complexe X qui soit 

une variété orientable à n dimensions (définition de Cheval-
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ley,P.10-11). Si K possède los caractères d’homologie de 

la sphère S à n dimensions, on dira que ï?1 est une homosphère 

Nos définitions vaudront en particulier pour la sphère Snt 

et pour l*espace euclidien En qui n ’est autre qu’une sphère 

pointée .

Soient donc, sur une telle variété, deux complexes 

algébriques C , , à p et q dimensions (p+q = n) (ce 

pourront être des complexes continus); ce seront des combinai

sons d’éléments pris avec des coefficients qui seront supposés 

appartenir respectivement à doux groupes G. G*. On désignera 

par (C ,D*1) leur nombre d’intersection (parfois appelé Indice 

de Kronecker) ; (il est noté (cP.D^) dans Alexandroff-Hopf} 

chaque fois qu’il sera défini , sa valeur sera un élément 

d’un groupe abélien G”. On est conduit à attribuer à ce nombre 

les propriétés suivantes (intuitives sauf la troisième, dont 

l’origine veritable est à rechercher dans la théorie des in

tégrales multiples ) :

a) (CP,3>̂ ) s’annule chaque fols que les ensembles de 

points TJP , sont sans point commun (c’est-à-dire ont une

interjection vide au sens géométrique du mot).

b) (Ĉ .D*1) dépend linéairement de Cp et do .

c) On a, chaque fois que les membres sont définis :

(I) (CP.D*) = (-l)P^ (D<1,CP) (p+q=n)
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(II) (Cr,DS) * ( -l)r(Cr,î>s) (r+a=n+l)

Pour satisfaire à ces conditions, nous nous donnerons 

d’abord une fonction bilinéaire ( o< , ) des éléments o< de 

G et des éléments R> de G’ , prenant ses valeurs dans G” .

Les cas les plus Importants sont les suivants :

3̂0„ q. — Q.U ost un groupe abélien, G’ l’anneau des entiers

( o< , n ) = n o< .

2°- G = G* = G” est un anneau t ( ©< , ) le produit dans 

ce t anneau .

3°- G et G* sont groupes de caractères l’un de l’autre,

G”, le groupe des nombres réels mod.l , ( ex , ji ) la fonction 

qui définit la dualité entre G et G1'(fonction <p (<*,(* ) 

dans Chevalley , p.2) .

Cela posé, nous allons considérer deux cas :

1°— Sur une variété orientable K*1, on supposera d’abord

que C , D , sont des complexes algébriques formés respective-
« n

ment avec des éléments de Kn et du complexe dual K ; autre

ment dit, on aura : _ c _ r—  _ « a
° p  = I > i  Bi p • B, = L  h  V  

■ î i
* a a

Puieque p+q = n , Ej est duale de et est sans point

commun avec E^, sauf si i * J , On satisfera donc à a) en

posant
<BiP .*j4 > = § 13

Erratum : Intervertir à la 6ème ligne, les prg.l° et 2°
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et, conformément à b):

(CP ,Dq ) ( * ±.p ±)
i

(i) n ’a pas de sens pour l’instant.

Mois (II), dans ces conditions, équivaut à la propriété fon

damentale des variétés orientables, à savoir que les coeffi

cients 'OiJ qui définissent la fonction frontière sont les 

mêmes pour et pour K n (Propriété énoncée par Chevalley

p.11; la démonstration, d’ailleurs délicate, dans Lefschetz

Topology, pp.135-139).

La fonction (CJP.D*!) est d’ailleurs identique , aux no

tations près, à la fonction fr , au moyen de laquelle a été 

démontré (Chevalley, p * 12) le théorème do dualité do Poinca

ré .

2° — Dans l’espace euclidien Bn , on supposera que |cp| 
m  sont des complexes formés de simplexes simpllciaux eu

clidiens, on position générique l’un par rapport à l’autre ; 

on entend par là, que si Sp , T^, sont deux simplexes de lCpl 

{Dq| , ou bien, ils n ’ont pas do points communs, ou bien, au

cun groupement de n+1 points parmi leurs p+q+Ê = n+2 sommets 

n ’est dans un même plan (on peut toujours, par un déplacement 

infiniment petit, amener deux complexes à être on position gé

nérique). Dans ces conditions, on posera ( Sp , T*1) = 0 , si 

cos simplexes sont sans point commun ; dans le cas contraire
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ils se couperont en un point 0 intérieur à tous deux ; cons

truisons, dans la variété linéaire qui porte Sp , un 3implexe

n « a a orienté comme ; dans celle qui porte T ,
1 2 * * * P p q

o t2 ... t orienté comme T ; on posera (S ,T ) = +1 ou -1

suivant que le simplexe o ... ap , o h  .••«^q eat orienté 

positivement ou négativement dnns E . Si on a alors .

a) et b) sont évidents, quant à ( I) et (II), il suffit de

les vérifier pour des sioplexes Sp, , qui se coupent. (I)

est à peu près évident, (II) se vérifie élémentairement 

(Hopf-Alexandroff, pp.414-15) .

Dans les deux cas, le nombre (C .D**) ainsi défini , 

peut être étendu à deux complexes continus quelconques, pour

vu que chacun soit sans point commun avec la frontière de 

l'autre (plus précisément, que O  1̂  = O  = 0 ).

Occupons-nous d'abord de B** , où. la démonstration est plus 

facile .

Soient , ifl , deux tels complexes : on peut, au besoin 

après subdivision, les déformer en deux complexes simpliciaux
*r%

formés de simplexes euclidiens en position génerique, O ,

D'^ ; par définition, on posera (Ĉ ,!)̂ ) = (C'^jD* ) .

cp = ± s±p 
i

=  XKi J Y  
i

on posera :

(C’ .tì» ) = 2_  t « 1 . p J) . ( a 1p .T i <1) -
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Reste à montrer que le second membre est indépendant de 1 ap

proximation slmpliclale utilises ; consideron3-en donc une 

autre , C"P, Df,q , appartenant à la même subdivision ( il est 

évident, d*ailleurs, que (C«P ,D,(1) ne change pas par subdivi

sion de C’P, D’q) .

Par construction, C"p est homologue (et même homotope) 

à C’P dans un voisinage de Cp qu’on peut supposer sans 

point commun avec Dq, Er<̂» D,r̂  ; soit donc, dans ce voisi

nage C'p - C"p = Sp ï alors î C,p- C”p= Ep est homologue 

(et même homotope) à zéro dans un voisinage de Cp , qu’on 

peut supposer sans point commun avec Dq , D* ; soit , dans 

ce voisinage, C»p - C"p - Ep = Pp+1 . On aura donc

(Ep,D* q ) = 0 , et d’autre part :

(C’p -C"p - Ep,D’q) = ( pp+1, D'q ) * t ( Fp+\  Î>T<1) * 0

d ’ où
(C’P ,D,q) = (CfîP,D,q) 

puis, de même

(C"P,D’q) = (C,,P fD,,(1)

Le ralsormeaent n tu~bill8Q d*ailleurs que les propriétés a) 

b) et Cj t ) ; ü  est clair qu’on en déduit de même le théorè

me général suivant :

Théorème I On aura (0p ,Pq ) = (C'E,!)*1) chaque fols que C*

et C'P satisfont dans le complémentaire S? Dl

de D à l Yhomologle modulaire (au sens de Lexa- 

chetz) CP r \ j  C ,P (mod. ^  ^  )
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c’est-à-dire chaque foie qu’il existe Ep _commun

avec D* et sans point commun avec D̂~ tels que

lfon ait Cp -C,p = Ep + F*54-1 pourvu que l’on soit assuré 

de pouvoir choisir Ep , ï'p+1 , parmi les complexes pour les

quels ce nombre possède les propriétés a),fc),oI1). En parti- 

culier, le théorème I peut dès maintenant être considéré oom- 

mG établi sans aucune restriction pour les complexes continus 

dcns En, puisque le nombre d’intersection, défini ci-dessus 

pour ces complexes, possède évidemment les propriétés en 

question .

De la définition du nombre d’intersection pour les com

plexes continus de En, on passe facilement aux variétés orien

tables localement euclidiennes (tout voisinage est homéomor- 

phe à une sphère) . Pour une variété (combinatoire) orienta

ble quelconque K1* , soient Cp , D 1̂ » deux complexes conti

nus, la frontière ds chacun étant sans point commun avec 

l’autre . Soit K*n une subdivision de ÏT1 , su i’xin animent fi

ne pour que les opérations qui vont être faites aient un sens. 

Soit Ln le complexe obtenu en retranchant de K* toutes les 

cellules qui ont des points communs avec D4-, L* le complexe 

obtenu en retranchant de Ln toutes les cellules qui ont des 

points communs avec D̂- . Par sa nature même, Cp sera un cy

cle dans Ln modulo L’ ; d’après les propriétés des com

plexes normaux,on peut trouver un cyole C’p mod.L* du com

plexe Ln tel que Cp(mod.L’n) dans L «De même, on défi-
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a ^ n n 
nira, à partir de D et du complexe K T__dual de K* , uh cycle

n
relatif D’*1 qui géra un complexe de K ' . On posora alors par 

définition = (C’P.D’*1) , et ce nombre, K ’n étant fixé,

sera entièrement déterminé en vertu du théorème I . Pour faire 

voir qu’il ne dépend pas de K’n il suffira de montrer que si 

CP, iA, sont des complexes de Kn, K n, respectivement, leur 

nombre dfintersection (C ,D ) défini au moyen de K* ne dif

fère pas du nombre d * intersection (CP,D(1)T défini au moyen de 

Kf . Il est facile de voir quTil en est bien ainsi quand p 

(ou q) s’annule ; plus précisément, soit q=0, p=n ; il suffit

de considérer le cas où D se réduit à un seul terme f D = |J o
0 9 n no n’étant pas sur C . On constate aussitôt que, si II dénote

le complexe algébrique qui est la base d’homologie pour la âi- 

mens ion n sur iT (on soit, en effet, que le nombre de Betti cor

respondant est par définition = 1) il existe un élément do G- 

défini par l’homologie Cn ©< mod ,^n-o ) , et qu’on aura 

alors (Cn,A o) = ( oi , (3. ) ; et cela, indépendamment du choix de 

K ’n . On va alors démontrer le théorème suivant :

Théorème II-- Supposons que le nombre d'intersection ait été 

défini, soit pour tous les couples de complexes cP, ap-
vt

partenant respectivement à K et K n , soit pour tous les com

plexes continus cP,D̂ -, tels que la frontière de chacun soit 

sans point commun avec l’autre . Supposons que ce nombre
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satisfasse aux conditions af.bl.o.j) , et que l'on ait 

(o< ^  p o) = ( oi t B) . Dans ces conditions, le nombre d* in

tersection est déterminé d’une manière unique .

Démons tration par récurrence sur g .

Il suffira de démontrer quson peut exprimer les nombres 

d'intersection relatifs aux dimensions (p,q) au moyen de
p q

nombres pour (p+l,q-l) „ Dans le cas où les C f D sont 

supposés sur K11, K , il suffit d’envisager le cas où ce
•p ^ T>

sont des multiples des deux cellules E , E * , duales l’une 

de l’autre . Dans le cas des complexes continus, on peut par 

la construction, faite plus haut, et qui implique seulement 

le théorème I, c’est-à-dire les propriétés a),b),Ojj) t se
» a»

ramener au cas de deux complexes pris sur une subdivision E *
*

et la duale K ,n , donc envisager seulement le cas de multiples
d * ade deux cellules E , E * , duales l’une de l’autro pour cette 

subdivision . Raisonnons par exemple dans le premier cas : 

on a à calculer ( o( çP, 6 E ; soit l’uno des cel

lules de K qui a E^ sur sa frontière : on peut la supposer

( oC EP , p E*1) = ( c* î^41 , ^ 5q ) = (-l)p+1(o< pP+1, p E q ) 

on est bien ramené à un nombre d’intersection relatif aux di

mensions (p+l,q-l) , et le théorème est démontré .

orientée de manièro que son complexe frontière P + i contienne

BP avec le coefficient +1 ; cette frontière se compose a-
» * nlors de EF et de cellules sans point commun avec E dfoù
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En même temps, on voit que le nombre dTintersection est in

variant par rapport aux transformations topologiques de la va

riété IT“*1 en elle-même qui transforment en lui-même le cycle 

Kn (la base d’homologie), et change de signe par celles qui 

la transforment en -Kn .

La même transformation par récurrence permet d’établir 

pour q quelconque, la formule Cj), évidente pour q = 0 

et qui n’avait pas encore été vérifiée pour le cas d’une va

riété En .

3.- Le théorème I maintenant acquis pour des complexes 

continus, possède l’important cas particulier suivant :

çP, p̂ , étant des cycles , le nombre d’intersection 

(çP.D^) ne change pas si on les remplace par des cycles homo

logues , En particulier, si G et G’ sont groupes de caractè

res l’un de l*8utre, (C^.D^) n ’est pas autre chose que le 

fonction bilinéaire des éléments des groupes de Betti à p di

mensions qui définit la dualité entre ces groupes .

Le théorème I a encore l’importante conséquence que 

Voici :

Le nombre d’intersection_( „ife) ne change pas si

l’on déforme d’une manière continue les coroplexee _0J_, Ty*

do telle fsçon qu;à aucun moment la frontière de l’un n? ait 

de point commun avec l'1 autre .
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Il suffit de 1g vérifier pour une déformation suffisamment 

petite : mais alors cela est un cas particulier du théorème I 

(cf.la démonstration de celui-ci) .

4.- La formule c^j) montre que le nombre 

(Cr,i>3) * t (Cr,Da)

ne change pas (comme on le voit sur le second membre) si on 

remplace Cr par un cycle quelconque Ctr ayant même fron

tière t ni (comme on le voit sur le premier membre) si on rem

place iP par D,s tel que î>s = î),a . C*est donc une fonc- 

tion de deux cycles homologues à zéro C , Tr • par défi— 

ûltion, on appelle ce nombre le coefficient d'enlacement des 

cycles ; on le note :

e (Cr,is) = (Cr,iQ) = (-l)r (Cr,I>s)

(noté par v gothique dans Hopf-Alexandroff ; par Lo dans Lefs- 

chetz ).

Ce nombre est défini pour tout couple de cycles homologues 

à zéro, sans point commun , et dont la somme des dimensions
V Jr

est n-1 . On a , pour deux tels cycles A t B

(h+k = n-1)
# «k» / •» %hk+l # le .h,e (A , B ) = ( -1 ) . e ( B , A )

comme il résulte immédiatement de c t) et c ^  ) .
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En particulier, le coefficient d’enlacement est toujours 

défini pour deux cycles Ah , Bk (h+k = n-l) sans point 

commun sur une homosphère Hn , pourvu que li et k soient

non nuls , puisque les nombres de Betti correspondants sont
, v «n-l

nuls ; il est défini aussi, sur une homosphère, pour A

quelconque, et B° = o - o' (complexe à 0 dimensions formé de 

la différence de deux points). Il est toujours défini dans 

l’espace euclidien En si l’on convient de regarder ta* .ccmp?.exo 

BKflspixxK formé d’un point o comme la différence o - oe> de ce 

point et du pqint oo sur la sphère Sn , projection stéréo- 

graphique de En ( ceci revient à considérer En comme une sphè

re S prise module le point oo , conformément au point d© 

vue de Lefschetz .

Le théorème I et ses conséquences entraînent ici divers 

théorèmes d’invariance .

Le coefficient e(A.B ) ne change pas al l’on remplace 

par un cycle , hofiiologue à dans le domaine B

complémentaire de B .

En particulier, on peut, simultanément, remplacer les 

deux cycles par des cycles qui leur soient respectivement ho

mologues dans deux domaines sans point commun. C’est là ce qui 

permet, G et G* étant en dualité l’un avec l’autre, de définir 

au moyen du coefficient d’enlacement une fonction bilinéaire 

dos éléments du groupe de Betti à h dimensions d’un ensemble
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fermé d’uno part, do ceux du groupe de Betti à k = n-h-1 

dimensions du domaine ouvert complémentaire d’autre part, 

d’où les théorèmes de dualité d’Alexandêr {cf.Chevalley,

exposés D.et E.)

Le coefficient d’enlacement ne change pas par déforma

tion continue de deux cycles . pourvu que les deux cycles 

n’aient à aucun moment de points communs ( il n’est pas exclu 

en revanche, que chacun des deux cycles vienne à. traverser 

lui-même au cours de la transformation).

Un théorème intéressant relie les nombres d’intersec

tion dans une variété à n dimens ions avec les coefficients 

d’enlacement sur des variétés à n-1 dimensions . Soit Z
A

un hémisphère sur la sphère à n dimensions , Z l’autre hé- 

misphère, leur frontière commune ; soient, sur Z ,

deux cycles C^,D^ modulo Fn , c’est-à-dire deux complexes 

dont les frontières Cp , D^ , se trouvent sur F11 ; supposons 

que Cp , D^ soient sans point commun . Dans ce cas, (si les 

sphères sont convenablement orientées ) le nombre d’intersec

tion (CP,D̂ ) pris sur zn est égal au coefflclent d’enlace

ment e (Cp.i)Q-) pris sur Fn",̂~ . Soit , en effet , Cp le 

complexe symétrique de Cp par rapport au plan de F*1"^ : il
A

q même frontière que Ĉ , donc est un cycle ;
n**3.

soit, d’autre part, D’ un complexe sur F ayant même

frontière que D̂- ; on vérifie aussitôt que ;

(CJP.D*) ss (Cp - Cp ,D<M = ( Cp - Cp ,D’̂ )
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Reste à montrer que ce dernier nombre d1 intersection, pris 

sur la sphère Zn + Zn est égal, au signe près, au nombre 

dT intersection {&,$*) pris sur F11"1 :c’est ce qu’on véri

fie facilement en remplaçant les complexes étudiés par des ap

proximations simpliciales convenables, en position générique 

et examinant séparément chaque point d* intersection . En réa

lité, ce théorème (dont nous ne nou3 servirons pas) ost vala

ble dans des conditions beaucoup plus générales ; 11 ne sup

pose guère (à part le possibilité de définir les nombres d’in

tersection et coefficients d'enlacement qui interviennent )
y. ^  MA

que le fait suivant ; tout cycle module F^” dans Z est 

homologue à zéro modulo Fn-1 . Il s’applique on particulier k 

toute"cellule combinatoire" au sens de Alexandroff-Hopf (Chap. 

VI,prg.l ,n°7, p» 245 ;cf,ib.Chap.IV prg.6,n°8-9 ).

On peut en faire le point de départ d’une définition des nom

bres d’intersection procédant par récurrence suivant n , qui 

aurait sans doute une portée plus grande que celles actuelle

ment en usage, et d'où découlerait en tous cas, une démonstra

tion d’invariance topologique (cette méthode est en gexme dans 

Lefschetz, chaptIV ,prg.6 : v.en particulier, n®58).

5.- Désormais, nous nous intéresserons exclusivement au 

cas où l’un des complexes dont on s'occupe est à zéro dimen

sions : le groupe de coefficients correspondants sera à peu
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près toujours l’anneau des entiers, l’autre groupe étant quel

conque, ou bien l’anneau des entiers modulo m , les deux grou

pes coincidant .

o étant un point, on désigne aussi par o le complexe al

gébrique défini par le point o pris avec le coefficient +1 ,

Le nombre d’intersection (C ,o) s’appelle, par définition, 

le degré topologique (on dit aussi "degré brouwérien ** , 

expression qui prête peut-être à moins de confusion ) du 

complexe Cn au point o : il est défini chaque fols que o
• „

n’est pas sur la frontière Cj . Il ne change pas :

1°- si on remplace Cn par un complexe homologue IEn - o
xx # n2°- en particulier, si on déformé C sans que C___ vienne

passer par o
# ® m

3°- si on déplacé o sans rencontrer C » c’est-à-dire qu’il 

est constant dans chacune des composantes connexes de 

En - Çn .

On peut d’ailleurs étendre la définition du degré topologique

au cas où l’on se trouve placé sur un complexe L quelconque

à n dimensions (et non plus sur une variété orientable J par

le principe de localisation suivant :

Soit Cn un complexe (algébrique continu) à n dimensions

sur L11 , o un point intérieur à un simplexe } do Ln , et

non situé sur 0n • identifions ensemble tous les points de

L qui ne sont pas intérieurs à JZ ; Ln devient une sphère 

C devient un complexe sur cette sphère ; son degré en o sera
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par définition le degré de Cn en o sur Ln (il revient au mê

me de tout considérer sur Ln modulo le comx>lexe L*n obtenu
r—  n

en retranchant de L le seul siüip?..exe ) . Il est clair

dans ces conditions que le degré de Cn en o ne change pas par 

déformation comme plus haut ; en particulier, si C est tin cy

cle, il ne change pas si on remplace C par un cycle homologue
r—  n n ‘

et il reste constant sur chaque simplexe 2_ do L : il est
r—  n q

égal au coefficient de /_ dans le cycle du complexe L

qui est homologue à C .

En r.articulier, si on revient à une variété orientable

‘¿n t si on désigne ( comme plus haut) par Kn le cycle qui

est base d'homologle sur cette variété pour la dimension n ,
r—  ̂

ce cycle contient tous les simplexes ) avec le coeffi

cient +1 ; et conformément d’ailleurs à ce qui avait été vu 

plus haut, le degré topologique 0( = (C ,o) est Indépendant 

de o et égal au nombre défini par l'homologie Cn r * K21 . 

Si, en particulier, Cn est un cycle continu, image par une 

fonction f de la base d'homologle Mn sur une deuxième varié

té orientable ÏiP , le degré Q£ est complètement défini si* 

l'on se donne l'orientation positive sur chacune de ces varié

tés: on dit que c'est le degré de la représentation f ; c'est 

cette notion (Abbildingsgrad) qui est à l'origine de toute la 

théorie .

Il est très remarquable que le degré topologique puisse
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ainsi être défini, d»une part, comme caractère d*homologie, 

d*autre part, comme invariant topologique local (C11,©) se 

rapportant au voisinage d*un point o (Cf.les observations de 

Alexandroff-Hopf, chap.XII,prg.4, n°5) . Ce double aspect 

conduit en particulier aux deux théorèmes suivants , tous 

deux très utiles dans le calcul dudegré topologique (cf,

Leray exposé B) :

Io- Soit Cn un cycle sur K n . possédant sur Kn le 

degré topologique o( = (Cn.o) : soit f une représentation 

de lün dans une autre variété orientable Ii , possédant le 

degré topologique S t alors 1* image f(Cn) du cycle C sur 

?£L aura sur M*1 le degré o< d .

Oar on a Cn oí K11 , d*où f(Cn) f(Kn)

et d’autre part fíK11) r\j S M*1

2°- Soit C = f(2n) un cycle continu sur un complexe 

Ln quelconque : soit o un point intérieur à un simplexe

de L ; supposons qu1!! y ait un seul point z de 7,____tel

que f(g) = o « que ce point soit Intérieur à un slmplexe 

à n dimensions de Zn , et que f établisse une correspondan

ce topologique entre un voisinage de z et un voisinage de o.

Alors ; (Cn.o) = - 1 .

Ce serait évident si f était une représentation Simplicia— 

le. Dans le cas général, on se servira de la méthode de Leray.
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On voit immédiatement qu’on peut , sur Ln , d'une part 

aur Zn d’autre part, identifier à un même point tout ce qui 

se trouve en dehors de deux sphères (ou simplexes) aussi pe

tites que l’on veut, entourant o et z respectivement : on est 

donc ramené à démontrer le théorème pour le cas où Z et L 

sont deux sphères , la représentation f de Zn dans L é- 

tant localement topologique au voisinage dfun certain point.

Soit dans un voisinage de o où f est topologique , 

g = f l a  transformation inverse ; représentons L sur E 

o étant envoyé à l’infini, et Zn sur un second espace eucli

dien E’n , z étant envoyé à l’infini : g devient alors une 

fonction , à valeurs dans E’n , définie au voisinage de l’in

fini dans En ; on pourra alors (cf.Leray ib.) compléter la 

définition de cette fonction partout à distance finie .

Revenons aux sphères Zn , Ln 5 on a maintenant une représen

tation f de Zn dans Ln et une g de Ln dans Zn ; fg 

est une représentation de Zn dans Z , qui, au voisinage 

de z , est la représentation identique . Par approximation 

simpliciale, on constate aussitôt que le degré de fg en z 

est +1 , donc le degré de f et celui de g (pris au moyen 

de l'anneau des entiers) sont - 1 .

De la combinaison des théorèmes 1° et 2° résulte que le 

degré topologique loéal, au signe près, est un invariant to- 

pologlque local , c* est—à—dire , est invariant par toute trans—-
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formation localement topologique .

6.« Plaçons-nous maintenant dans En (on pourrait , plus 

généralement, prendre un homosimplexe, c’est-à-dire un com

plexe ayant les propriétés d’homologie dfun 3implexe ) . 

Rappelons que, par définition, le coefficient d’enlacement 

o (An~^,o) d’un cycle An et d’un point o (non situé sur
y.

A11**1) est le coefficient e(A ~ ,o ) dans l’espace

Bn complété par adjonction du point à l’infini . Ce coeffi

cient s’appelle d’ordinaire 1’ordre du point o par rapport 

à An ; on a, par définition î

e (Cn ,o ) » {Cn,o) 

et d’autre part, quel que soit le chemin L joignant o à 

l’infini (par exemple une demi-droite) :

e (An"^,o) = (L,An"X) , 

d’où , comme pour tout coefficient d’enlacement, deux manières 

de calculer l’ordre .

On a les théorèmes d’invariance habituels . L’ordre ne
n 1

change pas par déformation continue de A ; Il est cons

tant dans chacun des domaines connexes déterminés dans Bn
a11“1 *_ , „ *n-lpar A , Il ne change pas si on remplace A par un cycle

homologue dans En - o . On a, par exemple, le théorème de Poin-
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caré-Bohl :

Soient A = ffZ*1”1) , B = g( Z11“1) , deux cycles conti

nus dans En - o , images continues d’un même cycle Zn~^ 

supposons qu’en aucun point de celui-ci, les vecteurs f, g 

nTaient des directions opposées . Alors o_a même ordre par

rapport à A et B . Car on peut déformer A dans B ; il suffit
1

pour cela de considérer le cycle image de Z ~ par la. fonc

tion (1- A ) f + 7\ g , A  variant de 0 à 1 .

Soit maintenant Sn~ la sphère de centre o dans En , 

il est évident , si on la considère comme frontière d’une 

sphère pleine orientée positivement dans En , que l’on aura;

o (S11”1^) = + 1 

Soit maintenant Cp la fonction, définie dans E n - o , qui, 

à tout point fait correspondre sa projection centrale sur 

Sn“ *̂ . An~-*- et CP (An“  ̂ ) seront homotopcs, et a for

tiori , homologues dans E - o (par le même raisonnement, 

qui conduit au théorème de Poincaré-Bohl ); d’autre part, 

on aura , sur Sn~^ : CP (A*1'"3') /v/ d Sn~^ , et

d sera le degré topologique du cycle CP ( A ” ) sur S „
/n 3 .. .n-1 . „n-1 _ nOn aura donc aussi : A d 3 dans E - o ;

d_peu t être considéré comme défini par l’une de ces doux

h o mo1o gles , et : d sera en même temps l’ordre de o 

par rapport à An**̂ , On pout donc, au moyen de co résul

tat, calculer un ordre (c’est-à-dire en définitive, un nom-
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bre d* intersection) dan3 En , au moyen d’un degré topologique,
xX '"“*1c*est-à-dlre aussi d'un nombre d ’ intersection, dan-3 S1 .

7.- De ce qui précède, résulte, entre autres applications 

le "théorème d’existence de Kronecker" :

Si une fonction f , prenant ses valeurs dans l’espace 

En, est définie sur un complexe Gn , et si l’ordre de o par 

rapport à f(Cn) n’est pas nul , on est certain qu’il y a un 

point au moins de ü/ où f » 0 .

On se rex^ortera au sujet de ce théorème et de ses exten

sions dans les espaces fonctionnels, à 1:exposé de Le ray .

Le théorème de Kronecker peut d’ailleurs être préoibé comme 

suit : Supposons que les points de tels eue f(z^) =»0

soient en nombre fini, c’est-à-dire que l’équation f = 0 

n’ait , sur Ht , que des solutions isolées ; soit d. le 

degré topologique avec lequel la partie du comploxe algébrique 

Cn qui (au besoin, après subdivision) correspond à un voisi

nage suffisamment petit de z se trouve représentée sur un 

voisinage de o ; alors on aura :

(f(Cn),o) = Y ~  d±

les d̂  doivent donc être considérés comme les multiplicités 

avec lesquelles doivent être prires les racines ẑ  de l’é

quation f(s) = 0  ; on les appelle le plus souvent les indi

ces de ces racines . Quand Cn est une somme de simplexe^
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pria avec le signe +1 , sur une variété orientable K , et par 

exemple un domaine fermé triangulable de l’espace E , l’in

dice ne dépend que de la fonction f et de l’orientation de Kn 

il peut se calculer, par exemple, comme ordre (coefficient 

d’enlacement dans E , ou degré brouwérien sur S * ).

Un autre terme est parfois en usage : Z étant une

variété orientable à n«l dimensions, f une fonction con

tinue, à valeurs dans En , définie sur 3T11"1 , ou ce qui re

vient au même, un champ de vecteurs à n composantes (ou en- 

core un système de n fonctions numériques) défini sur Z t 

soit Zn la base d'homologie à n-1 dimensions sur Z s 

elle est bien déterminée quand la variété a été orientée . 

Alors 1*ordre de o par rapport au cycle f(Z ) s’appelle 

la caraotéristique du champ de vecteurs (ou du système de n 

fonctions) f sur la variété . Si les vecteurs de deux champs 

n’ont en aucun point des directions opposées , ils ont même 

caractéristique, en vertu du théorème de Poincaré-Bohl ,

8,- Nous nous contenterons de donner, de ces principes 

généraux, les deux applications suivantes :

D’abord, le célèbre théoftème du point fixe de Brouwer

(étendu depuis lors à des espaces fonctionnels très généraux

par Birkhoff , Schauder, et en dernier lieu Tychonoff , Math.

Ann. t.III, p.767 ) ï 
v—  n

Soit / un simplexe : f . une transformation de ce
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• ■ n » n
dans lui-même , fi/ ) Cl / . Alors f possède au moins

r,— n
un point fixe z dans / , f(z) = a .

—̂  n
Considérons , en effet, sur > , le champ de vecteurs

f(z) z qui donne le déplacement de a ; supposons qu’il
ç-i—  n

ne s’annule pas sur ls frontière )__ (sinon le théorème se-
1—  n

rait démontré). Et, o étant un point intérieur à > , consi-
-4

dérons le champ de vecteurs zo . Les deux champs ont même ca-
r—  nractéristique sur 2__ , par Poincaré-Bohl ; or le second fait

r—  n
correspondre à / le simplexe symétrique par rapport à o ,

—  . r1— n
il a donc une caractéristique ¿1 sur / , donc le premier

aussi, d’où le résultat annoncé par application du théorème 

d’existence de Kronecker. Naturellement cette démonstration 

vaut pour tout volume convexe; le théorème , pour toute figu

re homéomorphe à un simplexe .

Démontrons encore le théorème de Poincaré-Brouwer :

Sur S (sphère à un nombre pair de dimensions) il n’exis

te pas de champ de vecteurs tangents sans slngularité .

Représentons S comme sphère dans ; en vertu du

théorème de Poincaré-Bohl, un champ de vecteurs tangents sans 

singularités (donc partout nuls) aurait même caractéristique 

que le champ défini par les normales Intérieures , et aussi 

que le champ défini par les normales extérieures .

Un calcul simple montre que ces champs ont des caractéristiques 

opposées. d’ailleurs évidemment égales à Î 1 , d’où contradic-
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tion. Le théorème vaut pour la sphère ordinaire (n=l) .

On le retrouvera plus tard comme conséquence de la théorie 

générale des points fixes .
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