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Ici, cette circonstance apparait tout d’abord, ¢n supposant scule-
ment connu le développement tayloricn de sinzx, ou, plus simplement
encore, cn partant de sa relation avec la fonction exponeniielle.

La fonction §(x) du n°6 est également du genre zéro, ainsi que ses
combinaisons linéaires avec d’autres fonetions analogues on des poly-
némes, etc.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATION A LA FONCTION DE BIEMANN.

34. Dansson Mémoire intitulé: Ueber die Anzahlder Primzahlen
unter ciner gegebenen Grasse (*), Riemann utilise les propriéiés de
la fonction

Z(.S‘): 1 +i;ﬁ—‘

dont I'¢tude est elle-méme ramenée a celle d’une fonction entiére £(.x)
donnée par la formule

(45) E(r)= ; — (-’L‘2+ _;')f”llf(_t)t_%cos(-;E logl) di,
\ 1

(46) W)=Y e

’analyse de Riemann repose sur ce fait que (i), considéré comme
fonction de x?, est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son Mé-
moire, mais sans démonstration suffisante.

Les recherches précédentes vont nous permettre de déterminer ¢n
toute rigueur le genre de 5(z).

(*) Riexaxs, OEuvres complétes (Ed. Weber et Dedekind), p. 136 et suiv.
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33. Nous aurons tout d’abord & développer & en série. L’intégrale
(ui figure au second membre de la formule (45) est de la forme
3(—1)*C,,2x*, oltl'ona

(7) Co == gy [ W) ooyt

o gy |
29m i 1

On aura done, en considérant £ comme fonction de x*,
(48) E(w) ___z @ x™,
[}

oit les coefficients ¢ sont donnés, a I'exception du premier, par la for-
mule

(i) ap = (= 1" (5 = Cans)-

36. Remarquons tout d’abord que la séric W(£) peut élre rempla-
cée, & un facteur fini (') prés, par son premier terme =™, On peul
3
également faire abstraction du facteur ¢ * qui est plus petit que 1.
D’aillcurs, si ¢ est un nombre positif, mais aussi petit qu’on le vou-
dra, l'inégalit¢ .
(logt)”’ < 5!
ol

134

(H0) logt < "

est vérifiée & partirde la valeur £ = m'**, du mains pour les grandes
valeurs de m; car on abien, pour m suffisamment grand,

(1 +¢)logm < e

(') Ce facteur est méme trés voisin de 1. 1l est inféricur a

e [
F o e <
| — e~ < 10000
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et de plus, en prenant les dérivées des deux membres de linégalité

(50), on trouve
2t

gl oom,
(4 m
in¢galité dont le premicr membre est décroissant tandis que ke second
est croissant et qui est verifice pour £= m'+, si m est suffisamment
grand.
Si donc, dans la formule (47), nous décomposons I'intégrale «ui

multiplie ——— en deu\, I'unc prise entre les limites 1 et m'*¢, I'antre

- 1re

~(R"~—E)m R .
entre m'* et + , la seconde sera moindre que ——_—-:—"7 c’est-a-dire

infiniment petite pour 72 infini.
La premiére sera manifestement inféricure &

Co(r + )" (logm)™,

=
ol C, est U'intégrale | ¢ ¢ * dt.
0 g

m:

+:\"* (logm)" .
C,, sera donc au plus de 'ordre de ( —~z—> ¢ -—-,--2— ce qui donne

1 2\ (logam)*m
aml < ( ) ) °

(2m)!

Il faut donc prendre (')

s(m) = ( - _?_'L)

1+¢ elogm

D’aprés ce qui précede, cette formule exprime également la loi de
croissance des racines de I'équation £(z) = o, considérée comme
dquation en z*.

Si I’'on considére # comme 'inconnue de ’équation, il faut prendre

(1) La fonction ¢ (m) ainsi définie sausfml manifestement aux conditions in-
diquées au n° 27.
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la racine carrée de 'expression précédente et 'on trouve

- kp

a1 i
(31) Pp > fosp’
on posanl

(52) h— 37z

37. Si nous voulions avoir une limite supéricure des modules des
racines successives, il faudrait commencer par trouver une limite infé-
ricure du module de a,. Or on aura une limite inférieure de C,, en
prenant lintégrale entre les limites m2'— et m'~% (o € et &' < & sont
deux nombres positifs trés petits. On trouve ainsi

3
S I
(1 —2)m(logm)m e-"n"" m D

2Mm

Con >

(m'~% — m*-*),

ce (ui peut s’éerire
(1 —z)" (logm)™
9

2" my!

Cn>

en réunissant Lous les facteurs de la forme (1 — &)™,
. C , . .
D'ailleurs le rapport = tend vers zéro; car dans I'évaluation de
m—2

ce rapport on peut, d’aprés ce que nous avons vu, considérer l'inté-
grale prise seulement jusqu’a la limite £ = m'+¢, et il vient alors

C,<C,., Lrilogim

Il en résulte que |a,| est, & un facteur constant prés, sapéricur i

. . (I — z)”"(logim)”"
(J2III-2 Ou d 22"’ (2m)! *

Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des n* 19-20 en

/f, 2 . ’ ’ 4 ’ bl !
prenant o (p) == ( P ) » ot k' est une conslante indéterminée. On a

logp
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ici z = 2 — ¢, et I'on trouve

2¢ +4z)logm’)
Iaml<[("'—7.7;n—‘-—] .

En appliquant la réduction indiquée dansla note 1 (p. 21), on ob-
tient une limite un peu moins élevée

,88 4+ <) elogm|2m
o < [ o]

Si 'on compare cette valeur 4celle qui vient d’étre trouvée pour a,,
il vient
K =7,56....

. . log Y
Felle est la quantité que F—'»"-—;’—'ie ne saurail dépasser constamment,

lorsque p grandit indéfiniment.
Lies conclusions auxquelles nous arrivons sont done les suivantes :

1 . e . . .. ..
l.e rapport -- IE%; reste /ml elsalimile superieure, pour p trifing,
fp 108

. I ¢
esl comprise endre —z el -+
. =, 4
/1
Riemann donne, ¢ntre un module g et le nombre p des racines de
maodule plus petit que g, la relation approchée

(’3'{) /} =z ;i(l()g;‘:‘_z - |)‘

Pour comparer ce résultat 4 ccux que nous venons d’obtenir, il faut
résoudre cette équation par rapport & g, ce qui se fait aisément par la
mcéthode des approximations successives. On trouve ainsi comme va-
leur approchée

de sorte que le rapport = £ devrait tendre vers --- Cetle valeur
p logp an
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est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de sorte

k) [y . . . t
(ue nous ne sommes pas a méme de décider si le coefficient Py de la
formule (33) est exact ou non.

38. Mais, ainsi que nous 'avons dit plus haat, ce point n’est pas
celui sur lequel repose le raisonnement de Riemann. C’estla détermi-
nation du genre de 5(x) qui constitue la question essentielle et les re-
cherches qui précédent en donnent immédiatement la solution.

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant towjours % ()
comme fonction de z*, son développement satisfait 4 la condition (8)
avec 2 = 2 — ¢, ct, par conséquent, A= 3 -+ &.

Dés lors, les conclusions du n°® 33 nous permettent daffirmer la
propositton suivante

La fonction %(x) (considérée comme fonction de «*) est de
genre séro.

Elle s’exprime par le produit de facteurs primaires et d’une simple
conslante, sans aucun facteur exponentiel. ‘
(Cest le résultat que nous nous proposions d'établir. /.



