
Traduction de la section 6 de l’article “Positivité de Weil et formule de trace, la place archimédienne”
d’Alain Connes et Caterina Consani, juin 2020, cette section traitant du calcul du spectre

1 Calcul du spectre de l’opérateur compact KI

Cette section est la plus élaborée de l’article : elle décrit le calcul du spectre de l’opérateur compact KI

de
xη | KIpξqy “

1
2ε1p1`q

ż log 2

´ log 2

ż

ηpxqξpx` vqpQεqpexpp|v|qqdxdv, (1)

pour un intervalle I Ă r´ log 2, log 2s de longueur log 2. En fait, nous considèrerons l’intervalle

I “
”

´
log 2

2 ,
log 2

2

ı

.

La première difficulté que nous rencontrons concerne le calcul de la fonction Qεpρq, dans la formule

Qεpρq “
ÿ λpnq

a

1´ λpnq2
Tnpρq, (2)

où
Tnpρq “ ρ1{2

ż 1

ρ´1
pDuξnqpxqpDuζnqpρxqdx` ρ

´1{2pDuξnqpρ
´1qζnp1q ´ ρ1{2ξnp1qpDuζnqpρq (3)

car dans l’équation (2) interviennent de façon compliquée des fonctions sphéroïdales prolates et leurs
dérivées. Heureusement, on peut la calculer par ordinateur du fait de la décroissance rapide

|λpnq| ď
22nπ2n` 1

2 pp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘ „ p4n` 1q´2n´ 1

2 peπq2n`
1
2 .

De plus, nous montrons dans l’appendice F (Lemme F.1) que la somme des 11 premiers termes dans la
série donne une approximation uniforme de la fonction Qεpρq jusqu’à 10´11. La seconde difficulté analysée
dans cette section est de gérer la dimension infinie de l’espace de Hilbert sur lequel l’opérateur KI agit.
Cela semble, a priori, exclure l’utilisation de la puissance de l’ordinateur pour comprendre ce spectre. Ici,
la stratégie que nous suivons consiste à utiliser notre idée originale de “q Ñ 1” qui a sous-tendu, depuis le
début, notre travail algébrique [2,3,4]. Donc, nous remplaçons le groupe multiplicatif R˚` par le sous-groupe
discret qZ , et nous approximons l’espace de dimension infinie par celui de dimension finie où l’intervalle I
(en notation additive) est remplacé par l’ensemble fini Iq de taille N „ log 2{ log q, des multiples entiers de
ω “ log q qui appartiennent à I. Il s’avère que la discrétisation naturelle de l’opérateur KI (§1.1) est une
matrice de Toeplitz et on peut rechercher numériquement son spectre (§1.2) pour voir comment il varie,
quand q Ñ 1. Ce qu’on découvre c’est que, alors que pour des intervalles de longueur un peu plus petite
que log 2 la plus grande valeur propre λmax de KI est inférieure à 1, de telle façon que NI (voir la définition
de NI dans la première proposition Prop du §1.1) est négatif, cela n’est plus vrai quand la longueur de
l’intervalle devient plus proche de log 2 (voir la Figure 1. En regardant plus précisément le spectre de KI ,
on voit que l’écart à la plus grande valeur propre reste toujours plus petit que 1 ! L’étape suivante consiste
alors à utiliser la théorie puissante des matrices auto-adjointes de Toeplitz [5,1] qui montre que le vecteur
propre ξ associé à la plus grande valeur propre remplit une sorte de “version bébé” de RH. Si l’on regarde
ξ comme une fonction à valeurs complexes ξ : Iq Ñ C en formant l’expression

ξ̃pzq “
ÿ

ξplog qjqzj P Crz, z´1s,

alors tous les zéros de cette fonction sont des nombres complexes de module 1. Ils sont au nombre de
N „ log 2{ log q. En calculant ces N racines, nous remarquons qu’elles sont distribuées comme les
pN ` 1q-ièmes racines de l’unité sauf pour la racine triviale 1. De plus, on a la symétrie : z ÞÑ z´1 due à
l’égalité ξ̃pz´1q “ ξ̃pzq. Quand on remet à l’échelle les arguments pris dans r´π, πs, en les multipliant par
pN ` 1q{2, leur forme générale converge quand q Ñ 1 (voir (10) pour les premières valeurs). La théorie
générale des matrices de Toeplitz T montre également [5] que les racines ci-dessus peuvent être utilisées
comme une transformée de Fourier discrète pour fournir la formule canonique de la matrice de Toeplitz de
plus petit rang positif λmaxId´ T , comme une combinaison linéaire à coefficients positifs dpjq de la forme

λmaxId´ T “ λmax
ÿ

dpjqepjq

trad. Denise Vella-Chemla, novembre 2020.
L’article original en anglais est à lire ici : https://arxiv.org/pdf/2006.13771.pdf.
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où les epjq sont les projections à une dimension (également des matrices de Toeplitz) associées aux racines
ci-dessus. Il s’avère que la forme générale des coefficients scalaires dpjq converge également quand q Ñ 1
(voir (13)). L’étape suivante est présentée au §1.3 et consiste à deviner, de l’approximation discrète et des
formes générales des racines et des dpjq, une fonction du paramètre continu ρ P r 1

2 , 2s qui approxime Qεpρq.
Ce choix est alors vérifié numériquement et donne, par une simple estimation, une bonne approximation
de KI et un bon contrôle de son spectre en utilisant un opérateur de rang fini (voir §1.4). Finalement, les
paragraphes 1.5 et 1.6 fournissent le calcul du spectre de cet opérateur de rang fini ainsi que le vecteur
propre de valeur propre maximale, et la preuve que l’opérateur KI devient ă 1 dans le complémentaire
orthogonal de ce vecteur. (La preuve du théorème principal (Théorème 9) peut être trouvée dans l’article
original 1 ).

1.1 Approximation discrète des intervalles variables
Nous discrétisons l’espace en remplaçant R˚` par qZ , où q ą 1 et faisons alors tendre q Ñ 1. En posant
ω “ log q, nous remplaçons l’intervalle I “ r0, as par ses intersections finies avec le réseau ωZ, dont les
éléments jω sont étiquetés par j P t0, . . . , Nu, où N est la partie entière de a{ω. Alors nous remplaçons les
intégrales par des sommes et nous considérons, dans l’espace de Hilbert de dimension finie `2pt0, . . . , Nuq,
la forme quadratique suivante qui est la version discrétisée de (6)

Qqpξq :“ ω
N
ÿ

j“0

N´j
ÿ

k“´j

ξpjqξpj ` kqpQεqpq|k|q. (4)

En suivant la proposition Prop :

Soit I Ă r´ log 2, log 2s un intervalle de longueur ď log 2.
piq L’égalité suivante définit un opérateur borné NI dans l’espace de Hilbert L2pI, dxq

xη | NIpξqy “ E`pQ`fq, f “ η˚ ˚ ξ, fpvq “

ż

ηpxqξpx` vqdx. (5)

piiq On a NI “ ´2ε1p1`q pId´KIq, où KI est l’opérateur compact défini par

xη | KIpξqy “
1

2ε1p1`q

ż log 2

´ log 2

ż

ηpxqξpx` vqpQεqpexpp|v|qqdxdv, (6)

on doit comparer Qq avec le produit intérieur 2ε1p1`q
řN
j“0 ξpjqξpjq.

On remplace (4) par
Qqpξq “ ωxξ | Tqξy,

où la matrice de Toeplitz Tq est de la forme

Tq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Qεp1q Qεpqq Qεpq2q Qεpq3q . . . QεpqN q
Qεpqq Qεp1q Qεpqq Qεpq2q . . . QεpqN´1q
Qεpq2q Qεpqq Qεp1q Qεpqq . . . QεpqN´2q
Qεpq3q Qεpq2q Qεpqq Qεp1q . . . QεpqN´3q

...
...

...
...

. . .
...

QεpqN q QεpqN´1q QεpqN´2q QεpqN´3q ¨ ¨ ¨ Qεp1q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7)

Puis on compare la plus grande valeur propre de 1
2ε1p1`qωTq avec 1 puisque cela teste la positivité de

Id´KI .
1. https://arxiv.org/pdf/2006.13771.pdf, section 6.7.
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Figure 1 : Plus grande valeur propre de 1
2ε1p1`qωTq, pour a P r0, log 2s et q “ expp10´3q.

La figure 1 montre que, pour ω “ 10´3 et q “ expp10´3q, la plus grande valeur propre de 1
2ε1p1`qωTq, i.e.

λ „ 1.05177, excède légèrement 1 quand on considère l’intervalle complet r0, log 2s.

1.2 Approximation discrète et matrices de Toeplitz
Fixons maintenant l’intervalle I “ r´ 1

2 log 2, 1
2 log 2s : symétrique et de longueur log 2. En calculant les

premières valeurs propres de la matrice de 1
2ε1p1`q

ωTq, on trouve que la valeur propre juste avant la

valeur propre la plus grande λ “ λ1 est λ2 „ 0.687925 : plutôt bien en-dessous de 1. Ainsi, le manque
de positivité de Id ´ KI est dû à un seul vecteur propre ζ. Dans la section suivante, nous utilisons la
théorie générale des matrices de Toeplitz [1,5]. Un premier résultat-clef classique dans la théorie affirme
que le vecteur propre de valeur propre maximale d’une matrice auto-adjointe de Toeplitz est d’une forme
très spéciale puisque l’équation polynomiale associée a ses racines de module 1. Dans nos notations, cela
signifie que si nous dénotons les composantes du vecteur propre ζ par ζplog qjq “ ζpjωq qui sont définies
pour |j|ω ď 1

2 log 2, et que nous posons ζ̃pzq “
ř

ζpjωqzj P Crz, z´1s, alors on a l’implication

z P C & ζ̃pzq “ 0 ùñ |z| “ 1. (8)

Quand nous avons calculé ces zéros la première fois avec la valeur de q utilisée au §1.1 (i.e. ω “ 10´3,
q “ expp10´3q), nous avons trouvé qu’en effet, ces zéros sont tous de module 1 et vérifient la symétrie z ÞÑ z̄,
cela étant dû au fait que les coefficients ζpjωq sont réels (ils respectent aussi la contrainte ζp´jωq “ ζpjωq).
Avec le choix symétrique de I “ r´1

2 log 2, 1
2 log 2s, le nombre fini N d’éléments dans I X ωZ est impair

N “ 2m ` 1 et le calcul montre que les N racines de ζ̃pzq “ 0 ressemblent aux racines N ` 1-ièmes non
triviales de l’unité, i.e. toutes sauf z “ 1. Puisqu’elles sont symétriques, ces racines peuvent être mieux
écrites sous la forme

z˘j “ exp
ˆ

˘
2πiαj
N ` 1

˙

, j “ 1, . . .m, (9)

et il s’avère que z “ ´1 est aussi une racine et qu’ainsi, elle devrait être ajoutée à cette liste de 2m
éléments.

De cette façon, on découvre que lorsque les racines sont étiquetées comme dans (9), les nombres obtenus
αj , qui dépendent du choix de q “ exppωq, se stabilisent quand q Ñ 1 et la différence αj´ j tend vers zéro
quand l’index j Ñ 8. La table suivante montre les premières valeurs α1, α2, . . ., indexées par leur partie
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entière i.e. j “ PartieEntièrepαjq :

α1 “ 1.33371 α2 “ 2.10964 α3 “ 3.07018 α4 “ 4.0524 α5 “ 5.04184
α6 “ 6.03484 α7 “ 7.02984 α8 “ 8.0261 α9 “ 9.0232 α10 “ 10.0209
α11 “ 11.019 α12 “ 12.0174 α13 “ 13.016 α14 “ 14.0149 α15 “ 15.0139
α16 “ 16.013 α17 “ 17.0123 α18 “ 18.0116 α19 “ 19.011 α20 “ 20.0104
α21 “ 21.0099 α22 “ 22.0095 α23 “ 23.0091 α24 “ 24.0087 α25 “ 25.0083
α26 “ 26.008 α27 “ 27.0077 α28 “ 28.0074 α29 “ 29.0072 α30 “ 30.007
α31 “ 31.0067 α32 “ 32.0065 α33 “ 33.0063 α34 “ 34.0061 α35 “ 35.006
α36 “ 36.0058 α37 “ 37.0056 α38 “ 38.0055 α39 “ 39.0053 α40 “ 40.0052
α41 “ 41.0051 α42 “ 42.005 α43 “ 43.0048 α44 “ 44.0047 α45 “ 45.0046
α46 “ 46.0045 α47 “ 47.0044 α48 “ 48.0043 α49 “ 49.0043 α50 “ 50.0042
α51 “ 51.0041 α52 “ 52.004 α53 “ 53.0039 α54 “ 54.0039 α55 “ 55.0038
α56 “ 56.0037 α57 “ 57.0037 α58 “ 58.0036 α59 “ 59.0035 α60 “ 60.0035

(10)

La liste ci-dessus donne une idée des valeurs numériques des αj . Les valeurs numériques précises (pour
ω “ 1{5000) ne sont pas des entiers et nécessitent davantage de chiffres.
On peut les télécharger ici lien pour télécharger les angles.
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Figure 2 : Graphe de αj ´ j.

Le second résultat-clef classique [1,5] de la théorie des matrices de Toeplitz est que pour une matrice de
Toeplitz positive T de co-rang 1 (i.e. le rang égal à la dimension de la matrice moins 1), l’allure de T dans
le cône positif est un cône basé sur un simplexe. Cela découle du fait qu’il y a une unique décomposition
de T comme somme d’éléments de rayons extrêmes du cône positif. De plus, les rayons extrêmes du cône
sont les matrices de Toeplitz (positives) de rang 1, et elles sont paramétrées (à un scalaire multiplicatif
positif près) par le cercle des unités tz P C tel que |z| “ 1u, formé par les projections epzq de rang 1. De
plus, les seuls nombres complexes de module 1 intervenant dans la décomposition T “

ř

dpjqepzjq sont
précisément les racines (les zéros) du polynôme associé au vecteur dans le noyau de T . Nous utilisons ce
résultat et l’appliquons à la matrice de Toeplitz

S “ λ Id´ 1
2ε1p1`q

ωTq (11)

(λ est la plus grande valeur propre de 1
2ε1p1`qωTq). Par construction et en utilisant la simplicité de la plus

grande valeur propre λ, la matrice de Toeplitz obtenue S est de co-rang 1 de telle manière qu’elle admet
une décomposition canonique de la forme

S “ λ
ÿ

dpjqepzjq, tzju “ tz P C | ζ̃pzq “ 0u. (12)

Nous avons calculé la liste des scalaires positifs dpjq correspondant à cette unique décomposition et avons
trouvé que quand q Ñ 1, ils se comportent similairement à des angles, i.e. quand ils sont étiquetés par les
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zj correspondant, ils convergent vers une valeur fixe.

Nous donnons un exemple des premières valeurs dans la table suivante (13), où nous utilisons le même
étiquetage que dans (10) de façon à ce que les termes se correspondent bijectivement

dp1q “ 1.17111 dp2q “ 1.12443 dp3q “ 1.05904 dp4q “ 1.03248 dp5q “ 1.02052
dp6q “ 1.01414 dp7q “ 1.01033 dp8q “ 1.00787 dp9q “ 1.00619 dp10q “ 1.005

dp11q “ 1.00411 dp12q “ 1.00344 dp13q “ 1.00292 dp14q “ 1.00251 dp15q “ 1.00217
dp16q “ 1.0019 dp17q “ 1.00167 dp18q “ 1.00148 dp19q “ 1.00132 dp20q “ 1.00119
dp21q “ 1.00107 dp22q “ 1.00097 dp23q “ 1.00088 dp24q “ 1.0008 dp25q “ 1.00073
dp26q “ 1.00067 dp27q “ 1.00062 dp28q “ 1.00057 dp29q “ 1.00052 dp30q “ 1.00048
dp31q “ 1.00045 dp32q “ 1.00042 dp33q “ 1.00039 dp34q “ 1.00036 dp35q “ 1.00034
dp36q “ 1.00031 dp37q “ 1.00029 dp38q “ 1.00027 dp39q “ 1.00026 dp40q “ 1.00024
dp41q “ 1.00022 dp42q “ 1.00021 dp43q “ 1.0002 dp44q “ 1.00018 dp45q “ 1.00017
dp46q “ 1.00016 dp47q “ 1.00015 dp48q “ 1.00014 dp49q “ 1.00013 dp50q “ 1.00013
dp51q “ 1.00012 dp52q “ 1.00011 dp53q “ 1.0001 dp54q “ 1.0001 dp55q “ 1.00009
dp56q “ 1.00008 dp57q “ 1.00008 dp58q “ 1.00007 dp59q “ 1.00007 dp60q “ 1.00006

(13)

À nouveau, ceci est juste destiné à donner une idée de ces valeurs, et (pour ω “ 1{5000), les valeurs
numériques précises contiennent davantage de chiffres.
On peut les télécharger ici lien pour télécharger les coefficients.

Pour obtenir un bon contrôle de l’opérateur compact KI , nous avons alors besoin d’approximer la fonction
pQεqpexppxqq pour tout x P r0, log 2s, et non juste seulement pour un ensemble fini de multiples de ω. Dans
la prochaine section, nous allons montrer comment la décomposition de Toeplitz ci-dessus (11) permet de
deviner une approximation efficace de la fonction pQεqpexppxqq par une somme trigonométrique finie. Il
s’avère alors que cette approximation permet, par un calcul par ordinateur, d’obtenir le contrôle souhaité.

1.3 L’approximation de base de pQεqpexppxqq

En combinant (11) et (12), la matrice de Toeplitz Tq “ 1
2ε1p1`qωTq peut être réécrite ainsi

Tq “ λ
´

Id´
ÿ

dpjqepzjq
¯

(14)

où les epzjq sont les matrices de projections sur une dimension obtenues en conjuguant la projection à une
dimension sur la fonction constante par les opérateurs unitaires

pUpαqξqpxq :“ exp
ˆ

i2παx
log 2

˙

ξpxq.

Cela suggère que l’on peut approximer la fonction χpxq :“ pQεqpexppxqq{p2ε1p1`qq dans r0, log 2s par une
expression trigonométrique de la forme

τpλ, α, d,mqpxq :“ 2λ
log 2

˜

1
2 `

m
ÿ

n“1

ˆ

cos 2πnx
log 2 ´ dpnq cos 2παnx

log 2

˙

¸

. (15)

Le fait suivant est vérifié :
La distance dans L1pr0, log 2s, dxq de la fonction χpxq :“ pQεqpexpp|x|qq{p2ε1p1`qq à
la fonction τpλ, α, d,mqpxq de (15) (pour m “ 1732, et avec les valeurs des angles αj
et des coefficients dpjq fixés ci-dessus) vérifie

2
ż log 2

0
|τpλ, α, d,mqpxq ´ χpxq|dx „ 0.00122. (16)

Démonstration : La preuve est un calcul par ordinateur de la norme dans L1pr0, log 2s, dxq de la différence
des deux fonctions. La fonction τpλ, α, d,mqpxq oscille (ces oscillations sont visibles au voisinage de log 2)
mais sinon, elle approxime très bien la fonction χpxq comme cela est montré par des calculs par ordinateur
de la L1-norme de la différence
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Figure 3 : Graphe de τpλ, α, d,mqpxq dans r0, log 2s pour m “ 1732.

Pour justifier (16), on utilise d’abord (57) de l’Appendice pour remplacer, sans aucune perte, la fonc-

tion χpxq :“ pQεqpexppxqq{p2ε1p1`qq en utilisant la contribution des 11 premiers termes de la série (56)

définissant Qε. ˝

1.4 L’approximation de KI par un opérateur de rang fini T
Ici, le but est d’estimer la forme quadratique obtenue quand on remplace la fonction χpxq par son
approximation τpλ, α, d,mqpxq.

Lemme 1. Soit f P C8c pRqev une fonction lisse paire de support contenu dans l’intervalle fermé r´ log 2, log 2s.
Alors, après avoir réarrangé l’ordre de sommation, on obtient

2
log 2

ż log 2

´ log 2

˜

1
2 `

8
ÿ

1
cos 2πnx

log 2

¸

fpxqdx “ fp0q (17)

Démonstration : L’égalité découle de l’application de la formule de Poisson. Appelons L “ Z log 2 le réseau
des multiples entiers de log 2 et LK “ Z{ log 2 le réseau dual.

La sommation par la formule de Poisson donne
ÿ

L

fpxq “
1

log 2
ÿ

LK

pfpyq, pfpyq “

ż

fpuq expp´2πiuyqdu.

Puisque f est paire et que son support est contenu dans l’intervalle fermé r´ log 2, log 2s, on a,

ÿ

L

fpxq “ fp0q, pfpyq “

ż log 2

´ log 2
expp2πiyxqfpxqdx “

ż log 2

´ log 2
cosp2πyxqfpxqdx

et la formule de Poisson donne ainsi

fp0q “ 1
log 2

ÿ

LK

pfpyq “
1

log 2
ÿ

Z

ż log 2

´ log 2
cos

ˆ

2πnx
log 2

˙

fpxqdx

ce qui donne (17). ˝
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Considérons alors l’espace de Hilbert H :“ L2pr´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s, dxq. Pour α P R, nous appelons

ξαpxq :“ plog 2q´ 1
2 exp

ˆ

2πiαx
log 2

˙

, @x P r´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s (18)

et eα “ |ξαyxξα| la projection orthogonale associée,

eαpξq “ ξαxξα | ξy, @ξ P H.

On a alors pour tout ξ, η P H, en utilisant la forme spéciale (18) du vecteur ξα

xη | eαpξqy “ xη | ξαyxξα | ξy “
1

log 2

ż

IˆI

ηpxq exp
ˆ

2πiαx
log 2

˙

ξpyq exp
ˆ

´2πiαy
log 2

˙

dxdy

de telle façon que l’on obtient

xη | eαpξqy “
1

log 2

ż log 2

´ log 2

ż

ηpxqξpx` vq exp
ˆ

´2πiαv
log 2

˙

dxdv. (19)

Le lemme suivant joue un rôle crucial dans le processus d’approximation.

Lemme 2. Appelons τpλ, α, d,mqpxq une approximation de la fonction χpxq de telle façon que la norme L1

de la différence τpλ, α, d,mq´χ soit ď ε. Alors l’opérateur compact KI de (6), pour I “ r´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s,
est à une distance normée moindre que ε de l’opérateur de rang fini

T “ λ
ÿ

nPZ

pen ´ dp|n|qeαn
q . (20)

Ici, on définit α´n “ ´αn @n et dp0q “ 0 ; alors que pour n ą m, on définit αn “ n et dpnq “ 1 de telle
façon que tous les termes dans la somme ci-dessus pour |n| ą m s’évanouissent.

Démonstration : Par (15), on a

τpλ, α, d,mqpvq “
λ

log 2

m
ÿ

´m

ˆ

exp
ˆ

´2πinv
log 2

˙

´ dp|n|q exp
ˆ

´2πiαnv
log 2

˙˙

de telle façon que, par (19), l’opérateur T de (20) sur H :“ L2pr´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s, dxq vérifie l’égalité

xη | T pξqy “

ż log 2

´ log 2

ż

ηpxqξpx` vqτpλ, α, d,mqpvqdxdv. (21)

L’opérateur compact KI de (6) vérifie la même égalité, avec χpxq à la place de τpλ, α, d,mqpxq dans
l’intégrale. Ainsi, la norme de KI ´ T est bornée par l’inégalité∣∣∣∣ ż log 2

´ log 2

ż

ηpxqξpx` vqapvqdxdv

∣∣∣∣ ď }ξ}}η} ż log 2

´ log 2
|apvq|dv (22)

qui découle de l’inégalité de Schwarz
∣∣∣∣ ż ηpxqξpx` vqdx∣∣∣∣ ď }ξ}}η}. ˝

1.5 Le vecteur propre de valeur propre maximale
Dans le but de comprendre l’opérateur de rang fini T de (20), nous construisons d’abord un vecteur ζ P H
orthogonal à tous les vecteurs ξαn pour n ‰ 0, en utilisant les conventions du Lemme 2 : i.e. pour n ą m,
nous posons αn “ n. Nous considérons d’abord le produit infini

hpzq :“
ź

ną0

ˆ

1´ z2

α2
n

˙

qui est convergent comme le produit définissant sinpπzq
πz et est, par construction, le produit de sinpπzq

πz par
une fraction rationnelle dont le rôle est de remplacer les zéros ˘n pour n P t1, . . . ,mu, par les ˘αn. Nous
considérons alors la transformée de Fourier de hpz log 2q. Nous utilisons les notations du Lemme 2.
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Lemme 3. La transformée de Fourier ψpxq “ 1
log 2

php
x

log 2 q de hpz log 2q a son support dans l’intervalle

I “ r´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s. On a Tψ “ λψ et (en utilisant les conventions du Lemme 2)

xξ0 | ψy “ plog 2q´ 1
2 , xξαn

| ψy “ 0, @n ‰ 0. (23)

Démonstration : Par construction, on a

ź

0ănďm

ˆ

1´ z2

α2
n

˙

sinpπzq
πz

“
ź

0ănďm

ˆ

1´ z2

n2

˙

hpzq. (24)

La transformée de Fourier de sinpπzq
πz

est la fonction caractéristique de l’intervalle
„

´
1
2 ,

1
2



, alors que la

transformée de Fourier du côté gauche de (24) est une distribution avec support dans l’intervalle
„

´
1
2 ,

1
2



.

Ainsi, par (24), la transformée de Fourier ph de la fonction hpzq vérifie l’équation différentielle de degré 2m

ź

0ănďm

ˆ

1` B2

p2πnq2

˙

phpxq “ 0, @x R

„

´
1
2 ,

1
2



. (25)

Puisque l’espace des solutions de cette équation différentielle est constitué des fonctions qui sont des
combinaisons linéaires des 2m fonctions trigonométriques expp˘2πinxq pour |n| ď m,n ‰ 0, on voit
que toutes ces fonctions sont périodiques de période 1 ; ainsi, puisque ph est de carré intégrable, elle doit

s’évanouir en dehors de r´ 1
2 ,

1
2 s. En remettant à l’échelle par log 2, i.e. en utilisant ψpxq “ 1

log 2
ph

ˆ

x

log 2

˙

,

on obtient que ψ a son support dans l’intervalle I “ r´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s. Par inversion de Fourier, on a pour
tout n P Z, n ‰ 0

xξαn
| ψy “ plog 2q´ 1

2

ż

I

ψpxq exp
ˆ

´
2πiαnx

log 2

˙

dx

“ plog 2q´ 1
2

ż

phpyq expp´2πiαnyqdy “ plog 2q´ 1
2hpαnq “ 0

ce qui donne (23) (puisque hp1q “ 1 ñ xξ0 | ψy “ plog 2q´ 1
2 ). Le fait que ψ soit orthogonal à tous les

vecteurs ξαn montre en utilisant (20) que Tψ “ λ
ř

Z enψ “ λψ, puisque les vecteurs ξn forment une base

orthonormée de H. ˝

Notons que la fonction ψ n’est pas normalisée. Le calcul des normes L2 donne

}ψ}2 “ plog 2q´ 1
2 }h}2, }h}2 „ 1.05143, pour m “ 1732 (26)
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Figure 4 : Graphe de ζpxq “ ψpxq{}ψ}2 dans r´ 1
2 ,

1
2 s.

L’important fait numérique est que :

Pour m “ 1732, on a : xξ0 | ζy „ 0.94865, où ζpxq “ ψpxq{}ψ}2.

1.6 Calcul du spectre de T
La première méthode pour calculer le spectre de l’opérateur T de (20) est d’approximer cet opérateur de
rang fini en utilisant la projection orthogonale P pnq sur le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
ξj , pour |j| ă n. Nous utilisons l’expression suivante du carré de la norme }ξα ´ P pnqξα}2.

Lemme 4. Soit plog Γqp2q la dérivée logarithmique de la fonction Γ, alors on a 2

}ξα ´ P pnqξα}
2 “ π´2 sin2pπαq

´

plog Γqp2qpn´ αq ` plog Γqp2qpα` nq
¯

, @α P r´n, ns (27)

Démonstration : Les composantes du vecteur ξα dans la base ξm sont données comme suit

pξαqk “
1

log 2

ż

logp2q
2

´
logp2q

2

exp
ˆ

2πipα´ kqx
log 2

˙

dx “
sinpπpα´ kqq
πpα´ kq

.

On utilise alors l’identité, pour a ă n (sin2pπpa´ nqq “ sin2pπaq)

8
ÿ

k“n

ˆ

sinpπpa´ kqq
πpa´ kq

˙2
“

sin2pπpa´ nqq

π2

8
ÿ

k“0
pn´ a` kq´2 “ π´2 sin2pπaqplog Γqp2qpn´ aq

De façon similaire, pour ´n ă a, on a

´n
ÿ

k“´8

ˆ

sinpπpa´ kqq
πpa´ kq

˙2
“ π´2 sin2pπaq

´n
ÿ

k“´8

pa´ kq´2 “ π´2 sin2pπaqplog Γqp2qpn` aq

ce qui donne (27). ˝

L’égalité
P pnqeαpP pnqξq “ xξα | P pnqξyP pnqξα “ xP pnqξα | ξyP pnqξα

donne l’estimation simple de la norme de l’opérateur

}P pnqeαP pnq ´ eα} ď 2}ξα ´ P pnqξα}.

2. Note de la traductrice : Appelée fonction digamma et souvent noté Ψ, si l’on considère la fonction gamma (Γ) comme
une généralisation de la factorielle aux complexes, la fonction digamma (Ψ) serait une généralisation des nombres harmoniques
aux complexes. Sur la toile, on trouve comme asymptote de digamma log z ´ 1{2 z ´ 1{12 z2...
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Cela permet de contrôler la norme de la différence T ´ P pmqTP pmq comme suit

}T ´ P pmqTP pmq} ď 2λ
ÿ

|n|ăm

dp|n|q}ξαn
´ P pmqξαn

}. (28)

En utilisant (27) et le comportement asymptotique

plog Γqp2qpxq “ 1
x
`

1
2x2 `O

ˆ

1
x

˙3
,

on obtient un premier contrôle de }T ´ P pmqTP pmq}. Alors, on peut calculer les valeurs propres de la
matrice de dimension finie P pmqTP pmq. Nous l’avons fait pour m “ 1733 3, après avoir divisé par λ, pour
vérifier que la plus grande valeur propre était bien 1. On peut alors obtenir la liste de ses valeurs propres ;
les premières d’entre elles, ordonnées selon un ordre décroissant sont les suivantes

t1., 0.652824, 0.027475, 0.000290146, 0.0000877245, 0.0000756436u.

Seules les trois premières valeurs propres se démarquent comme valeurs propres positives stables pour
T {λ. Après multiplication par λ, elles deviennent 4

λ “ 1.05158, λ2 “ 0.686494, λ3 “ 0.0288921. (29)

On peut aussi obtenir les composantes cn, sur la base des ξn, du vecteur propre associé à la valeur propre
λ. Ces composantes sont plus petites que 10´4 pour n ą 30 et leur graphe pour n proche de 0 (et pour n
allant un peu plus loin) est reproduit ci-dessous.

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-30 -20 -10 10 20 30

-0.003

-0.002

-0.001

0.001

0.002

0.003

Figure 5 : Graphe des composantes cn Figure 6 : Graphe des composantes cn
pour |n| ă 10. pour 7 ă |n| ă 30.

On vérifie aussi que le graphe (Figure 7) de la fonction reconstruite
ř

cnξn coïncide avec le graphe (Figure
4) du vecteur propre théorique du §1.5.

-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

Figure 7 : Graphe de la fonction reconstruite
ř

cnξn.

3. Note de la traductrice : différent du m “ 1732 des autres cas. 1732 “ 22ˆ 433 tandis que 1733 est un nombre premier.
4. Note de la traductrice : Pour λ2, 0.652824ˆ 1.05158 “ 0.686496662.
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Le fait important est que la première composante c0 „ 0.951067 est très proche de 1.

Remarque 5. Les composantes cn respectent la relation de symétrie : c´n “ cn pour tout n. En fait, la
matrice symétrique réelle de dimension finie M “ P pmqTP pmq présente même une symétrie plus poussée
selon laquelle M´i,´j “ Mi,j i.e. elle commute avec l’involution de parité. Il s’ensuit de cela que les
vecteurs propres associés aux valeurs propres simples sont pairs ou impairs (par rapport à l’involution de
parité). On trouve, par exemple, que le vecteur propre associé à la seconde valeur propre λ2 est impair,
i.e. ses composantes c1n vérifient c1´n “ ´c1n pour tout n.

Pour nos objectifs, l’estimation (28) ne garantit pas suffisamment de précision dans le calcul du spectre
de T et de plus, le besoin d’entrer la somme (20) rend les calculs très lents.

Décrivons maintenant une seconde méthode pour calculer le spectre de T qui améliore la précision.

Nous considérons une nouvelle base pζnq de H “ L2pr´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s, dxq qui n’est plus orthonormée.
Plus précisément, posons 5, avec la notation (18),

ζ0 “ ζ, ζk “

$

’

&

’

%

ξk, pour |k| ą m,
ξ´α|k| pour ´m ď k ď ´1,
ξαk

pour 1 ď k ď m.

Il est nécessaire de vérifier que les ζk, pour |k| ď m, sont linéairement indépendants et cela suffit à montrer
que les pζnq forment une base. En fait, par le Lemme 3, ζ0 “ ζ est orthogonal à tous les ζj pour j ‰ 0.
Dans cette base, le produit intérieur dans H est donné par la matrice J : Ji,j :“ xζi | ζjy.

L’opérateur
G :“

ÿ

nPZ

dp|n|qeαn
(30)

est tel que

xζi | Gζjy “
ÿ

nPZ

dp|n|qxζi | eαn
ζjy “

ÿ

nPZ

dp|n|qxζi | ξαn
yxξαn

| ζjy “
ÿ

nPZ

dp|n|qxζi | ζnyxζn | ζjy.

Lemme 6. piq Le spectre de l’opérateur T de (20) est tλmaxp1´ βjqu, où les variables βj sont les valeurs
propres de la matrice A : An,k :“ dp|k|qxζn | ζky.

piiq Prenons N ą m. Les valeurs propres de la matrice A sont approximées par les valeurs propres de la
matrice ApNq définie par : ApNqi,j “ Ai,j si |i| ď N , |j| ď N et ApNqi,j “ δi,j sinon, à une erreur près de
11 εpNq où

εpNq “ maxpepNq, e1pNqq, epNq2 “
ÿ

|j|ďN

εpj,Nq, e1pNq2 “
ÿ

|j|ďN

dp|j|q2εpj,Nq

avec εpj,Nq :“ π´2 sin2pπαjq
`

plog Γqp2qpN ´ αjq ` plog Γqp2qpαj `Nq
˘

.

piiiq Le spectre de T est contenu dans tλmaxu Y r´2, λ2s, où λ2 ď 0.772216.

Démonstration :

(i) Par (20) : T “ λmaxpId´
ř

nPZ dp|n|qeαnq “ λmaxpId´Gq, où G est donné par (30).

Soit V : `2pZq Ñ H l’application linéaire : V pδnq “ ζn @n P Z, où δn est la base canonique. On a par
définition de la matrice J (Ji,j :“ xζi | ζjy), que

xV η | V η1y “ xη | Jη1y “ xJ
1
2 η | J

1
2 η1y.

5. Note de la rédactrice : la fonction ci-dessous n’est pas définie sur s ´ 1, 1r ?
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Cela montre que U :“ V J´
1
2 : `2pZq Ñ H est un opérateur unitaire.

Le spectre deG (30) comme opérateur dans H est le même que le spectre de la matrice U˚GU “ J´
1
2LJ´

1
2 ,

où L “ V ˚GV donc

Li,j “ xδi | V
˚GV δjy “ xζi | Gζjy “

ÿ

nPZ

dp|n|qxζi | ζnyxζn | ζjy.

Le spectre de G est donc le même que celui de la matrice conjuguée LJ´1. On a

pLJ´1qi,k “
ÿ

n,jPZ

dp|n|qxζi | ζnyxζn | ζjypJ
´1qj,k “

ÿ

nPZ

dp|n|qxζi | ζnyδn,k,

puisque pour tout n P Z, on a :
ř

xζn | ζjypJ
´1qj,k “ pJ J

´1qn,k “ δn,k. Ainsi pLJ´1qi,k “ dp|k|qxζi | ζky
et cela prouve piq.

piiq Pour |n| ą m et |k| ą m, on a : dp|k|q “ 1, ζn “ ξn, ζk “ ξk, de telle façon que

An,k “ dp|k|qxζn | ζky “ δn,k.

Les éléments Ai,j ´ApNqi,j de la matrice A´ApNq sont non nuls seulement dans le domaine 6

pi, jq P r´N,N s ˆ r´N,N sc Y r´N,N sc ˆ r´N,N s.

Ainsi, l’opérateur norme de A ´ ApNq est plus petit que le maximum des normes des deux blocs corres-
pondant à r´N,N s ˆ r´N,N sc et r´N,N sc ˆ r´N,N s. À son tour, l’opérateur norme pour ces blocs est
majoré par leur norme d’Hilbert-Schmidt, dont le carré est égal à

ÿ

|i|ďN,|j|ąN

|Ai,j |
2 “

ÿ

|i|ďN

}ζi ´ P pNqζi}
2,

ÿ

|i|ąN,|j|ďN

|Ai,j |
2 “

ÿ

|j|ďN

dp|j|q2}ζj ´ P pNqζj}
2.

Puisque nous supposons N ą m, on a ζ0 “ P pNqζ0, et par (27), pour j ‰ 0, |j| ď N ,

}ζj ´ P pNqζj}
2 “ εpj,Nq :“ π´2 sin2pπαjq

´

plog Γqp2qpN ´ αjq ` plog Γqp2qpαj `Nq
¯

.

Nous obtenons ainsi le contrôle suivant sur l’opérateur norme

}A´ApNq} ď maxpepNq, e1pNqq, epNq2 “
ÿ

|j|ďN

εpj,Nq, e1pNq2 “
ÿ

|j|ďN

dp|j|q2εpj,Nq. (31)

Appelons J pNq la matrice définie par : J pNqi,j “ Ji,j si |i| ď N , |j| ď N et J pNqi,j “ δi,j sinon. Par les mêmes
arguments que ci-dessus, on obtient

}J ´ J pNq} ď epNq. (32)

Les matrices J et J pNq sont strictement positives. Soit 0 ă r ă 1 ă s tel que

SpecJ Ă rr, ss, SpecJ pNq Ă rr, ss, }A} ď s, }ApNq} ď s. (33)

Nous fournirons les valeurs numériques de r, s plus tard.

Maintenant, nous estimons la différence de normes des matrices Π “ J´
1
2AJ

1
2 et ΠN “ pJ

pNqq´
1
2ApNqpJ pNqq

1
2

qui, comme montré ci-dessous, sont toutes les deux positives. Nous utilisons l’égalité pour les opérateurs
strictement positifs X, X 1

X´
1
2 “

1
π

ż 8

0
pλ`Xq´1λ´

1
2 dλ, X´

1
2 ´X 1´

1
2 “

1
π

ż 8

0
pλ`Xq´1pX 1 ´Xqpλ`X 1q´1λ´

1
2 dλ

6. r´N,Nsc dénote le complémentaire de r´N,Ns

12



Cela donne pour X,X 1 ě r ą 0 l’estimation : }X´ 1
2 ´X 1´

1
2 } ď 1

2 r
´ 3

2 }X ´X 1}.

De manière similaire

X
1
2 ´X 1

1
2 “

1
π

ż 8

0
pλ`X 1q´1pX ´X 1qpλ`Xq´1λ

1
2 dλ

qui donne l’estimation : }X 1
2 ´X 1

1
2 } ď 1

2 r
´ 1

2 }X ´X 1}.

Alors, nous obtenons, en utilisant (33), (31), (32)

}Π´ΠN } ď }pJ
´ 1

2 ´ pJ pNqq´
1
2 qAJ

1
2 } ` }pJ pNqq´

1
2 pA´ApNqqJ

1
2 } ` }pJ pNqq´

1
2ApNqpJ

1
2 ´ pJ pNqq

1
2 q}

de telle façon que

}Π´ΠN } ď
1
2 ps{rq

3
2 epNq ` ps{rq

1
2 maxpepNq, e1pNqq ` 1

2 ps{rqepNq :“ ε1pNq. (34)

L’opérateur Id´Π est compact et auto-adjoint, puisqu’il correspond à la matrice U˚GU “ J´
1
2LJ´

1
2 .

Les opérateurs ApNq, J pNq se décomposent en sommes directes dans la décomposition

`2pZq “ `2pr´N,N sq ‘ `2pr´N,N scq

et agissent tous deux comme l’identité dans `2pr´N,N scq. Leurs actions dans `2pr´N,N sq sont données
respectivement par les matrices dp|j|qxζi | ζjy et xζi | ζjy. Ainsi, on déduit que l’opérateur J pNq est positif
et que, comme ci-dessus

ÿ

n,jPr´N,Ns

dp|n|qxζi | ζnyxζn | ζjyppJ
pNqq´1qj,k “

ÿ

nPr´N,Ns

dp|n|qxζi | ζnyδn,k,

ce qui montre qu’à la fois ApNqJ pNq et ΠN “ pJ pNqq´
1
2ApNqpJ pNqq

1
2 sont des opérateurs positifs. Ainsi,

l’opérateur Id´ΠpNq est compact et auto-adjoint.

De plus, la norme de la différence Π ´ ΠN est majorée par ε1pNq. Il découle de cela (voir [6] Théorème
1.7) que les valeurs propres λj , λpNqj de Id´ Π et Id´ ΠpNq, ordonnées dans l’ordre décroissant, vérifient
l’inégalité : |λj ´ λ

pNq
j | ď ε1pNq, @j. Mais ces valeurs propres sont les mêmes que celles des opérateurs

conjugués Id´A et Id´ApNq. Il reste à déterminer 0 ă r ă 1 ă s tel que (33) est vérifiée. Noter d’abord
que si 0 ă r ă 1 ă s sont choisis de telle façon que

SpecJ Ă rr, ss, }A} ď s, (35)

alors (33) est vérifiée puisque J pNq “ P pNqJP pNq ` p1´ P pNqq ; donc r ď J ď s implique r ď J pNq ď s.

On a également (33) puisque J pNq “ P pNqJP pNq ` p1 ´ P pNqq ; donc }ApNq} ď }A}. On prend alors
N “ 2000 et on utilise (31) et (32). Noter que la matrice ApNq n’est pas auto-adjointe et pour borner
sa norme, on utilise sa décomposition comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisy-
métrique, conjointement avec le calcul des valeurs propres des deux matrices, ce qui donne les majorants
1.533 et 0.0285 pour leurs normes. La valeur de maxpepNq, e1pNqq pour N “ 2000 est „ 0.017 ce qui
fournit la borne s “ 1.578. On trouve que les valeurs propres de J pNq, pour N “ 2000, sont à l’intérieur
de l’intervalle r0.313, 1.346s et en utilisant epNq „ 0.0145, on obtient r “ 0.299. Cela donne s{r „ 5.27 et,
par (34), ε1pNq ď 11 εpNq : la borne requise.

piiiq On utilise piiq et on prend N “ 10000. On obtient εpNq „ 0.00740487, alors que la première valeur

propre non nulle de la matrice ApNq est βpNq2 “ 0.347112. Donc par piiq, la première valeur non nulle de la

matrice A est β2 ě β
pNq
2 ´11εpNq „ 0.265658. Cela montre que la seconde valeur propre λ2 “ λmaxp1´β2q

de T vérifie λ2 ď 0.772216. ˝
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1.7 Preuve du théorème 1 de l’article original
Le calcul ci-dessus du spectre de l’opérateur compact T associé au Lemme 2 et à l’estimation (16) fournit
l’information nécessaire sur le spectre de l’opérateur compact KI , puisqu’à la fois T et KI sont auto-
adjoints. Alors, par [6] Théorème 1.7, avec leurs valeurs propres ordonnées selon un ordre décroissant et
pour ε1 » 0.00122, on a :

}KI ´ T } ď ε1, |λnpKIq ´ λnpT q| ď ε1. (36)

Ces limites permettent de transférer les résultats du §1.6 de T à KI .

À une imprécision calculatoire près que nous évaluerons plus tard, les résultats sur T sont les suivants

1) Les trois plus grandes valeurs propres de T sont fournies par (29) :

λmax “ 1.05158, λ2 “ 0.686494, λ3 “ 0.0288921.

2) Le produit intérieur de ζ avec la fonction constante 7 ξ0 est „ 0.94865.

Appelons Pζ la projection orthogonale sur ζK :“ tη P H | xζ | ηy “ 0u. La décomposition spectrale

T “ λmax|ζyxζ| `R, R ď λ2 Pζ (37)

montre que la forme quadratique associée à Id´ T est donnée, en utilisant Id “ |ζyxζ| ` Pζ , par

xξ | pId´ T qξy “ p1´ λmaxq|xζ | ξy|
2 ` xPζξ | pPζ ´Rqξy (38)

et puisque R ď λ2 Pζ , le dernier terme vérifie

xPζξ | pPζ ´Rqξy ě p1´ λ2q}Pζξ}
2. (39)

Le prochain lemme montre comment restaurer la positivité d’une forme quadratique qui est positive sur
un sous-espace de codimension 1, en lui ajoutant une forme quadratique de rang 1.

Lemme 7. Soit H un espace de Hilbert, φ, ψ P H les vecteurs unitaires et Pφ la projection orthogonale
sur φK :“ tη P H | xφ | ηy “ 0u. Soient a, b, c P R`. Alors la forme quadratique suivante sur H

Bpξq :“ ´b|xφ | ξy|2 ` a|xψ | ξy|2 ` c}Pφpξq}2

est positive si et seulement si

a` c ě b, bpa` cq ď apb` cq|xφ | ψy|2. (40)

Quand (40) est vérifiée, on a : Bpξq ě ε}ξ}2 @ξ P H, où

2ε “ a´ b` c´
`

pa` b` cq2 ´ 4apb` cq|xφ | ψy|2
˘

1
2 . (41)

Pour tout ξ P H, on a la décomposition orthogonale

ξ “ Pφpξq ` φ xφ | ξy “ Pφpξq ` eφpξq.

Appelons ψ1 “ eφpψq et ψ2 “ Pφpψq. Nous pouvons supposer que ψ2 ‰ 0 car sinon B est positif si et
seulement si a ě b. Nous pouvons supposer que le produit scalaire α “ xφ | ψy est réel. Appelons alors
E Ă H l’espace à deux dimensions engendré par φ et ψ. Puisque par hypothèse c ě 0, il s’ensuit que B

7. normalisée pour être de norme 1.
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est positif si et seulement si sa restriction à E est positive. Dans la base orthonormée de E formée par
pφ, ψ2{}ψ2}q, la matrice qui représente B est

ˆ

aα2 ´ b aαβ
aαβ aβ2 ` c

˙

, α “ xφ | ψy, β “ }ψ2}.

Elle est réelle symétrique, puisque ses valeurs propres sont réelles : les valeurs propres sont toutes positives
si et seulement si la trace et le déterminant de la matrice sont positifs. On a également : α2`β2 “ }ψ}2 “ 1.
Donc la trace est égale à a` c´ b. Le déterminant est : caα2 ´ baβ2 ´ bc “ aα2pb` cq ´ bpa` cq.

L’inégalité Bpξq ě ε}ξ}2 @ξ P H découle alors de la formule pour les valeurs propres de la matrice ci-dessus,
avec ε la plus petite d’entre elles, et l’inégalité ε ď c qui découle de

pa` b` cq2 ´ 4apb` cq|xφ | ψy|2 ´ p´a` b` cq2 “ 4apb` cq
`

1´ |xφ | ψy|2
˘

.

Finalement, pour ξ “ ξ1 ` ξ2, ξ1 P E, ξ2 P E
K, on a Bpξq “ Bpξ1q `Bpξ2q ě ε}ξ1}

2 ` c}ξ2}
2. ˝

Lemme 8. Soit NI “ ´2ε1p1`q pId´KIq l’opérateur dans H “ L2pIq, I “ r´ 1
2 log 2, 1

2 log 2s qui repré-
sente la forme quadratique associée à E` ˝Q` comme dans la Proposition 1.1. Alors, avec γ „ 2.94355,

xξ | NIpξqy ď γ|xξ0 | ξy|
2, @ξ P H. (42)

Nous travaillons d’abord avec T et appliquons le Lemme 7, avec φ “ ζ, ψ “ ξ0.

Nous déterminons le scalaire a ą 0 pour faire respecter (40) par b “ λmax ´ 1, c “ 1 ´ λ2 et le produit
intérieur des deux vecteurs donné par xζ | ξ0y.

Puisque pour les valeurs numériques ci-dessus, on a c ą b, la condition a ` c ě b est automatique. La
seconde condition de (40) est

a
`

pc` bq|xζ | ξ0y|
2 ´ b

˘

ě bc.

Pour les valeurs numériques ci-dessus, on a b „ 0.05158, xζ | ξ0y „ 0.94865. Par le Lemme 6, on a
c ą 0.227784, alors en utilisant (41), l’inégalité suivante devient vérifiée pour a „ 0.064, ε2 „ 0.00441

xξ | pId´ T qξy ` a|xξ0 | ξy|
2 ě ε2}ξ}

2, @ξ P H.

Par (36), on a }KI ´ T } ď ε1, où ε1 » 0.00122 ă ε2, ainsi

xξ | pId´KIqξy ` a|xξ0 | ξy|
2 ě pε2 ´ ε1q}ξ}

2, @ξ P H

ce qui donne (42) après une multiplication par ´2ε1p1`q. ˝

Nous pouvons finalement établir notre résultat principal :

Théorème 9. Soit g P C8c pR˚`q une fonction lisse à support dans l’intervalle r2´1{2, 21{2s et dont la
transformée de Fourier s’évanouit en ´ i

2 . Soit S la projection orthogonale de L2pRqev sur le sous-espace
des fonctions paires qui s’évanouissent ainsi que leur transformée de Fourier dans l’intervalle r´1, 1s.
Alors

W8pg ˚ g
˚q ě TrpϑpgqSϑpgq˚q ´ c |pgp0q|2, c “

4γ
log 2 . (43)
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Par le théorème 3 de l’article original 8, on a, pour f “ g ˚ g˚,

TrpϑpfqSq “W8pfq `

ż

fpρ´1qεpρqd˚ρ “W8pfq ` Epfq. (44)

Appelons kpuq :“ u
1
2

ż u

0
v´

1
2 gpvq d˚v. On a : 0 “ pgp´ i

2 q “

ż 8

0
v´

1
2 gpvq d˚v, et ainsi le support de k est

contenu dans r2´1{2, 21{2s.

De plus : k “ Y ˚ g, k˚ “ Y ˚ ˚ g˚, k ˚ k˚ “ Y ˚ ˚ Y ˚ f où, comme dans le Lemme 3.3 9, Y pρq “ 0 pour
ρ ă 1, Y pρq “ ρ

1
2 pour ρ ě 1 et Y ˚pρq “ Y pρ´1q. Ainsi, on obtient

Qpk ˚ k˚q “ g ˚ g˚ “ f, pkp0q “ ´2 pgp0q (45)

où la seconde égalité découle d’une intégration par parties de

pkp0q “
ż 8

0
kpuqd˚u “

ż 8

0

ˆ
ż u

0
v´

3
2 gpvq dv

˙

u´
1
2 du “ ´

ż 8

0
u´

3
2 gpuq2u 1

2 du “ ´2 pgp0q.

On obtient donc
ż

fpρ´1qεpρqd˚ρ “ E ˝Qpk ˚ k˚q.

Appelons ξpxq :“ kpexppxqq. On a : ξ P H “ L2pr´ 1
2 log 2, 1

2 log 2sq et en utilisant (5) de la Proposition
Prop 1.1

E ˝Qpk ˚ k˚q “ E`pQ`pξ ˚ ξ
˚qq “ xξ | NIpξqy.

Alors, par le Lemme 8, on obtient, en utilisant xξ0 | ξy “ plog 2q´1{2
pξp0q “ plog 2q´1{2

pkp0q

Epfq “ E ˝Qpk ˚ k˚q “ xξ | NIpξqy ď γ|xξ0 | ξy|
2 “

γ

log 2 |
pkp0q|2 “ 4γ

log 2 |pgp0q|
2,

ce qui donne l’inégalité souhaitée. ˝

Remarque 8 10 : Par (36), la première valeur propre λ1pKIq de KI vérifie |λ1pKIq ´ λmax| ď ε1
alors que λmax “ 1.05158 et ε1 » 0.00122. Ainsi, puisque C8c pp´ 1

2 log 2, 1
2 log 2qq est dense dans l’espace

de Hilbert H “ L2pr´ 1
2 log 2, 1

2 log 2sq, il existe un vecteur unitaire ξ P C8c pp´ 1
2 log 2, 1

2 log 2qq tel que
KIpξq „ λ1pKIqξ. Il s’ensuit de cela, en utilisant NI “ ´2ε1p1`q pId´KIq, que

xξ | NIpξqy ě 2ε1p1`qp1.05´ 1q}ξ}2 ě 0.1 ε1p1`q|xξ0 | ξy|
2

Appelons alors hpρq :“ ξplog ρq et gpρq :“ p 1
2 ´ ρBρqhpρq, de telle manière que gpρq “ ηplog ρq pour

η “ 1
2ξ ´ ξ

1. On a pgp´ i
2 q “ 0 et comme dans la preuve du théorème 9, on obtient

Epg ˚ g˚q “ E ˝Qph ˚ h˚q “ xξ | NIpξqy ě 0.1 ε1p1`q|xξ0 | ξy|
2 ą 13|pgp0q|2.

Ainsi, par (44), on obtient

W8pg ˚ g
˚q “ TrpϑpgqSϑpgq˚q ´ Epg ˚ g˚q ă TrpϑpgqSϑpgq˚q ´ 13|pgp0q|2.

Cela montre que la meilleure constante c vérifiant (43) est telle que 13<c<17.

8. https://arxiv.org/pdf/2006.13771.pdf, p. 6.
9. https://arxiv.org/pdf/2006.13771.pdf, p. 18.
10. Note de la rédactrice : Peut-être à rapprocher de la constante κ3 du théorème 3.3 égale à 14 de l’article de Aline

Bonami et Abderrazed Karoui, Bornes uniformes des fonctions d’ondes sphéroïdales et décroissance des valeurs propres, C.
R. A. S., Paris, Ser. 1, 352, 2014, p. 229-234

16

https://arxiv.org/pdf/2006.13771.pdf
https://arxiv.org/pdf/2006.13771.pdf


Appendice : Problèmes de convergence

Nous rassemblons quelques inégalités qui assurent la convergence de la série Tnpρq :

Pour ρ ą 1, on a l’égalité
Qεpρq “

ÿ λpnq
a

1´ λpnq2
Tnpρq, (46)

où

Tnpρq “ ρ1{2
ż 1

ρ´1
pDuξnqpxqpDuζnqpρxqdx` ρ

´1{2pDuξnqpρ
´1qζnp1q ´ ρ1{2ξnp1qpDuζnqpρq. (47)

Nous considérons d’abord les termes

Anpρq :“ λpnq
a

1´ λpnq2
ρ1{2

ż 1

ρ´1
pDuξnqpxqpDuζnqpρxqdx.

Nous estimons l’intégrale en utilisant l’inégalité de Schwarz∣∣∣∣ρ1{2
ż 1

ρ´1
pDuξnqpxqpDuζnqpρxqdx

∣∣∣∣ ď ˆ
ż 1

ρ´1
pDuξnqpxq

2dx

˙

1
2 ˆż 1

ρ´1
pDuζnqpρxq

2ρdx

˙

1
2

.

On a, en utilisant Dupfqpxq “ xBxfpxq

ż 1

ρ´1
pDuζnqpρxq

2ρdx “

ż ρ

1
pDuζnqpyq

2dy ď ρ2
ż ρ

1
pByζnqpyq

2dy.

Avec ζnpxq “ 1?
1´λpnq2

ηnpxq et ηn “ FeR
ξn, on obtient donc

ż ρ

1
pByζnq

2pyqdy “
1

1´ λpnq2

ż ρ

1
pByηnq

2pyqdy ď
1

1´ λpnq2 p2πq
2,

puisque Byηn est la transformée de Fourier de 2πixξnpxq dont la L2-norme est bornée par 2π. Nous
obtenons ainsi

ˆ
ż 1

ρ´1
pDuζnq

2pρxqρdx

˙

1
2

ď ρ
2π

a

1´ λpnq2
.

Pour estimer
ż 1

ρ´1
pDuξnqpxq

2dx, nous réécrivons l’égalité (48)

pWξqpxq “ ´Bpp1´ x2qBq ξpxq ` p2πxq2 ξpxq. (48)

comme suit
pWfqpxq “ ´

`

1´ x2˘ f2pxq ` 2xf 1pxq ` 4π2x2fpxq, (49)

de telle façon que puisque ξn est un vecteur propre de W (i.e. Wξn “ χ2π
2nξn), en utilisant les notations

de [7], on obtient
Dupξnqpxq “

1
2
`

1´ x2˘ ξ2npxq ` pχ
2π
2n ´ 2π2x2qξnpxq.

En supposant que n ě 3 pour assurer que χ2π
2n ě 2π2, on déduit alors

}Dupξnq} ď χ2π
2n `

1
2

ˆ
ż 1

0
pξ2npxqq

2p1´ x2q2dx

˙

1
2

.
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Grâce à [7] (Théorème 3.6), on a, en remarquant la normalisation différente du produit intérieur due à

xη | ξy :“ 1
2

ż

R

ηpxqξpxqdx “

ż 8

0
ηpxqξpxqdx, (50)

ˆ
ż 1

0
pξ2npxqq

2p1´ x2q2dx

˙

1
2

ď p2nq2 ` p6π ` 1q2n` 3p2π ` 1q2, (51)

alors que les valeurs propres χ2π
2n vérifient (voir op.cit.) : χ2π

2n ď 2np2n ` 1q ` p2πq2. Ainsi, on obtient
l’inégalité

}Dupξnq} ď 8n2 ` p6π ` 2q2n` 16π2 ` 12π ` 1

et la borne uniforme suivante (prenons ρ ď 2)

|Anpρq| ď
λpnq

1´ λpnq2 4πp8n2 ` p6π ` 2q2n` 16π2 ` 12π ` 1q, @ρ, 1 ď ρ ď 2. (52)

Nous considérons alors les termes

Bnpρq :“ λpnq
a

1´ λpnq2
´

ρ´1{2pDuξnqpρ
´1qζnp1q ´ ρ1{2ξnp1qpDuζnqpρq

¯

.

Grâce à (53) (voir [Rokhlin], Théorème 12)

|ξnp1q| ď
c

2n` 1
2 , (53)

on a |ξnp1q| ď
b

2n` 1
2 . On a également ζn “ 1?

1´λpnq2
ηn et ηn “ FeR

ξn donc

pDuζnqpρq “
1

a

1´ λpnq2
ρη1npρq ùñ |pDuζnqpρq| ď

8π
a

1´ λpnq2
, @ρ, 1 ď ρ ď 2

en utilisant l’égalité η1npρq “ ´4π
ż 1

0
sinp2πρxqξnpxqxdx et l’inégalité de Schwarz.

Par conséquent,

λpnq
a

1´ λpnq2

∣∣∣∣ρ1{2ξnp1qpDuζnqpρq

∣∣∣∣ ď λpnq

1´ λpnq2 8π
c

2p2n` 1
2 q, @ρ, 1 ď ρ ď 2.

Par
P1ηn “ P1FeR

ξn “ λpnqξn, (54)

on obtient : ηnpxq “ λpnqξnpxq, car x P r0, 1s donc, on obtient par proportionnalité

pDuξnqpρ
´1qζnp1q “

1
a

1´ λpnq2
pDuξnqpρ

´1qηnp1q “
1

a

1´ λpnq2
pDuηnqpρ

´1qξnp1q

et la borne ci-dessus η1npyq “ ´4π
ż 1

0
sinp2πyxqξnpxqxdx, appliquée pour y “ ρ´1 donne donc

|pDuξnqpρ
´1qζnp1q| ď

4π
a

1´ λpnq2

c

2n` 1
2

de telle manière que

λpnq
a

1´ λpnq2
|ρ´1{2pDuξnqpρ

´1qζnp1q| ď
λpnq

1´ λpnq2 4π
c

2n` 1
2 , @ρ, 1 ď ρ ď 2.
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Les inégalités ci-dessus donnent alors

|Bnpρq| ď
λpnq

1´ λpnq2
´

8π
?

2` 4π
¯

c

2n` 1
2 . (55)

Nous obtenons donc le

Lemme 10. piq La série (3) de l’appendice est convergente et le reste (après avoir remplacé la somme
infinie par la somme des N premiers termes) est majoré comme suit

|Qεpρq ´
N
ÿ

0

λpkq
a

1´ λpkq2
Tkpρq| ď

8
ÿ

N`1

22n`2π2n` 3
2 ppnqpp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘ (56)

où ppnq “ 16n2 ` 8p1` 3πqn` p4`
?

2q
?

4n` 1` 32π2 ` 24π ` 2.

piiq Pour N “ 10, le reste est inférieur à 2.366ˆ 10´12 pour tout ρ P r1, 2s :

|Qεpρq ´
10
ÿ

0

λpkq
a

1´ λpkq2
Tkpρq| ď 2.366ˆ 10´12, @ρ P r1, 2s. (57)

Démonstration :

piq découle de (52) et (55) qui se combinent avec

|λpnq| ď
22nπ2n` 1

2 pp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘ „ p4n` 1q´2n´ 1

2 peπq2n`
1
2 , (58)

pour amener pour n ě 3 à,∣∣∣∣ λpnq?
1´λpnq2

Tnpρq

∣∣∣∣ ď 2λpnq p|Anpρq| ` |Bnpρq|q

ď
22n`2π2n` 3

2
`

16n2 ` 8p1` 3πqn` p4`
?

2q
?

4n` 1` 32π2 ` 24π ` 2
˘

pp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘

ce qui donne (56).

piiq Pour calculer la borne supérieure du côté droit de (56) pour N “ 10, on sépare la somme en deux, en
utilisant la simple estimation ppnq ď 120n2 pour n ě 35 :

22n`2π2n` 3
2 ppnqpp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘ ď

15 22n`4n2π2n` 1
2 pp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘ , @n ě 35.

En appelant νn le côté droit de cette inégalité, on obtient la relation

νn`1{νn “
8π2pn` 1q3p2n` 1q

n2p4n` 1qp4n` 3q2p4n` 5q “
π2

16n2 `
π2

32n3 `O
`

n´4˘

et n2νn`1{νn ă 1 pour tout n ě 35. On a ν35 ď 5 ˆ 10´81, et ainsi, en utilisant la borne triviale par la
série géométrique, on obtient

8
ÿ

35
νn ď

1225
1224ν35 ď 10´80.

On calcule alors simplement les termes manquants et ils donnent
34
ÿ

11

22n`2π2n` 3
2 ppnqpp2nq!q2

p4nq!Γ
`

2n` 3
2
˘ „ 2.365ˆ 10´12

Ainsi en combinant les inégalités ci-dessus, nous obtenons (57). ˝
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Remarque 9 : Pour compléter, nous donnons une courte preuve d’une forme améliorée de (51). Comme
dans [7] (équation (3.26)), on a, en utilisant une intégration par parties, l’égalité, pour f P C8pr´1, 1s, Rq,
et c “ 2π, en utilisant (48)

ż 1

´1
pWfq2pxqdx “

ż 1

´1
p1´ x2q2|f2pxq|2dx` 2

ż 1

´1
p1´ x2qp1` c2x2q|f 1pxq|2dx`

`c2
ż 1

´1
pc2x4 ` 6x2 ´ 2q|fpxq|2dx.

En appliquant cela à f “ ξn et en utilisant Wξn “ χ2π
2nξn, on obtient

ż 1

´1
pξ2npxqq

2p1´ x2q2dx ď

ż 1

´1
pWξnq

2pxqdx` 2c2
ż 1

´1
ξnpxq

2dx,

ce qui fournit l’amélioration suivante de (51)

ˆ
ż 1

0
pξ2npxqq

2p1´ x2q2dx

˙

1
2

ď

b

pχ2π
2nq

2 ` 2c2 ď 2np2n` 1q ` p2πq2p1`
?

2q.

˝
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