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THEORIE DES NOMBRES. - Applications du calcul des probabilités auz problémes concer-
nant les nombres premiers. Théoréme de Goldbach.
Note de M. Emile Borel.

J’ai entrepris, il y a quelques années, des recherches statistiques variées sur les nombres
premiers’® et j’ai eu 'occasion d’exposer certains de leurs résultats dans mes cours. Je voudrais
résumer brievement aujourd’hui les conclusions essentielles auxquelles j’ai été conduit et les
appliquer au théoréme de Goldbach et a ses généralisations.

La conclusion générale a laquelle j’ai été conduit est la suivante : soit £ un ensemble fini
de nombres entiers ; soit N leur nombre, A et B leurs limites inférieure et supérieure ; on
supposera B < A+ /A ; soit f la fréquence moyenne des nombres premiers dans Pintervalle
B — A ; le nombre probable des nombres premiers de ’ensemble F est N f. Si la définition
de l'ensemble E, jointe aux propriétés arithmétiques les plus élémentaires, n’entraine pas la
conséquence que le nombre réel n des nombres premiers de E doive étre inférieur ou supérieur
a Nf =v, on a le droit d’appliquer le théoréme de Poisson et d’affirmer que la probabilité
pour que ce nombre (des nombres premiers de E) soit égal a n est

V’n
Pn = ﬁe
n.

-V

Par suite les valeurs de n pour lesquelles p,, serait extrémement petit, inférieur par ex-
emple & 107°0, pourront étre exclues et 'on pourra donc affirmer que n est compris entre
certaines limites n’ et n’.

Ceci s’étend aisément au cas oi, au lieu d’'un ensemble E| on en considére un nombre fini
E,Es, ..., EL.

Passons au cas ou 'on considére une infinité d’ensembles E ; désignons par py la prob-
abilité calculée, comme il vient d’étre dit, pour que le nombre n; des nombres premiers de
I'ensemble Ej, ne soit pas compris entre nj, et ny. Sila série ) pj est convergente et a une
somme inférieure & 10759, on pourra affirmer, avec une absolue certitude pratique que 1’on
a, pour toutes les valeurs de k,

ny, < np < ny.

Appliquons ce qui précede au théoréeme de Goldbach, suivant lequel tout nombre pair est
la somme de deux nombres premiers : 2a =p+p'.

Nous préciserons ce théoreme en ajoutant que I'un des nombres premiers est inférieur a
une fonction donnée ¢(a) :

P <pla) < Va.

La note originale peut étre consultée ici :
http://denisevellachemla.eu/CRAS-Borel-1941-proba-Goldbach.pdf.

LJe dois remercier M. Z. Sougarev, dont 'aide m’a été précieuse pour les computations exigeant 1’emploi
des tables de nombres premiers.
C. R. 1941, 1°* Semestre (T. 212, N° 9.)




Soit A le nombre des nombres premiers inférieurs & ¢(a) ; considérons ’ensemble E, des
nombres 2a — p’ ; cet ensemble est composé de A nombres ; si f est la fréquence des nombres
premiers dans l'intervalle 2a,2a — +/a, le nombre moyen des nombres premiers de E, serait
v, = Af ; la probabilité pour que le nombre réel des nombres premiers de F, soit nul, c’est-
a~dire pour que notre théoréme soit faux est e *=. Si donc la fonction p(a) est choisie de
telle maniere que la série

(5) Yo

. . 7. N -5 7 N . .
soit convergente et inférieure & 10759, notre théoréme sera pratiquement certain. Le nombre
« sera pris assez grand et tel cependant que le théoréme puisse étre vérifié empiriquement
pour les valeurs de a inférieures a «.

En fait, le raisonnement précédent doit étre complété, car nous sommes ici dans le cas
ol les propriétés arithmétiques élémentaires modifient la fréquence f. Lorsqu’un nombre est
choisi au hasard, la probabilité pour qu’il soit divisible par 3 est 1/3. Si p’ est un nombre
premier et si 2a est divisible par 3, la probabilité pour que 2a — p’ soit divisible par 3 est
nulle ; si 2a n’est pas divisible par 3, la probabilité pour que 2a — p’ soit divisible par 3 est
1/2. Par suite, la fréquence f devra étre diminuée si 2a n’est divisible par aucun des petits
nombres premiers impairs (de 3 & 97 par exemple) et notablement augmentée si 2a admet les
diviseurs 3, 5, 7.

Les calculs suivants ont été faits pour 1 000 000 < 2a¢ < 1 000 200. On a supposé
p’ < 10 000 et on a dénombré les nombres premiers p égaux a 2a — p’. Voici les résultats de
ce dénombrement classés d’apres les petits diviseurs premiers impairs de a.

Tous les diviseurs impairs de a sont >13 : 110, 106, 104, 115, 131, 132, 133, 121, 118, 119, 118, 112, 127,
110, 128, 108, 123, 119, 115, 124, 117, 123, 112, 113, 126, 130, 115, 116, 123, 120, 115, 115, 126, 118, 131,
131, 124, 111, 123.

13 : 137, 123, 126.
11 : 132, 137, 137.
7 . 145, 138, 143, 158, 144, 149, 144.
5 : 166, 148, 176, 160, 172, 157, 178, 160, 149, 162, 168.
a est divisible par 5et par7 ¢ 191, 211
3 . 246, 257, 234, 238, 256, 243, 237, 231, 232, 226, 226, 230, 273.
248, 254, 219, 233, 238, 231, 262, 233, 238, 267.
3et par 7 : 280, 282, 270, 278.
3et par5 . 310, 299, 345, 329, 312, 311.
3, parbet par7 : 370.

Ces résultats sont, on s’en assure aisément, tout a fait semblables & ceux que donnerait

le hasard, en ce qui concerne notamment les écarts par rapport aux valeurs moyennes?.

Pour tous ceux qui ont I’habitude des suites statistiques de nombres entiers, le caractere

fortuit de ces séries de nombres, en particulier de la premiére (les diviseurs impairs de a sont

supérieurs & 13) s'impose avec évidence?.

On constate que, si 'on prend

¢(a) = 50(loga)’,

?Des résultats absolument analogues ont été obtenus pour les nombres 2a compris entre 2 000 000 et
2 000 200.

3Nous avons tenu & donner les nombres bruts constatés ; on pourrait faciliter ’étude des séries de ces
nombres en modifiant les nombres obtenus daus les cas ou a est divisible par des petits nombres premiers de
maniere a les ramener a ce qu’ils seraient si cette circonstance ne se produisait pas ; par exemple les nombres
obtenus pour a divisible par 3 devraient étre divisés par 3 etc. On aurait ainsi 100 nombres dont la répartition
serait celle qui résulte du théoreme de Poisson, c’est-a-dire une répartition gaussienne.




en désignant par log les logarithmes vulgaires (a base 10), la condition relative a la série (S)
est satisfaite. On peut donc énoncer ce résultat : tout nombre pair 2a est la somme de deux
nombres premiers dont l'un est inférieur d 50(loga)®. La probabilité pour que cet énoncé soit
fauz est inférieure a 1070,

Bien entendu, ces démonstrations basées sur les probabilités ne peuvent étre comparées
aux démonstrations rigouseuses de la théorie des nombres. Les recherches tendant & obtenir de
telles démonstrations rigoureuses continueront a étre poursuivies car, méme si elles n’aboutis-
sent pas, elles contribuent a enrichir la science de méthodes nouvelles et de résultats souvent
intéressants.

Il serait cependant injuste de considérer comme négligeables les résultats que 'on peut
déduire du calcul des probabilités. Ils entraineront la conviction de tous ceux qui ont réfléchi
quelque peu sur la signification d’une probabilité inférieure & 10759 ou 10719 et ont compris
qu'une telle probabilité doit étre pratiquement traitée comme égale a zéro (lorsqu’il s’agit
soit d’une épreuve unique, soit d’un ensemble fini ou infini d’épreuves, considéré comme une
épreuve unique dont on a calculé la probabilité globale).

Il est & peine besoin d’ajouter que le calcul des probabilités peut étre utilisé non seule-
ment comme une méthode de démonstration, mais aussi et surtout comme un instrument de
recherche.



L’INTEGRALE DE LEONHARD EULER :
ESQUISSE HISTORIQUE SUR LA FONCTION GAMMA

PHiLip J. DAvis

A la mémoire de Milton Abramouwitz

Beaucoup de personnes pensent que les idées mathématiques sont statiques. Elles pensent
que ces idées ont trouvé leur origine a un moment donné de I’histoire passée et qu’elles res-
teront inchangées pour tous les temps futurs. Il y a de bonnes raisons a de telles croyances.
Apres tout, la formule pour I'aire du disque était 72 du temps d’Euclide et continue d’étre
7r? au jour d’aujourd’hui. Mais pour quelqu’un qui connait les mathématiques de I'intérieur,
le sujet ressemble plutét a un étre vivant. Il grandit chaque jour par accrétion de nouvelles
informations, il évolue chaque jour en s’observant lui-méme et en observant le monde selon
de nouveaux points de vue intéressants, il maintient un équilibre régulier en oubliant ce qui

n’est plus pertinent parmi ses accomplissements passés.

Le but du présent essai est d’illustrer ce processus de croissance. Nous avons choisi un ob-
jet mathématique, la fonction gamma, et montrons comment elle a évolué conceptuellement
et du point de vue de son contenu depuis ’époque d’Euler jusqu’au traité mathématique
de Bourbaki, et comment, dans sa croissance, cette fonction a participé au développement
général des mathématiques lors des deux et un quart derniers siecles. Des fonctions appelées
“fonctions mathématiques élevées”, la fonction gamma est indéniablement la plus fondamen-
tale. Elle est assez simple pour étre présentée a de jeunes gens en université mais suffisamment
profonde pour avoir amené des contributions avancées par les meilleurs mathématiciens. Et
elle est suffisamment compacte pour pouvoir étre présentée dans un bref article.

La fonction gamma est née en 1729 dans une lettre entre un mathématicien suisse qui était
a St. Petersbourg et un mathématicien allemand alors a Moscou. Le premier : Leonhard
Euler (1707-1783), alors 4gé de 22 ans, mais destiné & devenir un mathématicien prestigieux,
le plus grand mathématicien du XVIII®™ siecle. Le second : Christian Goldbach (1690-
1764), un savant, un homme possédant de multiples talents et qui correspondit avec les plus
grands penseurs de son époque. Il était une sorte de mathématicien dilettante, méme s’il fut
également ’homme qui léguerait & I’avenir un probléme de théorie des nombres si facile a
stipuler et si difficile & prouver que méme aujourd’hui, ce probléme reste comme un défi sur
I’horizon mathématique.

La naissance de la fonction gamma est due au mélange de plusieurs courants mathéma-
tiques. Le premier de ces courants est celui de la théorie de l'interpolation, un sujet tres
pratique produit essentiellement par les mathématiciens anglais du XVII®™ siecle mais dans
lequel tous les mathématiciens aimaient plonger de temps en temps. Le second courant était
celui du calcul intégral et de la construction systématique des formules de 'intégration in-
définie, un processus qui s’était régulierement développé pendant de nombreuses années. Un
certain probléme ostensiblement simple d’interpolation avait émergé et avait été étudié sans
succes par Goldbach et par Daniel Bernoulli (1700-1784) et méme plus t6t encore par James
Stirling (1692-1770). Le probléme fut posé & Euler. Euler annonga sa solution & Goldbach
dans deux lettres qui seraient le début d’une intense correspondance qui continuerait durant
toute la vie de Goldbach. La premiére lettre, datée du 13 octobre 1729 traite du probléme
de l'interpolation, tandis que la seconde datée du 8 janvier 1730 traite d’intégration et lie les
deux ensemble. Euler envoya a Goldbach une esquisse générale, mais en une année, il publia
tous les détails dans un article De progressionibus transcendentibus seu quarum termini gen-

Bureau national des unités, Washington, D. C.



erales algebraice dari nequeunt. Cet article peut maintenant étre trouvé dans le volume I de
la réimpression des Opera Omnia d’Euler.

Puisque le probleme de I'interpolation est le plus facile, commencons par celui-la. L’'une
des séquences d’entiers les plus simples qui améne une théorie intéressante est 1,1+2,1+2+
3,14+243+4,... Ce sont les nombres triangulaires, ainsi appelés parce qu’ils représentent le
nombre d’objets qui peuvent étre placés dans des tableaux triangulaires de différentes tailles.
Appelons le n-iéme nombre triangulaire T),. Il y a une formule pour 7;, que 'on apprend en
cours d’algebre : T;, = in(n+1).

Que fait précisément cette formule ? En premier lieu, elle simplifie le calcul en réduisant un
grand nombre d’additions a trois opérations fixes : une addition, une multiplication et une di-
vision. Ainsi, plutét que d’ajouter les cent premiers nombres pour obtenir Tjgp, nous pouvons
calculer T1gp = $(100)(100 + 1) = 5050. Deuxiémement, méme si cela ne fait pas vraiment

sens de demander, disons, la somme des 5% premiers nombres, la formule pour Ty 1 fournit

une valeur pour cette somme. Dans ce cas, la formule donne T5% = %(5%)(5% +1) = 17%. De
cette fagon, la formule augmente I’étendue du probléeme original & des valeurs de la variable
autres que celles pour lesquelles le probleme avait été défini au départ et résout le probleme

de linterpolation entre des valeurs élémentaires connues.

Ce type de questions, selon lesquelles on s’interroge au sujet d’une extension du sens, ont
souvent été étudides au XVII®™e et XVIII®*™® siccles. Considérons par exemple les algebres
d’exposants. La quantité a™ est définie initialement comme le produit de m nombres a. Cette
définition a un sens quand m est un entier positif, mais que peut valoir a®% 7 Le produit de
5% nombres a ? Les définitions mystérieuses a® = 1,a™/" = ¥a™, a ™ =1 /a™ qui résolvent
cette énigme et qui sont utilisées si fertilement en algebre ont été écrites explicitement pour la
premiere fois par Newton en 1676. Elles sont justifiées par une utilité qui découle du fait que
la définition ameéne & des fonctions exponentielles continues et parce que la loi des exposants
a™.a™ = a™T™ a un sens pour tous les exposants qu’ils soient des entiers positifs ou pas.

D’autres problemes de ce type se sont avérés bien plus difficiles. Ainsi, Leibniz introduisit
la notation d”™ pour la n-iéme itérée de 'opération de différentiation. De plus, il identifia d
avec [ et d™™ avec l'intégrale itérée. Il essaya alors d’amener un certain sens au symbole
d™ quand n est n’importe quelle valeur réelle. Qu’est-ce alors que la 5%—i‘eme dérivée d'une
fonction 7 Cette question a di attendre presque deux siécles pour obtenir une réponse sa-
tisfaisante.

LES FACTORIELLES
n: 1 2 3 4 5 6 7 8
n! : 1 2 6 24 120 720 5040 40320

TEST D'INTELLIGENCE
Question : Quel nombre devrait étre inséré dans la ligne du dessous
a mi-chemin entre les nombres 5 et 6 de la ligne du dessus 7

Réponse d’Euler : 287.8852. .., Réponse d’Hadamard : 280.3002

Mais retournons a notre séquence de nombres triangulaires. Si nous changeons les signes
d’additions en signes de multiplications, nous obtenons une nouvelle séquence: 1,1.2,1.2.3,.. ..
C’est la séquence des factorielles. Les factorielles sont habituellement abrégées en 1!, 2!, 3!, ...
et les cinq premieres factorielles sont 1, 2, 6, 24, 120. Elles augmentent tres vite en taille. Le
nombre 100! si on souhaite écrire tous ses chiffres a 158 chiffres. Contrairement a 1799 = 5050
qui a seulement quatre chiffres. Les factorielles sont omniprésentes en mathématiques ; on
peut difficilement ouvrir un livre d’analyse mathématique sans en trouver parsemées un peu
partout. Ceci étant dit, est-il possible d’obtenir une formule simple pour calculer les facto-
rielles 7 Et est-il possible d’interpoler entre deux factorielles 7 Que devrait valoir 5%! ? (voir



Fig. 1). C’est ce probléeme d’interpolation qui a amené a la fonction gamma, le probléeme de
linterpolation de Stirling, de Bernoulli, et de Goldbach. Comme nous le savons, ces deux
problémes sont liés, car lorsqu’on a une formule, il y a une possibilité d’intercaler des valeurs
intermédiaires parmi celles déja trouvées. Et c’est 1a qu’'une chose surprenante a lieu. Il n’y a
pas, en fait il ne peut y avoir, de formule pour les factorielles qui soit du type simple qui a été
trouvé pour T),. Cela est implicite dans le titre qu’Euler a choisi pour son article. Traduisons
le latin et nous obtenons Sur les progressions transcendantes, c’est-a-dire celles dont le terme
général ne peut étre exprimé algébriqguement. La solution a l'interpolation factorielle est a
trouver dans des processus plus profonds que la “simple algebre”. On avait besoin de proces-
sus infinis.

Pour apprécier un peu mieux le probléeme auquel Euler était confronté, il est utile d’avancer
un peu dans le temps et de formuler ce probleme selon les normes rédactionnelles d’aujourd’hui
: trouver une fonction raisonnablement simple qui prend pour valeurs celles des factorielles
1,2,6, ... sur les nombres entiers 1,2,3,.... Aujourd’hui, une fonction est une relation entre
deux ensembles de nombres qui assigne a un nombre du premier ensemble un nombre du
second ensemble. Ce qui est souligné, c’est la relation, et non la nature des régles qui servent
a déterminer la relation. Pour aider les étudiants a visualiser le concept de fonction dans sa
pleine généralité, les professeurs de mathématiques sont habitués a dessiner une courbe pleine
de torsions et discontinuités. Plus la courbe en montre, plus elle est supposée étre générale.
Etant donnés, alors, les points (1,1),(2,2),(3,6),(4,24),... et si 'on adopte le point de vue
qui vient juste d’étre proposé, le probleme de 'interpolation consiste a trouver une courbe
qui passe par les points en question. Une telle courbe est ridiculement aisée a trouver. On
peut méme trouver un nombre illimité de telles courbes différentes. Prenez simplement un
stylo et dessinez une courbe - n’importe laquelle - qui passe par les points. Une telle courbe
définit automatiquement une fonction qui répond au probléme de 'interpolation. De cette
fagon, avoir libéré la définition du concept de fonction résout trivialement le probleme, et
enrichit les mathématiques, mais vraiment trés peu. La tdche d’Euler était différente. Au
début du XVIII®™e siécle, une fonction était plus ou moins synonyme d’une formule, et par
formule, on souhaitait trouver une expression qui pourrait étre calculée par des manipulations
élémentaires faisant intervenir des additions, soustractions, multiplications, divisions, éléva-
tions & des puissances, calculs de racines, d’exponentielles, de logarithmes, différentiations,
intégrations, séries infinies, i.e. provenant des processus ordinaires de ’analyse mathéma-
tique. Une telle formule était appelée une expressio analytica, une expression analytique. La
tache d’Euler était de trouver, si possible, une expression analytique engendrée naturellement
a partir du corpus des mathématiques qui calculerait la factorielle d’'un nombre positif fourni,
mais qui continuerait d’avoir du sens pour d’autres valeurs de la variable.

11 est difficile de rendre compte précisément du cours exact de la découverte scientifique.
Ceci est particulierement vrai en mathématique lorsqu’on omet dans les livres et articles
de rendre compte des faux départs, des années initiales de bafouillements, et ou 'on peut
développer un sujet en avant ou en arriere ou sur le coté pour augmenter 'effet drama-
tique. Comme !’a dit un mathématicien renommé, un résultat mathématique doit apparaitre
tout droit sorti des cieux comme un deus ex machina pour que les étudiants le vérifient et
P’acceptent mais ne le comprennent pas. Apparemment, Euler, faisant des expériences sur
des produits infinis de nombres, eut la chance de noter que si n est un entier positif,

o[ R ]

En laissant de coté toutes les questions délicates telles que la convergence du produit
infini, le lecteur peut vérifier cette équation en éliminant tous les facteurs communs qui ap-
paraissent au numérateur et au dénominateur de I'expression du c6té gauche de 1’équation.
De plus, le coté gauche est défini (au moins formellement) pour tout n entier non négatif. Eu-




ler nota aussi que lorsque la valeur n = %1 est choisie, le coté gauche fournit (apres quelques

manipulations) le célebre produit infini du chercheur britannique John Wallis (1616-1703):

() () () =

Avec cette découverte, Euler aurait pu s’arréter. Son probléme était résolu. En effet, la
théorie complete de la fonction gamma peut étre basée sur le produit infini (1) qui s’écrit de
fagon plus conventionnelle aujourd’hui comme

) ml(m +1)"
3) Bt Dt 2. (0t m)

Pourtant, il continua. Il observa que son produit présentait le curieux phénomene suivant
: pour quelques valeurs de m, notamment les entiers, la formule donnait des entiers, alors que
pour d’autres valeurs, par exemple n = %, la formule prenait une valeur faisant intervenir 7.
Maintenant, 7 signifiait des cercles et leur carré, et les carrés signifiaient des intégrales, et
Euler était familier des intégrales qui présentaient le méme phénomene. Il chercha alors une
transformation qui l’autoriserait & exprimer son produit comme une intégrale.

11 prit 'intégrale fol 2¢(1 — x)™dz. Des cas particuliers de cette intégrale avaient été dis-
cutés par Wallis, par Newton, et par Stirling. C’était une intégrale problématique a gérer,
car l'intégrale indéfinie n’est pas toujours une fonction élémentaire de x. En supposant que
n est un entier, mais que e et une valeur arbitraire, Euler développa (1 — )" par le théoréme
binomial, et sans difficulté trouva que

b _— 12...n
) /ﬂ“‘” W= et ernsl)

L’idée d’Euler fut alors d’isoler 1.2...n du dénominateur de facon a obtenir une expres-
sion de n! comme une intégrale. 1l fit de la sorte. (Ici, nous suivons la propre formulation
d’Euler et ses notations, en marquant d’une * les formules qu’on trouve dans I’article original.
Euler notait par le signe [ l'intégrale [ ). Il substitua f/g pour e et trouva

1 n+1
211901 — 2\de — g 1.2...n
) /0 (1 —=)"d fHm+D)g (f+9)(f+2.9)...(f +n.9)

Et ainsi,

. 1.2...n :f+(n+1)g o 19gd0(1 — )"
©) TG s g = g [ 10—y

Il observa qu’il pouvait isoler le 1.2...n s’il supposait f = 1 et ¢ = 0 dans le membre
gauche, mais que s’il faisait ainsi, il obtiendrait du c6té droit une forme indéterminée qu’il
écrivit étrangement comme

(1)

0n+1

/ M 0dz(1 — )"

Hci, il y a une petite erreur : dans la premiére page de larticle d’Euler derriére ce lien
http://denisevellachemla.eu/De_ progressionibus_ transcendentibus_ seu_ quarum__termini_ generales.pdf,
Euler indique que c’est pour la valeur 2 que le cété gauche vaut le produit infini de Wallis ; pour n =

s

Euler aboutit de plusieurs maniéres a la valeur 7, 'aire d’un disque dont le diametre vaudrait 1.

1
2



Il procéda alors ainsi pour trouver la valeur de expression (7)*. D’abord, il remplaga z
par z9/(f+9) Cela lui donna

])* S VAR
(®) f+g @

a la place de dx et ainsi, le membre droit de (6) devient

. f+n+1)g g n
(9) pres = d;r — z9/UHyn,

Une fois de plus, Euler fit un essai d’affectation f = 1,9 = 0 en ayant, on le suppose,
d’abord réduit l'intégrale a

(f+gm Jo \ g/(f+9) ’
et cela 'amena a 'indéterminée

_ .770 n
(11)* /dm(loin).

11 considéra alors I’expression liée (1 — z7%)/z lorsque z s’annule. 11 différencia le numéra-
teur et le dénominateur, comme il dit, par la régle (de 'Hospital) connue et obtint

—x*dzl
(12)* 7xd =2 (lx = log ),
z
qui pour z = 0 produit —lz. Ainsi,
(13)* (1—-2%/0=—lz
et
(14)* (1 — 20" /0" = (—iz)™.

Il conclut alors que

(15) n!:/o (—log x)"dx.

Cela lui donna ce qu’il voulait, une expression pour n! comme une intégrale dans laquelle
des valeurs autres que des entiers positifs peuvent étre utilisées. Le lecteur est encouragé a
formuler ses propres critiques de la dérivation d’Euler.

Les étudiants en calcul avancé rencontrent en général I'intégrale d’Euler pour la premiere
fois sous la forme

(16) I'(z) :/ et e=2.71828....
0



Cette modification de l'intégrale (15) ainsi que la lettre grecque I' sont dues & Adrien
Marie Legendre (1752-1833). Legendre appelle 'intégrale (4) avec laquelle Euler a com-
mencé sa dérivation la premiére intégrale Eulérienne et (15) la seconde intégrale Eulérienne.
La premiere intégrale Eulérienne est actuellement connue sous le nom de fonction Beta et
elle s’écrit maintenant conventionnellement ainsi

(17) B(m,n) :/0 2™ 1 — 2)" .

Avec les outils disponibles de calcul avancé, il est facile d’établir (comme les grandes
avancées passées nous semblent compréhensibles et dupliquables !) que I'intégrale a un sens
quand z > 0 et qu’elle permet la définition d’une certaine fonction I'(z) pour ces valeurs. De
plus,

(18) T(n+1) =nl

deés que n est un entier positif?. On établit donc de 1a pour tout z > 0

(19) zl(z) =T(z+1).

C’est a cause de cette équation qu’on appelle cette relation la relation de récurrence de
la fonction gamma et dans les années qui ont suivi Euler, elle a joué, comme nous allons le
voir, un role de plus en plus important dans sa théorie. Ces faits, ainsi que les relations entre
les deux types d’intégrales d’Euler

(20) B(m,n) = T(m)l'(n)/T'(m +n)

et les formules trés importantes de Stirling.

(21) [(x) ~ e ®x® 12, /(2n),

qui nous donnent une expression approchée relativement simple pour I'(z) ou z est grand,
sont & peu pres tout ce que les étudiants en calcul avancé apprennent de la fonction gamma.
Chronologiquement parlant, cela les place a peu pres en 'an 1750. Le jeu vient tout juste de
commencer.

De la méme fagon que le simple désir d’étendre le calcul de la factorielle a des valeurs
entre les entiers ont amené la découverte de la fonction gamma, le désir de ’étendre a des
valeurs négatives et complexes a amené son développement ultérieur et son interprétation
plus profonde. Un questionnement naif, un jeu sans inhibition avec les symboles peut avoir
6té & sa toute premiére origine. Quelle est la valeur de (=51)1? Quelle est la valeur de /=117
Dans les premiéres années du XIX™¢ siecle, 'action s’est élargie et déplacée dans le domaine
complexe (I'ensemble de tous les nombres de la forme z + iy, ot i = /—1, et c’est alors la
théorie des fonctions d’une variable complexe qui allait devenir un des chapitres majeurs des
mathématiques. Le déplacement vers le plan complexe a été initié par Karl Friedrich Gauss

2La notation de Legendre déplace ’argument. Gauss a introduit une notation 7(x) dégagée de ce défaut, la
notation de Legendre a gagné, mais elle continue de tourmenter de nombreuses personnes. On peut rencontrer
toutes les notations I', 7, et ! de nos jours.



(1777-1855), qui commenga avec le produit d’Euler comme point de départ. Des noms trés
illustres sont maintenant impliqués et non pas une seule étape d’actions mais de nombreuses
étapes. Il serait trop long de citer et décrire chacune des étapes qui furent parcourues. Nous
nous contenterons d’une large esquisse.

Trois éléments importants sont maintenant connus : 'intégrale d’Euler, le produit d’Euler,
et la relation fonctionnelle ou de récurrence zI'(x) = I'(z + 1), & > 0. Cette derniére est
la généralisation du fait arithmétique élémentaire que pour les entiers positifs, (n + 1)n! =
(n + 1)I. C’est une relation particulierement utile d’autant plus qu’elle nous permet de
I’appliquer autant de fois que nécessaire pour réduire le probleme de I’évaluation d’une fac-
torielle d’un nombre quelconque compris entre 0 et 1. Ainsi, si nous écrivons n = 4% dans la
formule ci-dessus, nous obtenons (41 +1)! = 51(43)!. Si nous pouvions seulement trouver ce
que vaut (41)!, alors nous saurions ce que vaut (53)!. Ce procédé de réduction a des nombres
plus petits peut toujours étre appliqué et amene a

(22) (53)! = (3/2)(5/2)(7/2)(9/2)(11/2)(1/2)!

et puisque nous avons (3)! = /7 de (1) et (2), nous pouvons calculer notre réponse.
Un tel dispositif est évidemment tres important pour qui doit effectuer des calculs avec
la fonction gamma. D’autres informations peuvent étre obtenues de la relation de récur-
rence. Bien que la formule (n + 1)n! = (n + 1)! comme condensé de l'identité arithmétique
(n+1).1.2...n = 1.2...n.(n + 1) n'ait du sens que pour n = 1,2, etc., des insertions &
l’aveugle d’autres valeurs produisent des résultats intéressants. Ainsi, en insérant n = 0, on
obtient 0! = 1. Avec successivement n = —5%, n = —4%, ... et en réduisant vers le haut, on
découvre

(23) (=53)! = (2/1)(=2/1)(=2/3)(—2/5)(—2/T)(—2/9)(1/2)!

Puisque nous connaissons déja la valeur de (%)!, nous pouvons calculer (53)!. De cette

maniere, la relation de récurrence nous permet de calculer les valeurs des factorielles de nom-
bres négatifs.

En retournant maintenant a l'intégrale d’Euler, on peut montrer que pour les valeurs de
la variable inférieures a 0, les théoréemes habituels de I'analyse ne suffisent pas a attribuer un
sens & l'intégrale, car elle est divergente. De 'autre c6té, elle a du sens et elle fournit une
valeur si on substitue & x n’importe quel nombre complexe de la forme a + bi avec a > 0.
Avec de telles substitutions, I'intégrale devient alors une fonction a valeur complexe qui est
définie pour tous les nombres complexes dans la moitié droite du plan et qui coincide avec
la fonction gamma ordinaire pour les valeurs réelles. Le produit d’Euler est méme plus fort.
Avec comme exceptions 0, —1,—2,..., tout nombre complexe quel qu’il soit peut étre inséré
comme variable et le produit infini converge alors, fournissant une valeur. Ainsi il apparait
que nous avons a notre disposition un certain nombre de méthodes, conceptuellement et
opérationnellement différentes pour étendre le domaine de définition de la fonction gamma.
Ces différentes méthodes fournissent-elles le méme résultat 7 Oui, mais pourquoi ?

La réponse peut étre trouvée dans la notion de fonction analytique. C’est le point fo-
cal de la théorie des fonctions a variable complexe et une excroissance de ’ancienne notion
d’expression analytique. Comme nous ’avons insinué, les mathématiques de I’époque étaient
vagues a propos de cette notion, I’expression signifiant alors fonction que I’on rencontre d’une
fagon naturelle en analyse mathématique. Quand plus tard, J. B. J. Fourier (1768-1830) a
découvert que les fonctions de portée générale et les fonctions avec des caractéristiques dé-
plaisantes pouvaient étre produites par une superposition infinie de sinus et cosinus ordinaires,



il devint clair que le critére tel que le fait de “rencontrer de telles fonctions de maniére na-
turelle” devait étre oublié. La découverte a simultanément forcé un élargissement de 1'idée
de fonction et un rétrécissement de ce que recouvrait la notion de fonction analytique.

Les fonctions analytiques ne sont pas si arbitraires dans leur comportement. Au con-
traire, elles possedent de forts liens internes. Définies treés précisément comme des fonctions
qui possedent une dérivée complexe ou de maniere équivalente comme des fonctions qui
possédent des expansions en séries de puissances ag + a1(z — 2zg) +az(z — 29)2 +. . ., elle mon-
trent le phénomene remarquable d’“action a distance.”. Cela signifie que la détermination du
comportement d’une fonction analytique sur tout intervalle aussi petit soit-il est suffisante
pour entrainer la possibilité de déterminer son comportement partout ailleurs ; son domaine
potentiel de définition et ses valeurs sont théoriquement obtenables a partir de cette infor-
mation. Les fonctions analytiques, de plus, obéissent au principe de permanence de relations
fonctionnelles ; si une fonction analytique satisfait dans certaines parties de son domaine de
définition une certaine relation fonctionnelle, alors elle doit le faire partout ot elle est définie.
Inversement, une telle relation peut étre utilisée pour étendre la définition aux régions in-
connues. Notre compréhension du processus de prolongement analytique, selon la fagon dont
ce phénomeéne est connu, est basé sur le travail de Bernhard Riemann (1826-1866) et Karl
Weierstrass (1815-1897). La fonction a valeurs complexes qui résulte de la substitution de
nombres complexes dans 'intégrale d’Euler est une fonction analytique. La fonction qui
provient d'un produit eulérien est une fonction analytique. La relation de récurrence pour
la fonction gamma si elle est satisfaite dans une région doit 1’étre dans toute autre région
dans laquelle la fonction peut étre “prolongée” analytiquement et peut par exemple étre util-
isée pour effectuer de telles extensions. Toutes les portions du plan complexe, a ’exception
des valeurs 0, —1,—2,... sont accessibles par la fonction gamma complexe qui est devenue
l'unique extension analytique de l'intégrale d’Euler aux valeurs complexes (voir Fig. 3).

THE GaMMA Funcrion
/ 5 /
} A

Pour comprendre pourquoi certains points doivent étre exclus, observons que I'(z) =
I'(z+1)/z, et lorsque z tend vers 0, nous obtenons I'(0) = 1/0. Cela vaut +00 ou —oo selon
que 0 est approché par des valeurs positives ou négatives. L’équation fonctionnelle (19) induit
alors ce comportement encore et encore a chaque entier négatif. La fonction gamma (réelle)
comprend un nombre infini de portions déconnectées s’ouvrant vers le haut et vers le bas
alternativement. Les portions correspondant a des valeurs négatives sont chacune resserrées
en une bande infinie d’'une unité de large, mais la plus grande portion qui correspond aux



x positifs et qui contient les factorielles est de largeur infinie (voir Fig. 2 3). Ainsi, il y a
des points exclus pour la fonction gamma, ces points auxquels elle montre du point de vue
ordinaire (des variables réelles) un comportement plutdt déplaisant et capricieux.

THE ABSOLUTE VALUE OF THE COMPLEX GAMMA FUNCTION, EXHIBITING THE POLES AT
THE NEGATIVE INTEGERS
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Mais du point de vue complexe, ces points au comportement singulier (singulier au sens
de Sherlock Holmes) méritent une étude particuliére et deviennent une part importante de
I’histoire. Dans les images de la fonction gamma complexe, ils se présentent comme une
rangée infinie de “stalagmites,” chacune de hauteur infinie (celles sur la figure sont néces-
sairement tronquées) qui deviennent de plus en plus aigues comme elles vont vers l'infini (voir
Fig. 3%). On les appelle des poles. Les poles sont des points ot la fonction a un comportement
infini de type spécialement simple, un comportement ressemblant a celui de fonctions simples
telles que ’hyperbole y = 1/z en x = 0 ou de y = tan x en x = 7/2. La théorie des fonctions
analytiques s’intéresse spécialement a ce comportement singulier, et consacre beaucoup de
pages a 1’étude des singularités. Les fonctions analytiques posseédent de nombreuses sortes
de singularités et celles qui n’ont que des poles sont appelées méromorphes. Il y a aussi des
fonctions qui ont assez de chance pour n’avoir aucune singularité pour des arguments finis.
De telles fonctions forment une élite et sont connues sous le nom de fonctions entiéres. Elles
sont semblables & des polynémes tandis que les fonctions méromorphes sont semblables & des
quotients de polyndmes. La fonction gamma est méromorphe. Son inverse, 1/T'(z), n’a au
contraire aucun point exclus. Elle ne présente de probléme nulle part. Aux points 0,1,2, ...,
elle s’annule simplement. Et une valeur de 0 qui advient une infinité de fois, rappelle forte-
ment la fonction sinus.

Lors du réveil par ’extension au domaine complexe, de nombreuses identités remarquables
surgissent, et méme si certaines d’entre elles peuvent étre et furent obtenues sans référence
au plan complexe, elles acquiérent une signification plus profonde et plus riche lorsqu’on les
regarde selon ce point de vue étendu. Il y a la formule de réflexion d’Euler

(24) I'(z)'(1 - z) = x/sin 7z.

3De H. T. Davis, Tables des fonctions mathématiques supérieures, vol. I, Bloomington, Indiana, 1933.
4De : E. Jahnke et F. Emde, Tafeln hoherer Funktionen, 4°™¢ éd., Leipzig, 1948.



Il peut étre facilement montré, en utilisant la relation de récurrence de la fonction gamma,
que le produit I'(2)I'(1 — z) est une fonction périodique de période 2 ; mais malgré le fait que
sinmz est une des fonctions périodiques les plus simples, qui aurait pu anticiper la relation
(24) 7 Qu’est-ce que la trigonométrie, aprés tout, a a voir avec la séquence 1, 2, 6, 24 par
laquelle la discussion dans son ensemble a commencé ? C’est un bel exemple des formes déli-
cates qui rendent les mathématiques de cette période si magiques. Du point de vue complexe,
une raison partielle de cette identité provient de la similarité entre les zéros de la fonction
sinus et les poles de la fonction gamma. On a la formule de duplication

(25) ['(2z) = (2m)~V/22% 120 () (2 + 3)

découverte par Legendre et étendue par Gauss dans ses recherches sur la fonction hyper-
géométrique a la formule de multiplication

(26) T(nz) = (2m)!/20=Mnn== 120 ()0 (z + %) r (z + %) T (w)

n

Il y a de jolies formules pour les dérivées de la fonction gamma comme

1 1 1
2 d?logT dz? = —
(27) og I'(z)/dz e + Gr1)? + G1ope +

Voici l'exemple d’'un type de séries infinies & partir desquelles G. Mittag-Leffler (1846-
1927) créa plus tard sa théorie des développements des fonctions méromorphes en fractions
partielles. Il y a une relation étroite entre la fonction gamma et la fonction zeta qui a été
d’une importance fondamentale dans 1’étude de la distribution des nombres premiers,

(28) C(z)=¢(1—-2)T(1 - z)2z7rz_1sin%7rz7
ol

1 1
(29) C(z):1+27+37+....

Une histoire intéressante est attachée a cette formule. Elle a d’abord été démontrée par
Riemann en 1859 et elle lui a été attribuée par convention. Puis en 1894, on a découvert
qu’une version modifiée de l'identité apparaissait dans un certain travail d’Euler effectué en
1749. Euler n’avait pas revendiqué d’avoir prouvé la formule. Pourtant, il la “vérifia” pour
les entiers, pour %, et pour 3/2. La vérification pour % se fait par substitution directe, mais
pour toutes les autres valeurs, Euler travaille avec des séries infinies divergentes. Cela a
été fait plus de 100 ans avant que ne naisse une théorie solide sur ces séries, mais avec une
intuition infaillible, Euler réussit a les ajouter par ce que ’on appelle de nos jours la méthode
de sommation d’Abel. Le cas 3/2 est encore plus intéressant. La, en invoquant a la fois les
séries divergentes et I’évaluation numérique, il réussit a obtenir un accord numérique jusqu’a
la cinquiéme décimale ! Tout ce travail le convainquit de la vérité de son identité. Les preuves
modernes rigoureuses n’ont pas besoin de la théorie des séries divergentes, mais les notions
de prolongement analytique sont cruciales.

Pour I'unité essentielle de la fonction gamma sur la totalité du plan complexe, il est

théoriquement et esthétiquement important d’avoir une formule qui marche pour tous les
nombres complexes. Une telle formule a été fournie en 1848 par F. W. Newman :
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(30) 1T (z) =z {(1+2)e *} {(1 + 2/2)e”*/2} ..., on v =.5772156649....

Cette formule est essentiellement une factorisation de 1/T'(2) et est proche d’une factori-
sation de polynomes. Elle montre clairement quand la fonction s’évanouit. En annulant
chaque facteur, on trouve que 1/T'(z) est nul pour z = 0,z = —1,z = —2,.... Dans les
mains de Weierstrass, ce résultat est devenu le point de départ de son étude particuliere de
la fonction gamma. Weierstrass était intéressé par la maniére dont des fonctions autres que
polynomiales peuvent étre factorisées. Un certain nombre de factorisations isolées étaient
alors connues, la formule de Newman (30) et la factorisation plus ancienne du sinus

(31) sin 7z = mz(1 — 22) (1— Z:) (1—292>

en font partie. La factorisation des polynémes est surtout un sujet algébrique mais 1’extension
a des fonctions comme la fonction sinus ont une infinité de racines qui nécessitent la construc-
tion d’une théorie des produits infinis. En 1876, Weierstrass réussit a produire une théorie
extensive des factorisations qui incluait les cas particuliers bien connus des produits infinis,
ainsi que ceux des fonctions doublement périodiques.

La formule (30) fait bien plus que simplement montrer les racines de 1/I'(z).

Elle montre immédiatement que l'inverse de la fonction gamma est une fonction beau-
coup moins difficile a traiter que la fonction gamma elle-méme. C’est une fonction entiére,
c’est-a-dire une de ces fonctions particuliéres qui ne posseédent aucune singularité quels que
soient ses arguments finis. Weierstrass était si étonné par les avantages gagnés & commencer
par 1/T'(2) qu’il introduisit une notation spéciale pour elle. Il appela 1/T'(u+1) la factorielle
de u et la nota Fe(u).

La théorie des fonctions d’une variable complexe unifie tout un fatras de courbes et un
patchwork de méthodes. C’est dans cette théorie, avec ses études hautement développées des
séries infinies de différents types, que furent effectuées les tentatives malheureuses de Stirling
de résoudre le probléeme de l'interpolation pour les factorielles. Stirling réalisa un travail
considérable sur les séries infinies de la forme

A+ Bz+Cz(z—1)+Dz(z—1)(z—2)+....

Cette série est particulierement utile pour s’adapter a des polynémes dont les valeurs sont
données aux entiers s = 0,1,2,.... La méthode pour trouver les coefficients A, B, C, ... était
bien connue. Mais quand une quantité infinie d’adaptation est nécessaire, il faut bien plus
qu’un simple travail formel, car nous sommes alors face & une série infinie de bonne foi dont
la convergence doit étre analysée. En commencant par la série 1,2, 6,24, ..., Stirling trouva
des polynémes d’interpolation a travers les séries ci-dessus. La série infinie résultante est
divergente. Les factorielles grossissent trop vite. Stirling le réalisa et émit la suggestion que
peut-étre que si 'on commencgait avec les logarithmes des factorielles au lieu des factorielles
elles-mémes, la taille serait suffisamment amoindrie pour qu’on puisse faire quelque-chose.
Les choses en restérent la jusqu’a 1900 lorsque Charles Hermite (1822-1901) écrivit la série
de Stirling pour log I'(1 + z)

2(2-1)
1.2

Az D=2

(32) logT'(1+2) = log 2 + z 123 (log 3 —2log 2) + ...

et montra que cette identité est valide a chaque fois que z est un nombre complexe de la forme
a + ib avec a > 0. L’identité elle-méme aurait pu étre réécrite par Stirling, mais trouver la
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preuve aurait été une autre histoire. Un point de départ bien plus simple est la fonction
¥(z) = (d/dz) log I'(z), maintenant connue sous le nom de fonction digamma ou psi. Cela
amene a la série de Stirling

(z-D(E=2) (-DE=-2)(-3)
2.2 3.31

(33) dilz log T(2) = —y + (2 — 1) —

dont la convergence lorsque a > 0 fut démontrée en 1847 par M. A. Stern, un professeur de
Riemann. Tous ces exemples sont maintenant des cas particuliers de la théorie extensive de
la convergence des séries d’interpolation.

Les fonctions sont les blocs de construction de ’analyse mathématique. Aux XVIII®™e et
XIX®me giecles, les mathématiciens consacrérent beaucoup de temps et de soin amoureux &
développer les propriétés et les inter-relations entre les fonctions spéciales. Les puissances,
les racines, les fonctions algébriques, les fonctions trigonométriques, les fonctions exponen-
tielles, les fonctions logarithmiques, la fonction gamma, la fonction beta, la fonction hyper-
géométrique, les fonctions elliptiques, la fonction theta, les fonctions de Bessel, les fonctions
de Mathieu, la fonction de Weber, celle de Struve, la fonction de Airy, les fonctions de Lamé,
littéralement des centaines de fonctions spéciales furent isolées puis examinées minutieuse-
ment et leurs caractéristiques principales furent répertoriées. C’est un art qui n’est plus
cultivé de nos jours. Les temps ont changé et I'accent s’est déplacé. Les mathématiciens
préféerent maintenant des éléments plus abstraits. De larges classes de fonctions sont étudiées
plutot que des fonctions individuelles. La sociologie a remplacé la biographie. Le domaine
des fonctions spéciales, comme il est connu aujourd’hui, est plutét grandement laissé a un
petit mais ardent groupe d’enthousiastes, ainsi qu’a ceux qui travaillent en physique et in-
génierie et qui se trouvent confrontés directement avec la nécessité de gérer de tels problemes.

Le début des années 1950 vit la publication de quelques calculs trés complets de la fonc-
tion gamma dans le plan complexe. Débutés en 1950 par une table a six places calculée
en Angleterre, ils furent suivis en Russie par la publication d’une table trés compléte a 6
places. Ceci fut suivi en retour par la publication par le Bureau National des Standards de
Washington d’une table a douze places. D’autres publications de la fonction gamma et des
fonctions reliées sont apparues dans ce pays, en Angleterre, et au Japon. Dans le passé, les
calculs principaux de la fonction gamma avaient été confinés dans les valeurs réelles. Deux
jolies tables, I'une par Gauss en 1813 et l'autre par Legendre en 1825, ont semblé répondre
aux besoins d’un siécle. La technologie moderne a aussi été rattrapée par la fonction gamma.
Les tables des années 1800 avaient laborieusement été calculées a la main, et les récentes
P’ont été par des ordinateurs électroniques digitaux.

Mais qu’est-ce qui stoppa cette recrudescence d’activité calculatoire ? Jusqu’aux travaux
initiaux de H. T. Davis de I'Université d’Indiana dans le début des années 1930, les valeurs
complexes de la fonction gamma avaient été peu étudiées. Ce fut donc un curieux tour
que prennent parfois les événements lorsque la fonction gamma apparut dans la solution de
plusieurs problémes théoriques de physique nucléaire et atomique. Par exemple, les fonctions
d’onde radiales pour les états d’énergie positive dans un champ de Coulomb aménent a une
équation différentielle dont la solution fait intervenir la fonction de gamma complexe. La
fonction de gamma complexe apparait dans des formules de diffusion de particules chargées,
dans les forces nucléaires entre protons, dans la formule d’approximation de Fermi pour la
probabilité de la S-radiation, et en de nombreux autres endroits. L’importance de ces prob-
lemes pour les physiciens a eu comme effet de bord que les mathématiques computationnelles
rattrapent finalement deux siécles un quart de développement théorique.

Comme 'analyse se développait, a la fois du fait de la création de fonctions spéciales mais
également de la délimitation de larges classes de fonctions, des classifications variées furent
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utilisées pour les organiser avec comme objectif de les étudier convenablement. Les premiers
mathématiciens organisérent les fonctions a partir de rien, de maniére opérationnelle, en se
demandant quelles opérations d’arithmétique ou de calcul devaient étre effectuées pour les
obtenir. Aujourd’hui, il y a une plus grande tendance a regarder les fonctions de I'intérieur,
organiquement, en considérant leur construction comme achevée et en se demandant quelles
caractéristiques géométriques elles possedent. Dans la classification des premiers temps, nous
avons au niveau le plus bas et le plus accessible des puissances, des racines, et tout ce qui
peut étre concocté a partir d’elles par la manipulation algébrique ordinaire. On les appelle
les fonctions algébriques. Le calcul, avec son opération caractéristique de calcul de lim-
ites, introduisit les logarithmes et les exponentielles, ces derniers englobant, comme Euler le
montra, les sinus et les cosinus de la trigonométrie qui avaient été utiles dans les périodes
initiales de la découverte. Il y a un mur indépassable entre les fonctions algébriques et les
nouvelles fonctions de calcul de limites. Ce mur consiste en le fait qu’on ne peut réussir
en construisant une fonction trigonométrique quelle qu’elle soit car elle est définitivement
hors du matériau fini de I'algébre. En termes plus techniques, les fonctions algébriques sont
fermées selon le processus algébrique et les fonctions trigonométriques sont définitivement
en dehors de ce champ. (Au moyen d’une simple analogie : les entiers pairs sont fermés
selon l'addition, la soustraction et la multiplication ; vous ne pouvez pas produire un nom-
bre impair & partir de ’ensemble des nombres pairs en utilisant ces outils.). Cela amena
au concept de fonctions transcendantes. Ce sont des fonctions qui ne sont pas algébriques.
Les fonctions transcendantes comptent parmi leurs membres les fonctions trigonométriques,
les fonctions logarithmiques, les fonctions exponentielles; les fonctions elliptiques, en bref,
pratiquement toutes les fonctions spéciales qui ont été isolées pour des études particulieres.
Mais un tel flot de créations indiscriminées a produit une trop grande classe pour étre traitée
d’une seule maniere. Les fonctions transcendantes doivent étre séparées pour pouvoir étre
traitées pratiquement. Un outil majeur d’analyse est 1’équation différentielle, qui exprime
la relation entre une fonction et son niveau de croissance. On a trouvé que certaines fonc-
tions, disons les fonctions trigonométriques, bien qu’elles soient transcendantes et ainsi ne
satisfassent pas d’équation algébrique, ne satisfaisaient pas non plus d’équation différentielle
dont les coefficients sont algébriques. Les solutions des équations différentielles algébriques
forment une classe large de fonctions transcendantes méme si cette classe ne les englobe pas
toutes. Elle compte parmi ses membres de nombreuses fonctions spéciales qui interviennent
en physique mathématique.

Ou la fonction gamma se situe-t-elle la-dedans ? Ce n’est pas une fonction algébrique.
Cela a été su tot. C’est une fonction transcendante. Mais pendant longtemps, cela resta une
question ouverte que de savoir si la fonction gamma satisfaisait une équation différentielle al-
gébrique. 11 fut répondu négativement a cette question en 1887 par O. Holder (1859-1937). La
fonction gamma ne satisfait pas une telle équation. Elle est d’un ordre de transcendance plus
élevé. C’est une fonction que I'on appelle transcendantalement transcendante, inatteignable
par la résolution d’équations algébriques, et également inatteignable en résolvant des équa-
tions différentielles algébriques. Le sujet a intéressé de nombreuses personnes au cours des
années et en 1925, Alexander Ostrowski, maintenant Professeur Emérite de 1'Université de
Bale, en Suisse, a donné une preuve alternative au théoreme de Holder.

Les problémes de classification sont tres difficiles a résoudre. Considérons, par exemple,
les problémes suivants : équation =7 4+ 8z + 1 peut-elle étre résolue par radicaux ? 7 est-il
transcendant ? [ dz/y/(x3 + 1) peut-elle étre calculée au moyen de fonctions spécifiques élé-
mentaires 7 L’équation différentielle dy/dx = (1/x) + (1/y) peut-elle étre résolue au moyen
de quadratures ? Les problemes généraux, dont ceux-ci sont des représentants, sont méme de
nos jours loin d’étre résolus et ce malgré des théories célebres telles que la théorie de Galois,
la théorie de Lie, la théorie des intégrales Abéliennes qui a découlé de telles questions simples.
Tout probleme individuel peut étre résolu par des méthodes qui ne marchent que pour lui
seul et qui nécessitent une incroyable sagacité.
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Il y a une infinité de fonctions qui produisent des factorielles. La fonction
F(z) = (1/T(1 = 2))(d/dz)log{T'((1 — =)/2)/T'(1 — z/2)}

est une fonction entiére analytique qui coincide avec la fonction gamma sur les entiers positifs. Elle satisfait
I’équation fonctionnelle F(z + 1) = zF(z) + (1/T'(1 — z)).

Retournons a nouveau a notre probleme d’interpolation. Nous avons montré comment,
pour parler strictement, il y a un nombre illimité de solutions a ce probleme. Pour insister
sur ce point, nous pourrions mentionner une curieuse solution donnée en 1894 par Jacques
Hadamard (1865-°). Hadamard trouva une formule relativement simple impliquant la fonc-
tion gamma qui produit également des valeurs de factorielles aux entiers positifs (voir les
figures 1 et 4.). Mais la fonction d’Hadamard

(34) yzﬁ%log [F(lgx) /F(lfg)},

contrairement & la fonction gamma elle-méme ne possede de singularités nulle part dans le
plan complexe fini. C’est une solution analytique entiére du probleme d’interpolation et
par conséquent, du point de vue de la théorie des fonctions, elle constitue une solution plus
simple. Au vu de toute cette ambiguité, pourquoi alors la solution d’Euler devrait-elle étre
considérée comme la solution par excellence ?

Du point de vue des intégrales, la réponse est claire. L’intégrale d’Euler apparait partout
et est inextriquablement liée a I’héte de fonctions spéciales. Sa fréquence et sa simplic-
ité la rendent fondamentale. Quand les puces sont en panne, c’est tout a fait la forme de
lintégrale et de ses modifications qui lui prétent son utilité et son importance. Du point de
vue de l'interpolation, nous ne pouvons prétendre a cela. Nous devons mieux regarder la
fonction gamma et montrer qu’elle est la plus simple de toutes les solutions au probleme de
Iinterpolation. C’est partiellement un probleme d’esthétique mathématique.

5Hadamard est décédé en 1963.
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La fonction illustrée produit des factorielles, satisfait ’équation fonctionnelle

de la fonction gamma, et est convexe.

Nous avons déja observé que l'intégrale d’Euler satisfait 1’équation de récurrence fonda-
mentale, zI'(z) = I'(z + 1), et que cette équation nous permet de calculer toutes les valeurs
réelles de la fonction gamma a partir simplement de la connaissance que 1'on a de ces valeurs
dans l'intervalle de 0 & 1. Puisque la solution au probleme d’interpolation n’est pas déter-
minée de maniere unique, cela a du sens d’ajouter au probleme davantage de conditions et de
se demander si le probleme augmenté possede alors une solution unique. Si tel était le cas,
nous espérerions que cette solution coincide avec celle d’Euler. La relation de récurrence est
une condition naturelle & ajouter. Si nous I’ajoutons, nous trouvons que la fonction gamma
n’est & nouveau pas la seule fonction qui satisfait cette relation de récurrence et qui produit
des factorielles. On peut aisément construire une “pseudo” fonction gamma I's(z) en la
définissant entre, disons, 1 et 2 de n’importe quelle fagon (du moment qu’elle est telle que
I's(1) = 1,Tg(2) = 1), et en laissant la relation de récurrence étendre ses valeurs partout
ailleurs.

Si, par exemple, nous posons I'g(z) vaut 1 partout entre 1 et 2, la relation de récurrence
nous amenera a la fonction (voir Fig. 5).

Is(z)=1/x 0<z<1;
Ig(x) =1, lsz=2
(35) Ts(a)=a— 1, 1S <3
Is(z)=(x—-1)(z—2), 3=z 4.

Nous pourrions terminer avec un résultat assez étrange, dépendant de celui par lequel
nous avons commencé. Méme si nous imposons que le résultat final soit une fonction ana-
lytique, il y a des moyens de le faire. Par exemple, prenons n’importe quelle fonction qui
est & la fois analytique et & la fois périodique de période 1. Appelons-la p(x). Soyons siir
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que p(1) = 1. La fonction 1 + sin 27z pourra étre p(x). Maintenant, multiplions la fonction
gamma ordinaire I'(x) par p(z) et le résultat I'(x)p(z) sera une “pseudo” fonction gamma qui
est analytique, qui satisfait la relation de récurrence, et qui produit des factorielles | Par con-
séquent, nous n’avons toujours pas assez de conditions. Nous devons a nouveau augmenter
le probleme. Mais qu’ajouter ?

Vers le milieu du XIX®™¢ siecle, il fut reconnu que la fonction gamma d’Euler était la seule
fonction continue qui satisfaisait simultanément la relation de récurrence, la formule de réflex-
ion et la formule de multiplication. Weierstrass montra plus tard que la fonction gamma était
la seule solution continue & la relation de récurrence pour laquelle {I'(z+n)}/{(n—1)n*"} — 1
pour tout z. Ces conditions ajoutées au probleme d’interpolation serviraient a produire une
solution unique et qui coincide avec celle d’Euler. Mais elles semblaient trop lourdes et trop
nombreuses comme les quart-arrieres du lundi matin. C’est-a-dire que les conditions ajoutées
étaient difficilement naturelles car elles étaient liées aux propriétés analytiques plus profondes
de la fonction gamma. La recherche continua.

Les conditions esthétiques ne devaient pas étre trouvées dans d’anciennes considérations
analytiques, mais dans une approche plus nouvelle, interne, organique, de la théorie des fonc-
tions qui fut développée au tournant du siecle. Sauvée par la théorie des ensembles de Cantor
et la théorie émergente de la topologie, la nouvelle théorie des fonctions ne s’intéressait pas
tant que ¢a aux équations et identités mais plutdt aux propriétés géométriques fondamen-
tales. La condition souhaitée fut trouvée dans des notions de convexité. Une courbe est
convexe si elle vérifie la chose suivante : prenez deux points de la courbe et joignez-les par
un segment de droite ; alors, la portion de courbe entre les points reste sous la courbe. Une
courbe convexe ne sinue pas ; elle ne peut ressembler & un dos de chameau. Au tournant du
siecle, la convexité était dans 'air mathématique. On trouva qu’elle était intrinseque a de
nombreux phénomenes divers. Sur la durée d’'une génération, elle fut recherchée, généralisée,
abstraite, étudiée pour son propre intérét, elle fut appliquée. Attirant 'attention sur elle via
le travail de H. T. Brunn en 1887 et celui de H. Minkowski en 1903 sur les corps convexes
et provoquant un intérét indépendant en 1906 par le travail de J. L. W. V. Jensen, l'idée de
convexité se propagea et s’établit elle-méme dans la théorie des valeurs moyennes, la théorie
du potentiel, la topologie, et plus récemment dans la théorie des jeux et la programmation
linéaire. Au tournant du siecle donc, une application de la convexité a la fonction gamma
aurait été naturelle et dans l'ordre des choses.

Les courbes individuelles qui constituent la fonction gamma sont toutes convexes. Un
regard & la figure 2 montre que cela est vrai. Si, comme dans le paragraphe précédent, une
fonction pseudo-gamma satisfaisant la formule de récurrence était produite en introduisant
I'ondulation 1 + sin 27z comme facteur, ce ne serait plus vrai. Il a pu arriver a de nom-
breux mathématiciens de penser que la fonction gamma est la seule qui prend des valeurs
de factorielles, satisfait la relation de récurrence, et est convexe par le dessous pour tout
x > 0. Malheureusement, ¢a n’est pas vrai. La figure 5 montre une fonction pseudo-gamma
qui possede justement ces propriétés. Il a fallu attendre 1922 pour découvrir une formula-
tion correcte. Mais la solution n’était pas bien loin. La fonction gamma est non seulement
convexe, mais elle est également logarithmiquement convexe. C’est-a-dire que le graphe de
log I'(z) est également convexe par en-dessous pour z > 0. Ce fait est implicite dans la for-
mule (27). La convexité logarithmique est une condition plus forte que la convexité ordinaire
car la convexité logarithmique implique, mais n’est pas impliquée par, la convexité ordinaire.
Maintenant Harald Bohr et J. Mollerup ont été capables de démontrer le fait surprenant que
la fonction gamma est la seule fonction qui satisfait la relation de récurrence et est logarith-
miquement convexe. La preuve originale a été simplifiée quelques années plus tard par Emil
Artin, maintenant professeur a 1’Université de Princeton, et le théoréme avec la méthode
d’Artin constitue maintenant le théoréeme de Bohr-Mollerup-Artin. Sa formulation exacte
est celle-ci :
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La fonction gamma d’Euler est la seule fonction définie pour x > 0 qui est positive, qui
vaut 1 en x = 1, qui satisfait I’équation fonctionnelle x2T'(x) = T'(x + 1), et qui est logarith-
miquement convexe.

Ce théoreme est a la fois si surprenant et si satisfaisant que le synode d’abstraitistes qui
écrivent les canons mathématiques sous le nom de plume de N. Bourbaki I'ont adopté comme
point de départ de leur exposition de la fonction gamma. Preuve : une page ; découverte :
193 ans.

Nous en savons beaucoup plus sur la fonction gamma. Depuis 1’époque d’Euler, plus de
400 articles majeurs la concernant ont été écrits. Mais quelques choses restent non encore
connues et que nous aimerions savoir. Peut-étre que le probleme non résolu le plus difficile
traite de questions de rationnalité et de transcendance. Considérons, par exemple, le nombre
v = .57721... qui apparait dans la formule (30). C’est la constante d’Euler-Mascheroni.
Beaucoup d’expressions peuvent ’égaler. Ainsi,

(36) v = —dl'(z)/dz|,=1,
. 1 1 1

Bien que la valeur numérique de v soit connue jusqu’a des centaines de décimales, on ne
sait pas aujourd’hui (ol cet article est écrit) si v est ou n’est pas un nombre rationnel. Un
autre probléme de cette sorte traite des valeurs de la fonction gamma elle-méme.

Bien que, assez curieusement, le produit I'(1/4)//m puisse étre prouvé comme étant tran-
scendant, on ne sait pas si I'(1/4) est rationnel.

George Gamow, le physicien renommé, cite Laplace qui a dit qu’au fur et & mesure que
les zones de connaissance autour d’un sujet grandissent, le champ d’application du sujet en
question grandit lui aussi. Laplace avait clairement en téte I'image d’un cercle s’étendant
dans un plan infini. Gamow affrontait des problemes de physique et avait en téte un cercle
grandissant sur une surface sphérique. Comme le cercle grandit, la zone que le cercle délimite
commence par grandir, mais ensuite elle se contracte. L’auteur de cet article est d’accord
avec Gamow en ce qui concerne les mathématiques. Il faut ajouter ceci : chaque génération
a trouvé quelque chose d’intéressant a dire a propos de la fonction gamma. Peut-étre que la
génération prochaine le fera aussi.

L’auteur souhaiterait remercier le Professeur C. Truesdell pour ses commentaires tres utiles et critiques
et le Dr. H. E. Salzer pour de nombreuses références utiles.
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PRI:]HISTOIRE DE LA FONCTION ZETA
ANDRE WEIL

En substance au moins, le fait qu’une série infinie de termes puisse avoir
une somme finie était connu des Grecs, d’abord comme le paradoxe phi-
losophique d’“Achille et la tortue”), puis, par Archimede si ce n’est plus
tot, comme résultat mathématique utilisé par lui dans sa Quadrature de la
Parabole (v. [1], p. 312-315, prop. XXIV); la, en substance, il somme la pro-
gression géométrique infinie de raison i. Avec la méme facilité, en utilisant
FEucl. 1X.35, il aurait pu sommer n’importe quelle progression de raison < 1;

le cas de la raison % est aussi implicite dans Fucl. X.1.

En 1644, inspiré de facon évidente par le traité d’Archimede, Torricelli
publie & Florence son De dimensione parabolae (qu’il appela “le plus banal
de tous les sujets banals”), qui couvre le méme domaine et bien davantage
([2] p. 89-162). La, mécontent des progressions géométriques, il écrit ([2], p.
149-150) une assertion marginale, pour toute séquence décroissante “finie ou
infinie” de nombres positifs, I'identité qu’il devrait écrire, dans le cas d’une
séquence finie (ag, ay, .., a,), comme

n—1

ap = Y _(a; — aip1) + an;
i=0

ici a, est “le dernier nombre” de la séquence, avec la compréhension que,

Copyright (©1989 par Academic Press, Inc. N.B.

Dans cet article, la notation ((m), avec m réel, sera utilisée comme une abrévia-
. 7. . . 7 . . o0 —
tion pour la série (convergente ou non) qui, en notation moderne, s’écrirait anl n~"™ et
que les mathématiciens précédents (incluant Euler, mais pas encore Mengoli) écrivaient

1 1 1 1
W"Fﬁ‘f‘%‘i‘ﬁ-‘retc.



pour une progression infinie géométrique, ce “dernier nombre” est “rien ou
un point”; dans notre langage, bien sfir, on devrait dire que a, doit étre
remplacé par la limite de la séquence. De cela, Torricelli dérive une preuve

élégante pour la somme d’une progression géométrique infinie de raison < 1.

En 1650, potentiellement peut-étre sous 'influence de cette note margi-
nale, un jeune professeur a Bologne, Pietro Mengoli, le successeur du grand
Cavalieri, publie un livre ([3]) entiérement dédié a la théorie des séries in-
finies. Son titre, Novae Quadraturae Arithmeticae Seu De Additione Frac-
tionum, semble étre une référence a Archimede et Torricelli; vraiment au-
cune “quadrature” (i.e., aucun calcul d’aires) n’apparait dans le livre. Méme
pour ses contemporains, le manque presque complet de notations algébriques
doit l'avoir rendu difficile & lire (cf. [4]). Avec deux exceptions (qu'il faut
bien prendre en compte), il traite exclusivement de séries dans lesquelles la
somme peut étre effectuée explicitement par des moyens élémentaires, en ef-
fet, comme application de I'identité de Torricelli. Le premier exemple, et un
exemple typique, est celui de la somme des inverses des “nombres triangulai-
res” n(n +1)/2, i.e., de la série

11 1

1
§+6+E+T5+etc.

Ici, bien siir, le m-iéme terme est

2 2 2

(m+1)(m—+2) m+1 m+2

de telle maniére que la somme des m premiers termes est 1 —2/m + 2, et la

somme de la série est 1.

Plus important pour notre présent sujet est le fait que Mengoli prouve la

divergence de la “série harmonique” ((1) et fait surgir, pour la premiere fois,



la question de la sommation de la série {(2). A propos de cette derniére, il
exprime (aussi bien qu’il le peut) son questionnement & propos du fait que
les inverses des “nombres triangulaires” peuvent étre sommés, mais non pas
ceux des “nombres carrés” ; “cela”, écrit-il, “nécessite l’aide d’un intellect plus
riche [que le mien/”. Pour la divergence des séries harmoniques, pourtant, il

apporte une preuve plus intelligente, basée sur I'inégalité

1 1 1 3

I

>
a—1 a a+1 a

qui peut étre représentée par le schéma

1,111,111, 1.1.1 1.1 1
1727374 5767 T8 910 11 12 13T
J3_, J8_1 31 _3_1
3 6 2 9 3 12 4
AN /
3
>-=1,

montrant que la série peut étre décomposée en une infinité de sommes par-
tielles (avec, respectivement, 1, 3, 9, 27 ...termes), chacune d’entre elles

étant > 1.

Le Novae Quadraturae de Mengoli semble étre resté presque complete-
ment inconnu ; la seule référence contemporaine a ce texte apparait dans une
communication de Collins, contenue dans une lettre de 1673 de Oldenburg a
Leibniz ([5a], Vol. I-1, p. 39; [5b], p. 85), ou Collins note quelques uns des ré-
sultats de Mengoli et répete la question de Mengoli a propos de la somme de

¢(2). Pendant ce temps, cependant, des progres notables sont faits. D’abord,



en 1668, N. Kaufman, plus connu sous le nom de Mercator, a effectué “la
quadrature de I'hyperbole.” ([6]) Sa méthode, qui consistait en 'intégration

terme a terme de la série

1
1+

=1l—a+2?—23+.. .,

lui fit donner pour log(1 + z) la série de puissances

avec 0 < r < 1. La méme année également, au moyen d’une analyse minu-
tieuse, Brouncker établit la validité de la formule ci-dessus pour x =1 ([7]).
i.e.,
log2:1—1+1...
2 3

(une série étroitement liée a ((1), ce que Jacob Bernoulli observera plus tard).
Newton ensuite, dans son De Analysi per Aequationes Infinitas ([8]), avait
élevé les expansions des séries de puissances au statut d’outil universel pour
Ianalyse. Bientét Leibniz devait effectuer “la quadrature du cercle”, cette

expression correspondant & la formule

4 3 5

qu’il prouva en substance en intégrant la série

1

_ 2 4
1+$2—1—x +z— ...

La découverte de Leibniz ne fut pas imprimée avant 1682, ni celle de
Newton qui le fut bien plus tard. En 1682 Leibniz publia sa formule 7 /4,
mentionnant aussi quelques autres séries que celles ci-dessus, dans un article

([pa], Vol. TI-1, p. 118-122) dans un des premiers numéros des Acta Erudito-



rum, nouvellement créés a Leipzig sous ses auspices. Plus tard, en 1689, un
mathématicien de Bale, encore peu connu a ce moment-la, Jacob Bernoulli,
initia, sous le titre Positiones de Seriebus Infinitis, une série de theéses qui
seraient “défendues” par ses étudiants & 'université, qu’il rassembla finale-
ment en un traité systématique sur les séries infinies. Dans la premiere ins-
tallation ([9], p. 375-402), il redécouvrit, parmi d’autres résultats qui étaient
déja connus de Mengoli, la divergence des séries ((1), et, exactement comme
Mengoli, il exprima son interrogation au sujet de la difficulté de ((2); “elle
est finie”, écrit-il, “comme cela apparait en la comparant a une autre qui la
majore trivialement”, mais “sa sommation est plus difficile a trouver que ce
a quoi on aurait pu s’attendre, et quiconque 'obtiendrait et nous la commu-

niquerait gagnerait notre profonde gratitude.”

Jusque 14, de toutes les séries ((m), seules ((1), ((2), et une fois, incidem-
ment, ((3) avaient été mentionnées. Cela change avec le second Positiones
de Jacob Bernoulli en 1692 ([9], p. 517-542). Comme il n’a pas encore a sa
disposition la fonction exponentielle a® pour tous les réels z, il prend pour m
un nombre rationnel arbitraire (supposément positif). Clairement il sait que
¢(m) converge pour m > 2 et diverge pour m < 1, puisque c’est ce qu’elle
fait pour m = 2 et m = 1. Il n’est pas clair s’il sait qu’elle converge pour
1 < m < 2, mais, cependant, son traitement sur ce point (Pos. XXIV, Schol. ;

[9] p. 529-533) est purement formel. Séparant la série ((m) en les séries

1 1 1 1 1
¢(m):2?+4?+6?+6tc' ¢(m):1+3—m+5—m+et6-

il obtient
((m) = ¢(m) + ¥ (m), ¢(m) =27"((m),

et par conséquent



un résultat qu’il trouve paradoxal pour m = 57 puisque dans ce cas, cela
donne 1(m) < ¢(m), alors que chaque terme dans la série ¥ (m) est plus
grand que le terme correspondant dans ¢(m). “Il semble”, ajoute-t-il, “qu’un
esprit fini me peut pas comprendre linfini”! Aurait-il, plutdét que de faire

cette naive remarque, réécrit son résultat sous la forme

¢(m) = (1—=27")""(m)

il aurait grimpé sur la premieére marche vers I'expression de ((m) comme un

produit “Eulérien”.

Aucune mention n’a encore été faite de 1’évaluation numérique de la série
¢(m), un sérieux probléme au vu de leur lente convergence. On peut lire avec
difficulté les longues discussions sans conclusions, dans la correspondance
entre Leibniz et Jacob Bernoulli ([5a], Vol. 1I-3, p. 25-27, 32-34, 44-45, 49)
sur I’évaluation des sommes partielles de ((1) comme une contribution a ce
sujet. Le calcul de ((2) a été entrepris par Daniel Bernoulli en 1728 et par
Goldbach en 1729 ([10], Vol. II, p. 263 et 281-282), avec des résultats préli-

minaires, qui seraient bientot améliorés par Euler.

Cela semble avoir donné a Euler sa premiere opportunité d’'un contact
avec la fonction (. Comme pour la plupart des questions qui ont un jour attiré
son attention, il ne 'abandonna jamais, faisant souvent un certain nombre
de contributions fondamentales a son sujet (cf. [11], p. 257-276). D’abord, il
découvrit la formule ainsi appelée formule d’Euler-MacLaurin, qui lui a per-
mis de calculer, avec un grand degré d’approximation, les sommes ((m) pour
m > 2 et les sommes partielles de (1) ([12], t. 14, p. 119-122). Ceci, pour-
tant, n’apporta pas de lumiere sur la théorie de la fonction zeta, si ce n’est

que cela introduisit pour la premiere fois les nombres de Bernoulli dans ce



sujet, mais simplement comme coefficients de la formule d’Euler-MacLaurin.

Alors vint, en 1735, la découverte sensationnelle de la formule

basée sur une application audacieuse de la théorie des équations algébriques
a I'équation transcendente 0 = 1 — sin z ([12], t. 14, p. 13-14). Cela a été
bientdt suivi par le calcul de ¢(m) pour m = 4, 6, etc. par la méme méthode,
et par un certain nombre de contributions a la théorie des fonctions trigono-

métriques qui légitima finalement les résultats sur ((2), ((4), etc.

Un autre article, en 1737 ([12], t. 14, p. 216-244), établit le “produit

Eulérien” pour ((m) et des séries diverses liées, incluant

1 1 1
Lim)=1— —+ — — — +etc.
(m) g g 7w TetC
Il consacra un chapitre entier (le chapitre XV) de sa grande Introductio in
Analysin Infinitorum de 1745 ([12], t. 8) & ce méme sujet. De cela, il dériva,
ou pensa qu'il pourrait dériver, le produit infini pour L(1) ([12], t. 14, p. 233)
p
L) =1]——
(1) DAl
ol le produit est pris sur tous les nombres premiers impairs arrangés en ordre

croissant et le signe est donné par p 1 = 0 (mod 4).

alement importante dans ses conséquences finales, mais non moins né-
Egal t tante d finales,
gligée pendant plus d’un siecle, il y a la découverte d’Euler des équations

fonctionnelles pour les séries en question. Cela commenca en 1739 ([12], t.



14, p. 443) avec la relation

1 -2 4 3™ —4™ + etc. =

+21.23...m (1

1
s + o etc.>

3m+1 5m+1

pour m = 1,3,5,7. Le co6té gauche doit étre compris ici selon les idées d’Fu-
ler sur les séries divergentes, i.e. dans ce cas, par ce qui est connu sous le
nom de sommation d’Abel. Ceci est clairement équivalent a I’équation fonc-
tionnelle pour ((s) quand s = 2,4, 6,8, ou, plutdt, comme Euler le suggere
une fois, pour toutes les valeurs positives paires de s. En 1749, sous le titre
“Remarques sur un beau rapport entre les séries de puissances tant directes
qu’inverses” ([12], t. 15, p. 70-90), Euler non seulement donna une tenta-
tive de preuve pour la formule ci-dessus, mais écrivit de facon conjecturale
I’équation fonctionnelle pour la fonction zeta pour des valeurs arbitraires de

Pargument (ou, plutot, ce qui revient au méme, pour la série tres liée

_ 1 1 1
et également pour la série L(n) donnée comme ci-dessus, ajoutant que la
derniére était juste aussi certaine que la premiere et pourrait étre plus facile

a démontrer, “apportant ainsi plus de lumiére sur un certain nombre d’in-

vestigations semblables.”

Le dernier article d’Euler sur le sujet, basé sur des recherches menées en
1752, a été écrit en 1775 et publié a titre posthume en 1785 ([12], t.4, p.
146-153). 1l traite de la série > +1/p, ou la somme est calculée pour tous
les nombres premiers impairs (en ordre croissant), et le signe, comme dans
le produit infini de L(1), est donné par p £ 1 = 0 (mod 4). Ici il prend

comme point de départ son produit infini pour {(2) et L(1), dont il connait



les valeurs ((2) = 72/6 et L(1) = 7/4, ce qui donne la formule

3¢(2) 5 _ pE1l

AL(1)? pFL

et par conséquent,
1lo 2 = 0.3465735902 Zi1+12i1 +1Zj:1 +et
= = 0. o= -+ = —+ - — + ete.
2 % p 3 p* 5 p°

Du ¢6té droit, la premiere série est celle qui doit étre calculée; toutes
les autres sont absolument (mais lentement) convergentes. Euler les évalue
numériquement par comparaison avec les valeurs connues de L(3), L(5), etc.,
et obtient finalement

1
> 4+ — =0.3349816. ..
p

(alors qu’en 1752, il avait seulement obtenu pour cela la valeur 0,334980. . .).

Au vu de ce fait, conséquence également des ses résultats antérieurs, que
>~ 1/p est infini, cela lui permet de conclure qu’il y a une infinité de nombres
premiers de la forme 4n + 1, et une infinité de nombres premiers de la forme
4n — 1, ceci étant un prélude aux articles célebres de Dirichlet de 1837 sur

les progressions arithmétiques ([13], Bd. I, p. 307-343).

Les articles de Dirichlet, si exceptionnels de rigueur mathématique alors
qu’Euler ne se préoccupait pas de celle-ci, sont trop bien connus pour néces-
siter des commentaires détaillés ici. Il suffira de noter que, basés comme ils
le sont sur I’ Introductio d’Euler de 1745 et sur le traitement par Gauss du
groupe multiplicatif des entiers premiers & N modulo N quel que soit N, ils
introduisent pour la premiere fois les “séries de Dirichlet” L, (s) attachées
aux caracteres de tels groupes, mais seulement pour les réels s > 1 quand

elles sont absolument convergentes; en fait, ces articles traitent les cas des



propriétés de telles séries lorsque s tend vers 1. Il y avait encore un long
saut a effectuer pour passer de cela a leur continuation analytique et a leur

équation fonctionnelle.

La derniere étape a été effectuée par Riemann en 1859, au moins pour la
fonction zeta elle-méme ; mais elle avait été précédée par trois preuves pour

I’équation fonctionnelle pour la série

dans le domaine 0 < s < 1, ou elle est convergente de fagon conditionnelle.
Le mathématicien suisse Malmstén a apporté sa preuve (mentionnant qu’une

preuve similaire pouvait étre donnée pour la fonction

(1-2"%)¢(s) =1~ 2718 + 313 - le + etc.
et rappelant que ces deux résultats avaient été annoncés par Euler) dans
un long article ([14]) écrit en mai 1846 et publié dans le Journal de Crelle
en 1849. Schlémilch, clairement ignorant de 'article de Malmstén ainsi que
de la priorité d’Euler, annonga le méme résultat comme un exercice dans le
Grunert’s Archiv, également en 1849 ([15]); Clausen publia une solution &

cet “exercice” dans le méme Archiv en 1858 ([16]), et Schlémilch en publia

sa propre démonstration ([17)).

Il a parfois été suggéré que ces publications ont fourni & Riemann la
motivation de ses recherches sur la fonction zeta; mais une source encore
plus probable a été fournie récemment ([18]) sous la forme de la propre copie
d’Eisenstein des Disquisitiones de Gauss dans leur traduction francaise par
Poullet-Delisle (Paris, 1807). Sur la derniére page blanche de ce volume,

Eisenstein a noté encore une autre preuve pour l’équation fonctionnelle de

10



L(s); elle consiste essentiellement en une application évidente, sans aucune
remarque ou référence pour la justifier, de la sommation de Poisson a la série

en question, couplée a la formule

/e‘qu—ldw = —(g) emi/2 (0<g<1,0>0),

/ o

pour laquelle Eisenstein cite Dirichlet ([13], Bd. I, p. 401). Elle rend la trans-
formation de Fourier de I’équation fonctionnelle égale & 0 pour z < 0 et &

297! pour x > 0.

La preuve d’Eisenstein est datée avec les mots “Scripsi 7 Avril 1849”.
Comme il ne revendique pas les résultats comme étant les siens, il pourrait
les avoir obtenus de Malmstén ou de Schlomilch. Un fait intéressant, pour-
tant, est que le mois d’avril 1849 est précisément le mois ott Riemann quitta
finalement Berlin pour Gottingen. Lui et Eisenstein avaient été des amis
intimes. Ainsi il n’est pas seulement possible, mais méme plutét probable,
qu’Eisenstein ait discuté de sa preuve de 1849 avec Riemann avant le départ
de ce dernier. S’il en est ainsi, cela aurait pu étre lorigine de 'article de

Riemann de 1859.
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Theorem IX. In any of the formal systems mentioned in Theorem VI3
there are undecidable problems of the restricted functional caleulus® (that
is, formulas of the restricted functional calculus for which neither validity
nor the existence of a counterexample is provable).*®

This is a consequence of

Theorem X. FEvery problem of the form (z)F(z) (with recursive F) can
be reduced to the question whether a certain formula of the restricted fune-
tional caleulus s satisfiable (that is, for every recursive F, we can find a
formula of the restricted functional calculus that is satisfiable if and only
if (z)F(z) is true).

By formulas of the restricted functional calculus (r. f. ¢.) we understand
expressions formed from the primitive signs =, V, (z), =, z, y,... (indi-
vidual variables), F(z).G(z,y), H(z,y,z),... (predicate and relation vari-
ables), where (z) and = apply to individuals only.?® To these signs we add
a third kind of variables, &(z), ¥(z, y), x(z,y, 2), and so on, which stand
for functions of individuals (that is, ¢(z), ¢(z,y), and so on denote single-
valued functions whose arguments and values are individuals).’” A for-
mula that contains variables of the third kind in addition to the signs of
the r. . c. first mentioned will be called a formula in the extended sense
(i. e. 5.).5%% The notions “satisfiable” and “valid” carry over immediately
to formulas i. e. s., and we have the theorem that, for any formula A i. e.
s., we can find a formula B of the r. f. ¢. proper such that A is satisfiable
if and only if B is. We obtain B from A by replacing the variables of the
third kind, é(z),¥(z,¥), ..., that occur in A with expressions of the form
(12)F(z,z), (:2)G(z,2,y),..., by eliminating the “descriptive” functions by
the method used in PM (1, #14), and by logically multiplying®® the formula
thus obtained by an expression stating about each F,(, ... put in place of

34See Hilbert and Ackermann 1925 In the system P we must understand by formulas
of the restricted functional calculus those that result from the formulas of the restricted
functional caleulus of PM when relations are replaced by classes of higher types as
indicated on page 153 above.

55In 19%0 1 showed that every formula of the restricted functional calculus either
can be proved to be valid or has a counterexample. However, by Theorem IX the
existence of this counterexample is not always provable {in the formal systems we have
been considering).

56Hilbert and Ackermann (1925) do not include the sign = in the restricted functional
calculus. But for every formula in which the sign = occurs there exists a formula that
does not contain this sign and is satisfiable if and only if the original formula is (see
Gidel 1950).

5TMoreover, the domain of definition is always supposed to be the entire domain of
individuals.
38 Variables of the third kind may occur at all argument places occupied by individual
variables, for example, y = ¢(z), F(z.o(y)). G(¥(z, é(y)), 2), and the like.

%%That is, by forming the conjunction.



On formally undecidable propostions 189

some @, 1, ... that it holds for a unique value of the first argument [for any
choice of values for the other arguments).

We now show that, for every problem of the form (z)F(z) (with recursive
F), there is an equivalent problem concerning the satisfiability of a formula
i. e. 8., s0 that, on account of the remark just made, Theorem X follows.

Since F is recursive, there is a recursive function ®(z) such that

F(z) ~ [®(z) = 0),

and for @ there is a sequence of functions, ®,,®,,...,®,, such that &, =
@, ®,(x) =z + 1, and for every ®; (1 < k < n) we have either

1. (22, Zm)[®k(0,23,...,2m) = By(23,...,2m)},
(3022' e !zm){°k{°l(r)'zzl *oe ‘z"] =
O, [z, ¥u(z,23,...,2m),22,...,Zm]},

with p,q < k% (18)
or
2. (Z1y s Zm [ Ou(zr, o Zm) = O (4, (1), .. ., i, (54))],
withr<k, i,<k (forv=12,...,3)5% (19)
or

3. (Zyyee o  Zm)[®ul2y, -, Zm) = 0y (®1(...(,(0))...))).  (20)
We then form the propositions

(2)®(2) = 0& (2,y)[®1(2) = &) (y) — z =y}, (21)
(2)[@®n(z) = 0). (22)

In all of the formulas (18), (19), (20) (for k = 2,3,...,n) and in (21)
and (22) we now replace the functions @, by function variables ¢; and the
number (0 by an individual variable zo not used so far, and we form the
conjunction C' of all the formulas thus obtained.

The formula (Exzy)C then has the required property, that is,

392 [The last clanse of footnote 27 was not taken into account in the formulas (18).
But an explicit formulation of the cases with fewer variables on the right side Is actually
necessary here for the formal correctness of the proof, unless the idemtity function,
I{z) = x, is added to the initial functions.]

OrThe g, (i = 1,..., s) stand for finite sequences of the variables xy,22....,%m; for
exmmple, 2y, 73,22
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1. If {z][&{:} 0] holds, (Exzo)C is satisfiable. For the functions
$),0y,..., » Obviously yield a true proposition when substituted for
$1.02,... ¢n in (Exo)C.

2. If (Ezy)C is satisfiable, (z)[®(z) = 0] holds.

Proof: Let ¥y, ¥,,..., %, be the functions (which exist by assumption)
that yield a true proposition when substituted for ¢y, ¢3,...,0, in (Ezy)C.
Let J be their domain of individuals. Since (Exp)C holds for the functions
¥, there is an individual a (in J) such that all of the formulas (18)-(22) go
over into true propositions, (18')-(22'), when the ®; are replaced by the ¥;
and 0 by a. We now form the smallest subelass of J that contains a and is
closed under the operation ¥;(z). This subelass (J') has the property that
every function W,, when applied to elements of ', again yields elements of
Y. For this holds of ¥, by the definition of ¥, and by (18'), (19'), and (20/)
it carries over from ¥; with smaller subscripts to ¥; with larger ones. The
functions that result from the W, when these are restricted to the domain
¥ of individuals will be denoted by ¥]. All of the formulas (18)-(22) hold
for these functions also (when we replace 0 by a and @, by ¥!).

Because (21) holds for ¥} and a, we can map the individuals of 7' one-
to-one onto the natural munbers in such a manner that a goes over into 0
and the function ¥ into the successor function ®;. But by this mapping
the functions ¥} go over into the functions &,; and, since (22) holds for ¥;,
and a,

(2)[®n(zx) = 0},

that is, (z)[®(z) = 0], holds, which was to be proved ®!

Since (for each particular F) the argument leading to Theorem X can
be carried out in the system P, it follows that any proposition of the
form (z)F(z) (with recursive F') can in P be proved equivalent to the
proposition that states about the corresponding formula of the r. f. c. that
it is satisfiable. Hence the undecidability of one implies that of the other,
which proves Theorem IX .52

A

The results of Section 2 have a surprising consequence concerning a
consistency proof for the system P (and its extensions), which can be stated
as follows:

81 Theorem X implies, for example, that Fermat's problem and Goldbach's problem
could be solved if the decision problem for the r. [. ¢. were solved.

53 Theorem 1X, of course, also holds for the axiom systemn of set theory and for
its extensions by recursively definable w-consistent classes of axjoms, since there are
undocidable propositions of the form (2)F(z) (with recursive F) in these systems too,



Discussion on
providing a foundation for mathematics

(1931a)

* = =

According to the formalist view one adjoins to the meaningful proposi-
tions of mathematies transfinite (pseudo- jassertions, which in themselves
have no meaning, but serve only to round out the system, just as in ge-
ometry one rounds out a system by the introduction of points at infinity.
This view presupposes that, if one adjoins to the system S of meaningful
propositions the system T of transfinite propositions and axioms and then
proves a theorem of § by making a detour through theorems of T, this
theorem is also contentually correct, hence that through the adjunction
of the transfinite axioms no contentually false theorems become provable.
This requirement is customarily replaced by that of consistency. Now |
would like to point out that one cannot, without further ado, regard these
two demands as equivalent. For, if in a consistent formal system A (say
that of classical mathematics) a meaningful proposition p is provable with
the help of the transfinite axioms, there follows from the consistency of A
only that not-p iz not formally provable within the system A. Nonethe-
less it remains conceivable that one could ascertain not-p through some
sort of contentual (intuitionistic) considerations that are not formally rep-
resentable in A. In that case, despite the consistency of A. there would
be provable in A a proposition whose falsity one could ascertain through
finitary considerations. To be sure, as soon as one interprets the notion
“meaningful proposition” sufficiently narrowly (for example, as restricted
to finitary numerical equations), something of that kind cannot happen.
However, it is quite possible, for example, that one could prove a statement
of the form (Ex)F(z), where F' is a finitary property of natural numbers
(the negation of Goldbach’s conjecture, for example, has this form), by the
transfinite means of classical mathematics, and on the other hand could
ascertain by means of contentual considerations that all numbers have the
property not-F'; indeed, and here is precisely my point, this would still be
possible even if one had demonstrated the consistency of the formal sys-
tem of classical mathematics. For of no formal system can one affirm with
certainty that all contentual considerations are representable within it.

- . -
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(Assuming the consistency of classical mathematics) one can even give
examples of propositions (and in fact of those of the type of Goldbach or
Fermat) that, while contentually true, are unprovable in the formal system
of classical mathematics. Therefore, if one adjoins the negation of such a
proposition to the axioms of classical mathematics, one obtains a consistent
system in which a contentually false proposition is provable.

* = %
Postscript

1 have been invited by the editors of Erkenninis to give a synopsis
of the results of my 1891, which has recently appeared in Monatshefte
Jir Mathematik und Physik 38, but was not yet available at the time of
the Kinigsberg conference. That paper deals with problems of two kinds,
namely: (1) the question of the completeness (decidability) of formal sys-
tems of mathematics; (2) the question of consistency proofs for such sys-
tems. A formal system is said to be complete if every proposition express-
ible by means of its symbols is formally decidable from the axioms, that
ig, if for each such proposition A there exists a finite chain of inferences,
proceeding according to the rules of the logical calculus, that begins with
some of the axioms and ends with the proposition A or the proposition
not-A. A system & is said to be complete with respect to a certain class
of propositions M if at least every statement of R is decidable from the
axioms of & What is shown in the work cited above is that there is
no system with finitely many axioms that i complete even with respect
only to arithmetical propositions.! Here by “arithmetical propositions”
are to be understood those propositions in which no notions occur other
than +, -, = (addition, multiplication, identity, with respect to just the
natural numbers), as well as the logical connectives of the propositional
caleulus and, finally, the universal and existential quantifiers, restricted,
however, to variables whose domains are the natural numbers, (In arith-
metical propositions, therefore, no variables other than those for natural
numbers can occur at all.) Even in systems that have infinitely many ax-
ioms, there are always undecidable arithmetical propositions if only the
“axiom scheme” satisfies certain (very general) assumptions. In particular,
it follows from what has just been said that in all the well-known formal
systems of mathematicsfor example, Principia mathematica (together
with the axioms of reducibility, choice and infinity), the Zermelo Fraenkel
and von Nenmann axiom systems for set theory, and the formal systems

"Winder the asumption that no false (that is, contentually refutable) arithmetical
propesitions are derivable from the axioms of the system in guestion,
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their presence in us may be due to another kind of relationship between
ourselves and reality.

However, the question of the objective existence of the objects of math-
ematical intuition {which, incidentally, is an exact replica of the question
of the objective existence of the outer world) is not decisive for the prob-
lem under discussion here. The mere psychological fact of the existence of
an intuition which is sufficientily clear to produce the axioms of set theory
and an open series of extensions of them suffices to give meaning to the
question of the truth or falsity of propositions like Cantor’s continuum hy-
pothesis. What, however, perhaps more than anything else, justifies the

Wnote that there is a close relationship between the concept of sot explained in
footnote 14 and the categories of pure understanding in Kant’s sense. Namely, the
function of both is “synthesis”, e, the generating of unities out of manifolds (e.g., in
Kant, of the idea of one object out of its various aspects),

Cantor's continuum problem 269

acceptance of this eriterion of truth in set theory is the fact that contin-
ued appeals to mathematical intuition are necessary not only for obtaining
unambiguous answers to the questions of transfinite set theory, but also
ion of the problems of finitary number theory®! (of the type
conjecture),*® where the meaningfulness and unambiguity
of I;h-: cnnccpta entering into them can hardly be doubted. This follows
from the fact that for every axiomatic system there are infinitely many
undecidable propositions of this type.

It was pointed out earlier {page 265) that, besides mathematical intu-
|t:|.un. there exlsta am;lther (though only prDbablc) criterion of the truth of
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1974. But for the usual systems and the various non-constructive ex-
tensions that have been considered, it is both much more natural and of
greater generality to follow the lead of Léb 1955, in which quite elegant
abstract derivability conditions (modifying those of Hilbert and Bernays)
proved to be the appropriate means for settling the status of various self-
referential statements and reflection principles in such systems. Lob's
results have been put in an even more general logical context through
the work of Solovay (1976) on the completeness of certain modal logics
under the provability interpretation of the necessity operator. Still, to
study the question of applicability of Lob’s derivability conditions, one
must consider how formal systems may be presented within themselves.
Here, as Kreisel has often stressed (see for example his 1965, page 154),
dealing with the question of what constitutes a ecanonical presentation
of a formal system becomes the central concern. One solution has been
provided in Feferman 1982,

One final technical point concerns incompleteness theorems for sys-
tems (much) weaker than arithmetic, for example those such as PRA
which are quantifier-free. Gidel points out that his “most general” ver-
sion of the second incompleteness theorem can be extended to apply to
such systems. For the technical tools needed to deal with related ver-
sions of the theorem, see Jeroslow 1973,

Solomon Feferman

Remark 2

This remark begins with what Godel terms “another version of the
first undecidability theorem™, which concerns the degree of complexity
(or “complication”, in Gidel's words) of axioms needed to settle prob-
lems of *Goldbach type” of high complexity. Godel had also referred
to problems of this type in 1964, and he explained there (in footnote
42) that by such he meant “universal propasitions about integers which
can be decided in each individual instance”.* Most generally, then, such
propositions are statements of the form VrR(z) with R general recur-
sive (or effectively decidable, by Church's thesis). It is shown in re-
cursion theory that every such statement is equivalent to one of the
same form with R primitive recursive, and by definition these comprise
the class of I1] statements. In fact, it is known through the work of

1See also Boolos 1979,

kSer p. 268 ahove. Goldbach’s own statement, dating from his 1742 letter to
Euler, is the still unsettled conjecture Lthat every even integer is the sum of two
primes. (For Goldbach and Euler, 1 was a prime.)
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Matiyasevich that every I1] statement is equivalent to one of the form
Vxy ... Veu[p(ey,-. ., %) #glxy,-.. ,:r:,.ji], where p and ¢ are polynomi-
als with integer coefficients and n < 13.

Gédel here takes the degree of complexity d{A) of a formula A (in a
given language) to be the number of basic symbols occurring in it. In
other words, if, for a given basic stock of symbols s;,..., 8, the for-
mula is written as a concatenation A = s, ..., , then d(A) is defined
to be k. For S a finite set of (distinct) formulas A, ..., A,. considered as
a system of non-logical axioms, the degree d(S) is defined to be
d(Ay) 4+ -+ +d{A,) 4 (n = 1). The theorem stated informally by Gode!
is that in order to solve all problems A of Goldbach type of a “certain” .
degree k, one needs a system of axioms S with degree d(S5) > k, “up tc
a minor correction”. It is not clear what kind of minor correction Godel
intended here, so we do not know just how he would have stated this
as a precise result. After examining this question more closely, the au-
thors have arrived at some results of the same character as Godel's, but
not quite as strong as what would be suggested by a first reading of his
assertion; we have not, however, been able to establish the latter itself.
These various statements and their status are explained as follows.

Let £ be a language with a finite stock 5y, ..., 8y of basic symbols,
including logical symbols such as *=', ‘A’, *¥", a constant symbol ‘'@, the
successor symbol °, a means for systematically forming variable symbols
‘v;' for £ = 0,1,2,... from the basic symbols,™ the equality symbol ‘=",
and parentheses (", *)". £ should also contain symbols, either directly
or by definition, for a certain number of primitive recursive functions
foseooy [, where fy and f; are + and -, respectively. It is assumed
that we have a consistent finite axiom system Sy in £ which contains
(or proves) defining equations for fy,..., f;, and enough of the axiom
system of primitive recursive arithmetic for these functions in order to
carry out Godel’s first incompleteness theorem, In particular, Sy should
be consistent and complete for E‘I sentences (and hence correct for II',"
sentences). For the assertion of Godel's being examined here, only those
systems S are considered which are consistent and contain S,. Then the
following theorem can be proved:

1800 Davis, Matiyasevich and Robinson 1976, Mativasevich later showed that
one could take n < 9; see his 1977

"One obvious way to do this is to identify v; with v 0" ...’ where 'v" is & new

i
basic symbaol; this makes d{v;} = ¢ + 2. However, there are somewhat more efficient
ways of building v from basic symbols, so that d(n) = logg i + O{logg logy i); we
ghall assume that such an encoding is being used in the discussion that Llluw-.
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(#) There are positive integers ¢, ¢; such that for all k > ¢ and ky =
(k — c2)/e1, no finite consistent extension S of Sy with d(S) < k
proves all true I1] statements A having d(A) < k.

The prool of (+) rests on an examination of Godel's construction
in his 1951 (for the first incompleteness theorem) of a true 1] state-
ment G's which is not provable from S for any finite consistent S ex-
tending Sp. G's can be regarded as a statement which expresses that
Conj(S) — Gs is not logically provable, where Conj(S) = AjA---A A,
for § = {Ay,...,A,}. This construction is uniform in S; that is, for a
suitable I1{ formula B(vy) with at most vy free, we have Gg equivalent
to B("Conj(S)7), where "Conj(S)" is the numeral in £ for a Gidel num-
ber of Conj(S). Using this, it may be shown that (g can be chosen with
d(Gs) < e1d(S) + ¢z, where ¢; is a constant depending on the efficiency
of the Gikel numbering of expressions. It turns out that one can take
¢y = [logym] + 1, where m is the number of basic symbols in £." For
the usual logical systems m is between 8 and 16, hence ¢; = 4. But a
first reading of Gadel's assertion under consideration would put ¢; = 1
in (*); call that assertion (1). (If ({) holds, Godel’s “minor correction”
would simply be cz.)

The remainder of Gadel's remark does not depend essentially on
whether one can obtain (f) or not, but only that we at least have (#).
For Godel’s way of measuring complexity, the crucial thing is that the
degree of complexity of axiom systems needed to establish true I sen-
tences A increases roughly in direct proportion ¢; to the complexity of
A. where ¢; is small.,

We now pass from these technical questions to Godel's discussion of
their significance. This shifts, in effect, to systems of set theory. The
reason is that all of present-day mathematics can be formalized in a rel-
atively simple finite system S, of set theory (for example, the Bernays-
Godel system of sets and classes). According to Gadel, it follows from
the result (i), or (+), that in order to solve problems of Goldbach type
which can be formulated in a few pages, the axioms of S; “will have to be
supplemented by a great number of new ones or by axioms of great com-
plication.” Naturally, one would be led to accept as axioms only those
statements that are recognized to be evident, though not necessarily
immediately so for the intended interpretation (that being, in the case
of BG, sets in the cumulative hierarchy together with arbitrary classes
of sets). Thus Godel says that one may be led to doubt “whether evident

nGodel's own numbering of expressions in 1957 is rather inefficient and gives a
comparatively large value for ¢3. The proof that ¢; = [logg m] + 1 suffices relies
particularly on the more efficient coding of vanables mentioned in footnote m.
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axioms in such great numbers (or of such great complexity) can exist at
all, and therefore the theorem mentioned might be taken as an indica-
tion for the existence of mathematical yes or no questions undecidable
for the human mind.”

In response to such doubts, Godel points out “the fact that there do
exist unexplored series of axioms which are analytic in the sense that
they only explicate the content of the concepts occuring in them"”. As his
main example, he cites the axioms of infinity in set theory, “which assert
the existence of sets of greater and greater cardinality or of higher and
higher transfinite types” and “which only explicate the content of the
general concept of set.” Here Godel repeats ideas broached in 1947 and
more fully in its revised version 1964." There he said that the axioms for
set theory “can be supplemented without arbitrariness by new axioms
which only unfold the concept of set ..." (1964, page 264). Moreover,
the axioms of set theory are recognized to be correct by a faculty of
mathematical intuition, which Godel says is analogous to that of sense
perception of physical objects: “. .. we do have something like a percep-
tion also of the objects of set theory, as is seen from the fact that the
axioms force themselves upon us as being true™ (1964, page 271). He
goes on to note there that “mathematical intuition need not be conceived
of as a faculty giving an immediale knowledge of the objects concerned.”
In 1964 that point is elaborated by reference to Kantian philosophy. But
at the end of the present remark, Godel puts the matter in a way that
is supported by the working experience of set theorists who have been
led to accept axioms of infinity, namely: “These principles show that
ever more (and ever more complicated) axioms appear during the de-
velopment of mathematics. For, in order only to understand the axioms
of infinity, one must first have developed set theory to a considerable
extent.” The implicit but unstated conclusion of all this is that such
axioms of increasing complexity can be used to settle more and more
complicated problems of “Goldbach type”. In other words, despite re-
sults such as («) (or even (1), if true) “mathematical yes or no questions
undecidable for the human mind” need not exist, in principle.

There is one essential difference of aim in the discussions of 196§ and
of the present remark, concerning the possible utility of axioms of infin-
ity. In 1964, Godel thought that such axioms could be used to decide
CH, whereas here he aims to use themn to solve number-theoretic prob-
lems. The study of the so-called axioms of infinity goes back to Hausdorfl
(1908), followed by several publications by Mahlo (1917, 1912, 1913).
After that, there was only scattered work in the subject until the late

o8ee particularly 1964, pp. 264-265 and 271-272, Gidel first touched on axioms
of infinity in footnote 48a of his 1931 and in 19325




Some remarks on the undecidability results
(1972a)

1. The best and most general version of the unprovability of consistency
in the same system." Under the sole hypothesis that Z (number theory) is
recursively one-to-one translatable into S, with demonstrability preserved
in this direction, the consistency (in the sense of non-demonstrability of
both a proposition and its negation), even of very strong systems S, may
be provable in 5, and even in primitive recursive number theory. However,
what can be shown to be unprovable in S is the fact that the rules of
the equational caleulus applied to equations demonstrable in § between
primitive recursive terms yield only correct numerical equations (provided
that S possesses the property which is asserted to be unprovable). Note
that it is necessary to prove this “outer” consistency of S (which for the
usual systems is trivially equivalent with consistency) in order to “justify”
the transfinite axioms of a system S in the sense of Hilbert's program.
[ “Rules of the equational calculus™ in the foregoing means the two rules of
substituting primitive recursive terms for variables and of substituting one
such term for another one to which it has been proved equal.)

This theorem remains valid for much weaker systems than Z. With
insignificant changes in the wording it even holds for any recursive trans-
lation of the primitive recursive equations into S.

2, Another version of the first undecidability theorern. The situation
may be characterized by the following theorem: In order to solve all prob-
lems of Goldbach type of a certain degree of complication k one needs a
system ol axioms whose degree of complication, up to a minor correction,
is > k (where the degree of complication is measured by the number of
symbols necessary to formulate the problem (or the system of axioms),
of course with inclusion of the symbols oceurring in the definitions of the
non-primitive. terms used). Now all of present day mathematics can be
derived from a handful of rather simple axioms about a very few primitive
terms. Therefore, even if only those problems are to be solvable which can
be formulated in a few pages, the few simple axioms being used today will
have to be supplemented by a great number of new ones or by axioms of
great complication. It may be doubted whether evident axioms in such
great numbers (or of such great complexity) can exist at all, and therefore
the theorem mentioned might be taken as an indication for the existence
of mathematical ves or no questions undecidable for the human mind. But

YThis has already been published as a remark to footnote 1 of the translation (1967,
p. 616) of my 1931, but perhaps it has not received sufficient notice,
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Vienna, 19 October 1930
Dear Mr. Behmann,

Dr. Godel is right now with me and he raises the following objections
against my constructivity claim and your proof of it:

He claims to be able to construct examples where clearly an existential
claim is proved although one cannot give a construction. The simplest
example mentioned by Godel—which also serves in principle as represen-
tative for all the remaining examples—is the following:

Let there be given a one-to-one mapping between the natural numbers
and certain rational numbers from the interval (0, 1). Then one can prove
in the usual fashion that the given sequence of rational numbers has an
accumulation point, although it would not in general be possible to give
it explicitly. Let us consider an example where one certainly cannot give
an accumulation point explicitly. A number is called Goldbachian if all
smaller even numbers are sums of two prime numbers. The sequence of
rational numbers is now defined as follows: if n is Goldbachian the numn-
ber 1/n is associated to it; if n is not Goldbachian the number 1 — 1/n is
associated to it. Then one can prove that this sequence has an accumu-
lation point (and indeed a rational one), that is, either 0 or 1. However,
without a solution of Goldbach's problem no accumulation point can be
given explicitly.

Giidel has also discussed the issue with Carnap who finds the objec-
tion made by Godel very plausible.

I would be very grateful if you could let me know your reaction to this
objection, and in the meantime I will also rack my brains over it.

Gaodel also adds that although in this case it is a question of a disjunc-
tion between two possibilities, this is not essential; the disjunction be-
tween infinitely many cases could also remain undecided.

With most cordial greetings,

Yours,

Felix Kaufmann

Vienna, 19 October 1930

Postscript

Despite the objections presented, I do not doubt at all the correctness
of the constructivity theorem. It seems to me that the way to invalidate
the objections made lies in the direction that one shows that, in the case
where the existential claim resolves into a disjunction of claims, there is
no longer an existential claim at all after terminological abbreviations



Introductory note to 1932

In this short note on intuitionistic propositional logic (H),* Godel
shows that

(1) H cannot be viewed as a system of many-valued logic®

(that is to say, we cannot find a finite set M of truth values, with a
subset D € M of designated values, plus an interpretation of —, A,
V by binary operations on M and an mterpretation of — by a unary
operation on M, such that H A if and only if, for all valuations ¢ in
M, #(A) e D) and that

(2) there is an infinite descending chain of logics intermediate in
strength between A (classical propositional logic) and H.

From Godel’s argument one sees that one can take for this chain

A=L;DLsDLyD...,
where L, is the set of propositional formmlas identically valid on the

AFor the formal systems designated by A and H in Gidel's text we use bold face
A and H, respectively, for greater typographical clarity.
BFor an introduction to many-valued logics, see, o.g., Rowtenberg 1079, Chapter 111,

Zum intuitionistischen Aussagenkalkiil
(1932)

(In Beantwortung einer von Hahn aufgeworfenen Frage] fiir das von
A. Heyting' aufgestellte System H des intuitionistischen Aussagenkalkiils
gelten folgende Satze:

! Heyteng 1090,
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n-clement limearly ordered Heyting algebra (pseudo-Boolean algebra).
A finite axiomatization of L, (n > 2) was first given by 1. Thomas
(1962), based on Dummett’s (18509) axiomatization of the logic LC
of tautologies on the linear Heyting algebra of order type w. LC can
be axiomatized by adding to H the axiom (P — @) v (Q — P), or,
equivalently, the following characterization of v:

(AV B) = [((A = B) = B)A((B — A) — A)).

L, is then axiomatizable as LC + F,, 4, where Fy,, is as defined in
Godel's note.

It is to be noted that (1) is in fact a consequence of (2), since it is not
difficult to show that any propositional logic characterized by a finite
set of truth values (in the sense indicated above) and containing H has
only finitely many proper strengthenings.

Godel's second result may be regarded as the first contribution to the
topic of intermediate propositional logic.

In the last line of his note Godel stated the disjunction property for
H: a proofl was given by Gentzen in his 1935.

A. S Troelstra

“There i now an extensive literature on the subject. A survey of the literature
up till 1970 may be found in Hosoi and Ono 1973, Mman 1859 presents an extensive
bibliography with historical comments. The reasons for studying intermediate logles
are mainly techuical; for example, intermediate logics give rise to interesting algebraic
theories.

On the intuitionistic propositional calculus
(1952)

[Answer to a question posed by Hahn:] For the system H, set up by
Heyting.! of the intuitionistic propositional ealculus the following theorems
hold:

! Heyting 1950,
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I. There 18 no realization uath finitely many elements (truth values) for
which the formulas provable in H, and only those, are satisfied (that s,
wield designated values for an arbitrary assignment).

I1. Infinitely many systems lic between H and the system A of the or-
dinary propositional caleulus, that is, there is a monotonically decreasing
sequence of systems all of which include H as a subset and are included in
A as subsets,

The proof results from the following facts: Let F, be the formula

Y (@i dCa),

1<i<k<n

where £ denotes the iterated V-connective and the a, are propositional
variables. F,, is satisfied in every realization with fewer than n elements
in which all formulas provable in H are satisfied. For, with every assign-
ment, a; and ag are replaced by the same element € in al least one of the
summands of F,,, and ¢ DC e.V b yields a designated value for arbitrary
b, since the formula a OC a.V b is provable in H. Further, let S, be the
following realization:

Elements: {1,2,..., n}; designated element: 1;
aV b= min(a,b); aAb=max(a,b);
adh=1for az2b;, a>b=b for a<¥b;

“a=n for agn, -n=|

Then, for S,, all formulas of H and the formula F,,.,, as well as all
F,; with greater subscript, are satisfied, while F,,, as well as all F, with
smaller subecript, are not satisfied. In particular, it follows that no F,, is
provable in H. Besides, the following holds with full generality: a formula
of the formn AV B can only be provable in I if either A or B is provable
in H.



UNE INTERVIEW DE LAWVERE AU SUJET DES CATEGORIES

Vous avez écrit un article, publié pour la premiére fois en 1986, intitulé “Prendre les catégories au sé-
rieuz”! Pourquoi devrions-nous prendre les catégories au sérieuz ?

Dans tous les domaines dans lesquels la théorie des catégories est activement utilisée, le concept ca-
tégorique de foncteur adjoint s’est avéré remplir un role-clé. Un tel instrument universel pour guider
I'apprentissage, le développement et I'utilisation des mathématiques avancées est également indiqué dans
des domaines tels que les mathématiques scolaires et au college, dans les relations les plus basiques entre
I’espace et le nombre, et dans les calculs basés sur ces relations. En disant “Prenez les catégories au sé-
rieux”, je voulais exprimer le fait que 'on pourrait rechercher, cultiver et enseigner des exemples utiles de
nature élémentaire.

La relation entre enseignement et recherche s’incarne en partie dans des concepts généraux simples qui
peuvent guider 1’élaboration d’exemples dans les deux cas. Les notions et les constructions, comme ’ana-
lyse spectrale des systémes dynamiques, ont des aspects importants qui peuvent étre compris et poursuivis
sans les complications dues au fait de devoir limiter les modeles a des catégories spécifiques classiques.
L’application de quelques concepts généraux simples de la théorie des catégories peut permettre de passer
d’une clarification des constructions de base sur les systémes dynamiques & une construction du systéme
des nombres réels avec sa structure de catégorie fermée ; appliquée a cette catégorie fermée particuliere, la
théorie des catégories générale enrichie amene inexorablement aux théoremes et notions de complétude de
Cauchy, rotation, fermeture convexe, rayon et distance géodésique pour les systemes métriques arbitraires.
En fait, ces derniéres notions se présentent elles-mémes sous une forme telle que les calculs de 'analyse
élémentaire et de la géométrie peuvent étre explicitement guidés par I’expérience qui est concentrée dans
le concept d’adjonction. Il semble certain que cette approche, combinée avec une application sobre de
Porigine historique de toutes ces notions, pourra étre appliquée & de nombreux exemples, unifiant ainsi
nos efforts dans I’enseignement, la recherche et 'application des mathématiques.

Je crois également que nous devrions prendre au sérieux les précurseurs historiques de la théorie des
catégories tels que Grassman, dont le travail est tres clair, contrairement a sa réputation d’étre obscur.

Pourriez-vous mentionner d’autres précurseurs historiques de la théorie des catégorie que Grassman,
Emmy Noether et Heinz Hopf, que Mac Lane avait I’habitude de souvent citer ?

La méthode axiomatique implique de se concentrer sur les caractéristiques clés des applications cou-
rantes. Par exemple, Cantor s’est concentré sur le concept d’isomorphisme, qu’il a extrait du travail de
Jakob Steiner en géométrie algébrique. La connexion entre Cantor et Steiner n’est pas mentionnée dans
la plupart des livres; il y a une malheureuse tendance dans les travaux standards d’histoire des sciences
a perpétuer certains mythes, plutot que de découvrir et clarifier les analyses conceptuelles. Le principe
indispensable de “l'univers du discours” s’est raffiné dans 'idée de structure amenée par celle d’ensemble
abstrait, impliquant de longues chaines de raisonnement plus concevables par 'idée qu’“il n’y a rien dans
la conclusion qui ne soit déja dans les prémisses”. Cette vision a été développée par Dedekind, Hausdorff,
Fréchet, et d’autres mathématiciens du 20eme siecle.

En plus des portraits des inventeurs de la théorie des catégories, Eilenberg et Mac Lane, la couver-
ture de notre livre “Ensembles pour les Mathématiques”, écrit en collaboration avec Robert Rosebrugh,
contient les portraits de Cantor et Dedekind.

Le cceur des théories mathématiques est dans la variation de la quantité dans ’espace et dans I’émer-
gence de la qualité la-dedans. Les branches fondamentales, telles que la géométrie différentielle et la théorie
de la mesure géométrique donne naissance aux deux grandes disciplines auxiliaires que sont la topologie
algébrique et ’analyse fonctionnelle. Un grand élan a leur cristallisation a été la théorie électromagnétique
de Maxwell-Hertz-Heaviside et la science des matériaux de Maxwell-Boltzmann. Ces deux disciplines ainsi
que ces applications ont été rendues explicites dans le travail de Volterra. Comme noté par de Rham a
I’adresse de Narasimhan, c’est Volterra qui, dans les années 1880, non seulement a prouvé que I'opérateur
dérivé extérieur satisfait d> = 0, mais il a également prouvé un théoréme d’existence local auquel on fait
habituellement référence de maniere inexacte en 'appelant le lemme de Poincaré ; ces résultats restent au

1. Revue Colombienne de Mathématiques 20 (1986) 147-178. Réimprimé dans Repr. Theory Appl. Categ. 8 (2005) 1-24
(version électronique).



coeur de la topologie algébrique comme cela s’exprime dans le théoreme de De Rham et dans la cohomo-
logie des faisceaux.

Habituellement, la catégorie codomaine d’un foncteur quantitatif sur X est une catégorie Mod(X) de
structures linéaires dans X lui-méme; ainsi, c’est de facon plus basique la nature des catégories X des
espaces, que de tels systemes de nombres ont comme domaines, qui a besoin d’étre clarifiée. En se concen-
trant sur les contributions de Volterra, Hadamard, Fox, Hurewicz et d’autres pionniers, nous arrivons
a limportante idée générale que de telles catégories devraient étre des catégories cartésiennes fermées.
Par exemple, 'axiome puissance ensembliste des ensembles est une manifestation de cette idée, en notant
qu’elle n’est pas justifiée par les éléments afférents a la théorie ensembliste a propos de l'itération des
ordinaux, des formules, etc., puisqu’elle doit, comme 'axiome d’infinité, carrément étre supposée en plus.
Hurewicz était, comme Eilenberg, un topologiste Polonais, et son travail sur les groupes d’homotopie,
présenté lors d’une conférence a Moscou, était également pionnier ; sa conférence trop peu connue de 1949
sur les k-espaces, est le premier effort majeur, toujours utilisé par les topologues algébristes et par les
analystes, de remplacer la catégorie par “défaut” des espaces topologiques par une catégorie fermée car-
tésienne plus utile.

En parlant de Volterra, cela me rappelle que vous avez énoncé un jour quelque part? le travail du mathé-
maticien portugais J. Sebastiao e Silva. Pourriez-vous nous en parler ?

Silva a été I'un des premiers a reconnaitre 'importance des espaces bornologiques comme un paradigme
pour 'analyse fonctionnelle. Il a ainsi anticipé le travail de Waelbroeck sur ’analyse fonctionnelle lisse et
a préparé le chemin pour le travail de Douady et Houzel sur le théoréeme de finitude de Grauert pour les
fonctions propres des espaces analytiques. De plus, malgré mon peu de portugais, je discerne un hommage
a la relation proche entre la recherche et 1’enseignement dans un esprit que je partage.

O1 la théorie des catégories prend-elle son origine ?

Le besoin d’unifier et de simplifier pour rendre cohérents certaines des avancées mathématiques des
années 30 ont amené Eilenberg et Mac Lane a concevoir la théorie des catégories, foncteurs et transfor-
mations naturelles au début des années 40. La théorie des catégories est apparue pour la premiere fois
dans leur article GTNE?, avec le besoin de guider les calculs compliqués nécessitant un passage & la, li-
mite dans 1’étude du saut qualitatif séparant les espaces des objets homotopiques / homologiques. Depuis
lors, la théorie est toujours utilisée pour ces problemes mais également en géométrie algébrique, logique
et théorie des ensembles, théorie des modeles, analyse fonctionnelle, physique du continu, combinatoire, etc.

Mac Lane est entré dans le domaine de la topologie algébrique par Ientremise de son ami Samuel
Eilenberg. Ensemble, ils ont construit les célebres espaces d’Eilenberg-Mac Lane, qui “représentent la
cohomologie”. Ce résultat plutdt technique de géométrie et algebre nécessite en fait plusieurs avancées
méthodologiques frappantes :

(a) la cohomologie est un “foncteur”, une sorte de dépendance spécifique au changement de 1’espace
domaine;;

(b) la catégorie sur laquelle ces foncteurs sont définis a comme fonctions non pas les fonctions continues
habituelles, mais plutot les classes d’équivalences de telles fonctions, ou les déformations arbitraires
continues des fonctions servent a établir les équivalences; et

(c) bien que dans toute catégorie, tout objet fixé K détermine un foncteur spécial “représentable” qui
assigne, a tout X, Pensemble [X, K] des fonctions de X dans K, la plupart des foncteurs ne sont pas
de cette forme et ainsi, il est remarquable que les foncteurs cohomologiques particuliers intéressants
s’averent étre isomorphes & H*(X) = [X, K] mais seulement pour la catégorie d’Hurewicz (b) et
seulement pour les espaces K du type construit pour H* par Eilenberg et Mac Lane.

Toutes ces avancées dépendaient des concepts de catégorie et foncteur, inventés aux alentours de 1942
par les collaborateurs. Méme si la notion de catégorie elle-méme avait été rendue explicite, ce résultat
rendit apparent le fait que les catégories “concretes”, dans lesquelles les applications sont déterminées par
leurs valeurs sur des points, ne suffisaient pas.

2. F. W. Lawvere, Volterra’s functionals and covariant cohesion of space, Suppl. Rend. Circ. Mat. Palermo, serie II, 64
(2000) 201-214.

3. S. Eilenberg et S. Mac Lane, General Theory of Natural Equivalences (GTNE), Trans. Amer. Math. Soc. 58 (1945)
231-294.



Déja dans GTNE, il fut noté qu’un ensemble préordonné est juste une catégorie avec au plus un mor-
phisme entre toute paire donnée d’objets, et que les foncteurs entre deux telles catégories sont juste les
applications préservant l'ordre; a 'extréme opposé, un monoide est juste une catégorie avec exactement
un objet, et les foncteurs entre deux telles catégories sont juste des homomorphismes de monoides. Mais
la théorie des catégories ne consiste pas simplement en une classification dans I'esprit de la métaphysique
wolfienne (bien qu’un petit nombre de praticiens puissent faire cela) ; ¢’est plutoét la mutabilité des struc-
tures mathématiques précises (par les morphismes) qui est le contenu essentiel de la théorie des catégories).
Si les structures sont elles-mémes des catégories, cette mutabilité est exprimée par les foncteurs, alors que
si les structures sont des foncteurs, la mutabilité est exprimée par les transformations naturelles.

Le New York Times, dans son éloge mortuaire d’Eilenberg en 1998 a complétement omis son réle dans le
développement de la théorie des catégories.

Oui, et 'injustice a été un peu moindre a l'occasion de '’hommage quand Mac Lane est décédé, lorsque
le Times a rendu compte de son déces.

Dans une lettre au NYT en février 1998, écrite conjointement avec Peter Freyd, vous vous plaignez de
cette omission notable. Dans cette lettre, vous insistez sur le fait que la “découverte d’Filenberg-Mac Lane
en 1945 de la théorie des transformations entre catégories mathématiques a fourni les outils sans lesquels
les importantes collaborations de Sammy avec Steenrod et Cartan n’auraient pas été possible. Ce travail
commun a également amené la base du travail pionnier de Sammy en informatique théorique ainsi que de
nombreux développements dans la foulée en géométrie, algébre, et au sujet des fondements des mathéma-
tiques. En particulier, la théorie d’Eilenberg-Mac Lane des catégories était indispensable au développement,
en 1960, par le mathématicien frangais Alexander Grothendieck, de la forme puissante de la géométrie al-
gébrique qui a €té un ingrédient dans plusieurs avancées en théorie des nombres, incluant le travail de
Wiles sur le théoreme de Fermat” Pourriez-vous nous donner une large justification de la raison pour
laquelle la théorie des catégories est si utile ?

Chaque jour des activités humaines comme construire une maison sur une colline, concevoir un réseau
téléphonique, naviguer dans le systéme solaire, nécessite des plans qui sont corrects. Planifier de tels sys-
témes nécessite le développement de la pensée a propos de I'espace. Chaque développement nécessite de
nombreuses étapes de pensée et beaucoup sont liées a des constructions géométriques sur des espaces. A
cause de cette nature nécessairement multi-étapes de la pensée a propos de ’espace, seules des mesures
mathématiques doivent étre effectuées pour que le systéme soit fiable. Seuls des principes explicites de
pensée (logique) et des principes explicites d’espace (géométrie) peuvent garantir une telle fiabilité. Cette
grande avancée faite par la théorie inventée il y a 60 ans par Eilenberg et Mac Lane a permis de rendre les
principes de la logique et de la géométrie explicites; cela a été accompli en découvrant la forme commune
de la géométrie et de la logique de telle maniere que la relation entre les deux soit aussi explicite. Ils ont
résolu un probleme ouvert 2300 ans avant par Aristote avec ses recherches initiales pour rendre explicites
les catégories et les concepts. Au 21%™¢ siecle, leur solution est applicable non seulement & la géométrie
plane et au syllogisme médiéval, mais également aux espaces de transformations de dimension infinie, aux
“espaces” de données, et a d’autres outils conceptuels qui sont appliqués des milliers de fois par jour.
La forme des principes a la fois de la logique et de la géométrie ont été découverts par des catégoriciens
pour reposer sur la “naturalité” des transformations entre les espaces et les transformations dans la pensée.

Quels sont vos souvenirs de Grothendieck ? Quand l’avez-vous rencontré pour la premiére fois ¢

Je T’ai rencontré pour la premiere fois au Congres International des mathématiciens a Nice en 1970
ou nous étions tous les deux conférenciers invités. Je me suis publiquement montré en désaccord avec lui
sur quelques points qu’il a présentés dans une conférence séparée sur son mouvement “Survivre”, de telle
fagon qu’il m’appelait (j’espére affectueusement) le “principal contradicteur”. En 1973, nous avons tous
deux visité en méme temps Buffalo, et je me rappelle de fagon vivace le cours qu’il m’a donné sur les
éclairages basiques de la géométrie algébrique comme “les points ont des automorphismes”. En 1981, je
lui ai rendu visite dans sa hutte de pierre, au milieu d’un champ de lavande dans le sud de la France,
dans le but de lui demander son avis sur le projet de dériver le théoreme de Grauert du théoreme de
Cartan-Serre, en démontrant ce dernier pour un espace analytique compact dans un topos général, puis en
spécialisant au topos de faisceaux d’un espace parametre. Certains ingrédients nécessaires étaient connus,
par exemple le fait qu’un espace compact au sens interne devrait correspondre a une application propre
vers I’espace parametre de fagon externe. Mais la preuve de ces résultats dépend classiquement de ’analyse



fonctionnelle, de telle facon que la théorie des espaces bornologiques aurait dii étre faite de fagon interne
pour réussir. Il a clairement reconnu qu’un tel développement dépendrait de 'utilisation d’un classifieur
de sous-objets qui, comme il I’a dit, est I'un des quelques ingrédients de la théorie des topos qu’il n’avait
pas prévus. Plus tard dans son travail sur 'homotopie, il a gentiment fait référence a cet objet comme a
I'“élément de Lawvere”. Ma derniére rencontre avec lui eut lieu au méme endroit en 1989 (Aurelio Carboni
m’a conduit 1& depuis Milan) : il était content de me voir, ¢’était clair, mais ne parlerait pas, a cause d’un
veeu religieux; il a écrit sur un papier qu’il n’avait pas le droit de discuter de mathématiques, bien que
rapidement, son ame mathématique triomphe, me laissant avec quelques précieuses notes mathématiques.

Mais la réduction drastique du travail scientifique par un mathématicien aussi grand, due a sa ren-
contre avec un religieux puissant, est la cause d’une vigilance renouvelée.

Vous étes né a Indiana. Y avez-vous grandi ?
Oui. On m’a parfois appelé “le fermier d’Indiana”.

Vos parents avaient-il un intérét pour les mathématiques ¢
Non. Mon pere était fermier.

Vous avez obtenu votre diplome de premier degré de I’Université d’Indiana en 1960. Merci de nous en dire
un peu plus sur votre éducation la-bas. Comment avez-vous appris les catégories ? Nous savons que vous
avez commencé comme étudiant de Clifford Truesdell, un expert trés connu de mécanique classique®

J’ai étudié a I'Université d’Indiana University de 1955 a janvier 1960. J’aimais la physique expérimen-
tale mais je n’appréciais pas le raisonnement imprécis dans certains cours théoriques. Alors j’ai décidé
d’étudier d’abord les mathématiques. Truesdell était au département de mathématiques mais il avait de
grandes connaissances en physique de I'ingénierie. Il a pris la en charge mon éducation.

Eilenberg avait été un temps a Indiana, mais il était parti en 1947 quand j’avais 10 ans. Ce n’est
donc pas d’Eilenberg que j’ai d’abord appris les catégories, ni de Truesdell qui avait abandonné son poste
a Indiana en 1950 et qui en 1955 (et ensuite) m’avait conseillé de continuer mes études en mécanique
continue et théorie cinétique. C’est un étudiant d’Indiana qui a insisté aupres de moi sur I'importance de
la méthode galactique mentionné dans le livre de topologie de J. L. Kelley ; ¢a semblait trop abstrait au
début, mais j’ai appris que “galactique” faisait référence a 1'utilisation des catégories et des foncteurs et
nous avons discuté de leur potentiel pour unifier et clarifier les mathématiques de toutes sortes. Durant
I’été 1958, j’ai étudié la topologie dynamique avec George Whaples, avec comme objectif de la comprendre
autant qu’il était possible en termes catégoriques. Quand Truesdell m’a demandé de donner des cours de
plusieurs semaines pendant son cours d’Analyse fonctionnelle en 1958-1959, il devint vite apparent que
toutes les explications tres effectives de sujets tels que les anneaux de fonctions continues et la trans-
formation de Fourier en analyse harmonique abstraite pourraient étre fournies en rendant explicite leur
fonctorialité et leur naturalité dans le sens précis d’Eilenberg-Mac Lane. En continuant d’étudier la mé-
canique statistique et la théorie cinétique, & un moment, je découvris le livre de Godement sur la théorie
des faisceaux a la bibliotheque et je I’étudiai dans son intégralité. Toute ’année 1959, je développai de
moi-méme une pensée catégorique et je formulai des programmes de recherche sur I’“amélioration” (dont
j’appris plus tard que Kan y avait travaillé plus complétement sous le nom de foncteurs adjoints) et sur
les “clusters galactiques” (dont j’appris plus tard que Grothendieck les avait étudiés et appliqués sous le
nom de catégories fibrées). Les catégories seraient certainement importantes pour simplifier les fondements
de la physique continue. J’en conclus que je ferais de la théorie des catégories la ligne centrale de mes
études. La littérature mentionne souvent quelques difficultés mystérieuses sur le fait de baser la théorie des
catégories sur la théorie des ensembles traditionnelle : ayant eu un cours sur le livre de Kleene (également
avec Whaples) et ayant apprécié de nombreuses discussions avec Max Zorn, dont le bureau était adjacent
du mien, j’avais eu une compréhension initiale de la logique mathématique, et j’avais conclu que la so-
lution au probléme fondationnel serait de développer une théorie axiomatique de la catégorie des catégories.

Pourquoi avez-vous choisi 'université Columbia pour poursuivre vos études ?

4. C. Truesdell a été le fondateur du journal Archive pour la mécanique rationnelle et I’analyse et pour ’histoire des
sciences exactes.



La décision de changer d’école pour le second cycle (avant méme d’étre diplomé) a nécessité quelques
recherches. Quels étaient les experts en théorie des catégories et ou donnaient-ils des cours sur ce sujet ?
J’ai noté que Samuel Eilenberg apparaissait trés fréquemment dans la littérature du domaine, a la fois
comme auteur et comme co-auteur avec Mac Lane, Steenrod, Cartan, Zilber. Alors l'université de Co-
lumbia était le lieu logique ou étudier. En consultant Clifford Truesdell a propos du changement de lieu
en question, j’ai été ravi d’apprendre qu’il était un ami personnel de Samuel Eilenberg; connaissant mon
souhait, il appela personnellement Sammy pour faciliter mon entrée & Columbia, et j’envoyais rapidement
des documents décrivant mes programmes de recherche a Eilenberg.

La bourse qui a financé ma derniére période a Indiana s’avéra transférable a Columbia. Le département
mathématique de Columbia avait contracté un arrangement selon lequel tout étudiant boursier devrait
également étre assistant d’enseignement. Ainsi je devins assistant professoral pour le cours de calcul de
Hyman Bass, i.e. le cours d’algebre linéaire, jusqu’a janvier 1961.

Quand j’arrivai & New York en février 1960, ma premiére action a consisté a aller a la librairie francaise
et & m’acheter un exemplaire personnel du Godement. Méme si je n’ai pris qu’un cours, d’algebre homo-
logique, avec Eilenberg, et malgré le fait qu’Eilenberg soit trés occupé cette année-la par ses obligations
de directeur de département, je pus apprendre une grande partie des catégories de Dold, Freyd, Mitchell,
Gray ; avec Eilenberg, je n’eus qu’une seule discussion mathématique sérieuse. Peut-étre n’avait-il pas eu
le temps de lire mes documents ; quoi qu’il en soit, ce fut un étudiant boursier, Saul Lubkin, qui alors que
j’étais a Columbia depuis plusieurs mois, réalisa que ce que j'avais écrit avait déja été travaillé en détail
sous le nom de foncteurs adjoints, et, aprés avoir discuté avec Eilenberg a ce propos, il me donna une
copie du papier de Kan.

En 1960, Eilenberg avait réussi a attirer au moins dix des plus grands contributeurs de la théorie des
catégories & Columbia comme étudiants ou enseignants. Ces cours et discussions aidérent naturellement &
rendre plus précise ma conception de la catégorie des catégories, de méme que le fit plus tard mon étude
de la logique mathématique a Berkeley; pourtant, la nécessité d’axiomatiser la catégorie des catégories
était déja évidente pour moi pendant que j’étudiais Godement & Indiana.

Quelques mois plus tard, alors que Mac Lane était en visite & New York, Sammy me présenta a
Saunders, décrivant mon programme en plaisantant comme le programme surprenant des “ensembles sans
points”.

Dans son autobiographie®, Mac Lane écrit “Un jour, Sammy me dit qu’il avait un jeune étudiant qui
affirmait qu’il pouvait faire de la théorie des ensembles sans éléments. L’idée était difficile a comprendre,
et il se demandait si je pourrais parler a l’étudiant en question. (...) Je l'ai écouté avec attention, pendant
plus d’une heure. A la fin, j’ai tristement dit “Bill, ¢ca ne marchera juste pas. Tu ne peuz pas faire des
ensembles sans éléments, désolé,” et j'ai rapporté ce résultat a Filenberg. La bourse d’études de Lawvere
a Columbia ne fut pas renouvelée, et moi et ma femme quittdmes l’endroit pour nous installer en Califor-

nie.”..

...Je n’ai jamais proposé “des ensembles sans éléments” mais le slogan a causé de nombreuses incom-
préhensions pendant les 40 années suivantes parce que, pour une raison quelconque, Saunders aimait le
répéter. Bien siir, ce que mon programme rejetait, c¢’était plutét I'idée d’appartenance comme une primi-
tive, les idées mathématiquement pertinentes, a la fois d’appartenance, et également d’inclusion, étant des
cas particuliers de I'unique divisibilité par rapport a la composition catégorique. Je défendais I'idée que la
théorie des ensembles ne devrait pas étre basée sur la notion d’appartenance, comme dans la théorie des
ensembles de Zermelo-Frankel, mais plutét sur une structure invariante par isomorphisme.

A propos de 'autobiographie de Mac Lane, notez que quand Mac Lane l'a écrite, il avait déja un
certain age, et selon sa femme et sa fille, il avait déja eu plusieurs attaques cérébrales. Malheureusement,
I’éditeur se rua chez I'imprimeur & I'occasion de son déces sans laisser sa femme et sa fille corriger les
épreuves, comme cela leur avait été promis. Par conséquent, beaucoup de petits détails sont omis, par
exemple le nom de famille du seul petit-fils de Mac Lane William, Coimbra qui devient Columbia %, etc.
Bien sir, aucune mémoire de quiconque n’est si bonne qu’il ou elle puisse se souvenir de I'histoire d’un
ou d’une autre précisément, et donc les principaux points concernant mes contributions et mon histoire

5. Saunders Mac Lane, A Mathematical Autobiography, A. K. Peters, 2005.
6. Idem, ibidem, p. 351.



contiennent souvent des spéculations qui auraient dii étre vérifiées par I’éditeur et I'imprimeur.

Par rapport a cet épisode, il est traité différemment dans le livre, mais dans une version plutot conden-
sée, amenant quelques incohérences. L’acceptation préliminaire de ma these par Eilenberg a été encouragée
par Mac Lane qui agit comme un lecteur extérieur, et j’ai défendu ma theése devant Eilenberg, Kadison,
Morgenbesser et d’autres dans 'amphithéatre Hamilton en mai 1963.

Vous avez étudié a Columbia de février 1960 a juin 1961, y retournant pour soutenir votre thése en mai
1963. Entre temps, vous étes allé o Berkeley et a Los Angeles. Pourquoi ?

Meéme si j'avais recu un excellent enseignement en logique mathématique de Elliott Mendelson & Co-
lumbia, j’ai ressenti un fort besoin de recevoir davantage d’enseignements en théorie des ensembles et en
logique de la part d’experts de ces domaines, toujours dans le but, bien sir, de clarifier les fondements
de la théorie des catégories et de la physique. Pour pourvoir & mes obligations financieres familiales, et
aussi du fait de mon profond intérét pour ’enseignement mathématique, j’avais été embauché pendant les
étés 1960 et 1961 par TEMAC, une branche de I’Encyclopedia Britannica, qui s’engageait a fournir des
livres pour I'université en mathématiques modernes dans un nouveau format interactif pas a pas. En 1961,
TEMAC construisit un nouveau batiment prés de I'Université de Stanford dédié a ce projet. Du coup,
mon changement de ville suivant n’était pas motivé par le fait d’avoir perdu une bourse, mais plutét dans
deux buts : dans le quartier de la baie, je pourrais habiter a Berkeley, suivre les cours de Tarski, Feferman,
Scott, Vaught, et d’autres théoriciens des ensembles de haut niveau, et aussi me rendre & Palo Alto pour
continuer a rédiger le livre que j’écrivais principalement a domicile.

Ma premiére destination en Californie n’était pas ce club de réflexion (think tank) auquel il est fait
référence dans le livre de Mac Lane. Plutét, comme ma progression dans 1’écriture du second texte pro-
grammé n’était pas aussi rapide que TEMAC I'escomptait, je démissionnai de ce travail.

Un ami de cette époque & Indiana travaillait alors pour le think tank prés de Los Angeles, et put
les persuader de me donner un travail. Au début, j’ai compris que le travail impliquerait de concevoir
des systeémes informatiques pour vérifier des accords possibles sur le controle d’armes; mais quand j’ai
finalement obtenu I’habiliation secret défense, j’ai découvert que d’autres sujets étaient impliqués, reliés
a la guerre du Vietnam. Le compte-rendu qu’en fait Mac Lane est essentiellement correct concernant la
maniere dont mon ami mathématicien Bishop Spangler du think tank devint mon supérieur et me donna
alors 'opportunité de finir ma these sur ’algebre universelle catégorique. En février 1963, Dana Scott et F.
William Lawvere voulaient vraiment me débaucher de mon travail & Los Angeles pour que j’aie un poste
d’enseignement a Reed College. J’ai demandé a FEilenberg une lettre de recommandation. Sa réponse tres
breve fut que la requéte de Reed irait dans sa poubelle a moins que ma série de résumés ne soient rapide-
ment terminés a la hate et remplacés par une vraie thése. Cet amour vache eut 'effet escompté en quelques
semaines. Ayant soutenu ma theése en 1963, je pus quitter le think tank et réintégrer une vie normale de
professeur assistant a Reed College I'année académique 1963-64. En route vers Portland, j’assistais a la ren-
contre de théorie des modeles en 1963 a Berkeley, oti, en plus de présenter mon développement fonctoriel de
I'algebre générale, j’annoncais que les quantificateurs sont caractérisés comme des adjoints de substitution.

Ainsi vous avez passé 'année académique 1963-64 comme professeur assistant d Reed College.

A Reed j’appris que la premiere année de calcul devrait se concentrer sur les fondements, les formules
étant enseignées en seconde année. Ainsi, malgré le fait que j’avais déja décidé que la catégorie des catégo-
ries était le paradigme approprié pour les mathématiques en général, je passais les semaines préparatoires
a essayer de définir un cours de calcul basé sur la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Pourtant une
évaluation sommaire montra qu’il y avait bien trop de niveaux de définitions, occultant la différentiation
et I'intégration de la hiérarchie cumulative, pour étre capable d’intégrer ces niveaux en un an. La structure
de catégorie des ensembles sans structure de Cantor semblait a la fois plus simple et plus fermée. Ainsi la
théorie élémentaire de la catégorie des ensembles émergea d’un besoin purement pratique d’enseignement,
dans une sorte d’expérience que Saunders explicita également ainsi : le besoin d’expliquer quotidiennement
des €léments da des étudiants est souvent la source de nouvelles mathématiques.

Une théorie d’une catégorie des ensembles abstraits de Cantor a la méme force en termes de preuves
théoriques que la théorie de la catégorie des catégories et je 'avais déja noté dans l'introduction de ma
thése. Plus objectivement, les ensembles peuvent étre définis comme des catégories discrétes et inverse-



ment, les catégories peuvent étre définies comme les diagrammes finis adaptés aux ensembles discrets, et
les forces relatives peuvent ainsi étre comparées. La catégorie des catégories doit étre préférée pour la
raison pratique que toutes les structures mathématiques peuvent étre construites comme des foncteurs et
dans le réglage effectif, il n’y a pas besoin de vérifier dans chaque instance qu’on a un foncteur ou une
transformation naturelle.

Apres Reed, jai passé 1'été 1964 a Chicago, ou j’ai réfléchi au fait que la théorie de Grothendieck des
catégories abéliennes devrait avoir un analogue non-linéaire dont les exemples inclurait les catégories de
faisceaux d’ensembles; j’ai écrit quelques-unes des propriétés que de telles catégories devraient avoir et
noté que, sur la base de mon travail sur les catégories d’ensembles, une telle théorie devrait avoir une
autonomie plus grande que ne pouvait en avoir la théorie abélienne (c’est seulement durant 1’été 1965
sur la plage de La Jolla que j’ai appris de Verdier que lui, Grothendieck et Giraud avaient développé une
théorie complétement épanouie de tels “topos”, mais sans I'autonomie). Plus tard, & 'ETH & Zurich...

..ol vous étes resté de septembre 1964 d décembre 1966 comme chercheur scientifique en visite a I'Institut
de mathématiques Beno Eckmann...

... 1a, j’ai été capable de simplifier davantage la liste des axiomes de la catégorie des ensembles dans
un article que Mac Lane a alors communiqué aux Proceedings de I’Académie des sciences américaine. La,
j’ai aussi écrit pour publication le texte de la conférence “la catégorie des catégories comme fondement
des mathématiques”, conférence que j’ai donnée aux premieéres Rencontres internationales sur la théorie
des catégories a La Jolla, en Californie, en 1965.

Quels étaient les objectifs de votre théorie élémentaire des catégories d’ensembles ?

Elle était destinée a accomplir deux objectifs. D’abord, la théorie caractérise la catégorie des ensembles
et les applications comme une catégorie abstraite dans le sens ou n’importe quel modele pour les axiomes
qui satisfont 'axiome additionnel non élémentaire de complétude, au sens habituel de la théorie des catégo-
ries, peut étre démontré comme équivalent a la catégorie des ensembles. Deuxiemement, la théorie fournit
des fondements des mathématiques qui sont un peu différents des théories des ensembles habituelles au
sens oul beaucoup de théorie des nombres, d’analyse élémentaire, et d’algebre peuvent apparemment étre
développées a l'intérieur de ces fondements méme si aucune relation avec les propriétés habituelles de €
ne peut étre définie.

Philosophiquement, on peut dire que ces développements ont conforté la these selon laquelle méme
en théorie des ensembles et en mathématiques élémentaires, il était également vrai, comme cela avait été
longuement ressenti en algebre avancée et en topologie, que la substance des mathématiques ne réside pas
dans la Substance, comme on semble vouloir le signifier lorsque € est le prédicat irréductible mais dans
la Forme, comme cela est clair lorsque la notion guide est la structure a invariance par isomorphisme,
comme cela est défini, par exemple, par les propriétés des applications universelles. Comme en algebre
et en topologie, ici & nouveau, la machinerie technique concrete pour ’expression précise et le traitement
efficace de ces idées est fournie par la théorie des catégories d’Eilenberg-Mac Lane, des foncteurs et des
transformations naturelles.

Retournons a Zurich.

A Zurich, j’ai eu de nombreuses discussions avec Jon Beck et nous avons collaboré sur les doctrines. Le
mot “doctrine” lui-méme est entierement dii & Jon et signifie quelque-chose qui est comme une théorie, si
ce n’est qu’il n’est pas approprié de l'interpréter dans la catégorie des catégories, plutét que, par exemple,
dans la catégorie des ensembles. Les “algebres” pour une doctrine méritent d’étre appelées “théories” parce
qu’en les dualisant en une algébre fixée, on définit un foncteur sémantique reliant des généralités abstraites
et les généralités concretes correspondantes. Jon insistait sur la clarté mathématique et fit beaucoup pour
encourager la précision dans les discussions et dans la formulation des résultats mathématiques. Il remar-
qua que mon foncteur de structure adjoint a la sémantique est analogue a la définition de descente de
cocycle de Grothendieck dans le sens ou les deux expriment partiellement la structure qui surgit inévita-
blement quand des objets sont construits par un processus fonctoriel, qui, si on le suppose, aide a renverser
le processus et a discerner 'origine. Implémenter cette notion générale philosophique de la descente néces-
site le choix d’une “doctrine” appropriée de théories dans lesquelles la structure induite peut étre exprimée.



C’est également depuis Zurich que j’assistais & un séminaire & Oberwolfach ou je rencontrai Pierre
Gabriel et ou j'appris de lui de nombreux aspects peu connus méme aujourd’hui de 'approche que Gro-
thendieck avait de la géométrie. En général, ’atmosphere de travail au Forschungsinstitut était si agréable,
que j’y suis retourné plus tard, pendant 'année académique 1968/69.

Comme professeur assistant a Chicago, en 1967, vous avez donné avec Mac Lane un cours de mécanique,
ot “vous avez commencé @ penser d la justification de méthodes intuitives plus anciennes en géométrie””.
Vous lavez appelée la “géométrie différentielle synthétique” Comment étes-vous parvenu au programme
de dynamique catégorique et de géométrie synthétique différentielle ?

De janvier 1967 a aoflit 1967, j’étais professeur assistant a l'université de Chicago. Mac Lane et moi
avons programmé d’enseigner un cours commun basé sur le livre de Mackey “Fondements mathématiques
de la mécanique quantique”.

Alors, Mackey, un analyste fonctionnel d’Harvard principalement concerné par les relations entre la mé-
canique quantique et la théorie des représentations, a un lien avec la théorie des catégories.

Ce lien a la théorie des catégories remonte bien plus loin que cela, comme me 1’ont expliqué Saunders et
Sammy. La these de Mackey fournit une pensée remarquable de nature catégorique, méme si les catégories
n’avaient pas encore été définies alors. De facon plus précise, le fait que la catégorie des espaces de Banach
et des applications linéaires continues soient complétement plongées dans une catégorie d’appariement
d’espaces vectoriels abstraits, avec la définition et I'utilisation de la “convergence de Mackey” dans une
séquence “bornologique” d’espaces vectoriels ont été découvertes 1a et ont joué un role fondamental en
quelque sorte dans presque tous les livres d’analyse fonctionnelle depuis. Ce qui n’est malheureusement
pas clarifié dans presque tous les livres d’analyse fonctionnelle, c’est que ces concepts sont de nature in-
tensivement catégorique et qu'un meilleur éclairage résulterait de cette clarification.

Et le referee qui, malgré un scepticisme initial, permit au premier article de donner une exposition
a la théorie des catégories qui vit le jour dans le TAMS en 1945, n’était autre que George Whitelaw Mackey.

Pour revenir a l'origine de la géométrie différentielle synthétique, d’ou les idées d’organiser un tel cours
de mécanique sont-elles venues ?

Apparemment, Chandra avait suggéré que Saunders donne quelques cours en lien avec la physique, et
notre cours commun était le premier de la série. Finalement Mac Lane donna un exposé sur I'équation
d’Hamilton-Jacobi & I’Académie navale & I’été 1970 qui fut publié dans le American Mathematical Monthly.

Dans ma série de cours avancés séparés, auquel a assisté mon étudiant d’alors Anders Kock, ainsi que
Mac Lane, Jean Bénabou, Eduardo Dubuc, Robert Knighten, et Ulrich Seip, je commengais a appliquer la
théorie des topos de Grothendieck que j’avais apprise de Gabriel au probleme des fondements simplifiés de
la mécanique continue comme cela avait été inspiré par les enseignements de Truesdell, I'axiomatisation
de Noll, et par mes efforts en 1958 pour rendre catégorique le sujet de la topologie dynamique.

De ce que j’avais appris de Gabriel & Oberwolfach sur une vision de la géométrie algébrique comme
étant un gros topos, ma contribution spécifique fut d’élever certains ingrédients, comme 1’objet représen-
tant le foncteur tangent d’une variété, au rang d’axiomes pour permettre que le développement se fasse
sans encombre par une construction particuliere. Cet ingrédient particulier n’avait apparemment jamais
été remarqué précédemment dans la catégorie C-oc. Il a été immédiatement clair que le programme néces-
siterait le développement, dans un esprit axiomatique similaire, de la théorie des topos dont j’avais entendu
parlé en 1965 par Verdier sur la plage a La Jolla. En effet, mon recrutement & Chicago avait aussi été
encouragé par Marshall Stone qui était enthousiaste a propos de mon observation en 1966 que la théorie
des topos rendrait mathématique a la fois les modeles & valeurs booléennes en général, et 'indépendance
de ’hypothese du continu en particulier. Que ces topos apparemment totalement différents, impliquant
des mouvements infinitésimaux et de la logique avancée, puissent faire partie d’une méme théorie axio-
matique simple était une promesse dans mon cours de 1967. Cela devint une réalité seulement apres mon
second séjour au Forschungsinstitut a Zurich, en Suisse en 1968-69, pendant lequel je découvris la nature
du foncteur puissance ensembliste dans les topos comme un résultat de recherches sur le probleme de
I'expression en termes élémentaires de I'opération de formation du faisceau associé, et apres 1969-1970 a

7. Saunders Mac Lane, A Mathematical Autobiography, A. K. Peters, 2005.



I'niversité Dalhousie a Halifax, & Nova Scotia, au Canada, lors de ma collaboration avec Myles Tierney.
Vous étes allé a Dalhousie en 1969 pour exercer l'un des premiers professorats Killam.

En effet, et cela me permit d’avoir une douzaine de collaborateurs selon mon désir, également financés
par Killam.

Et c’est alors que vous étes arrivé, avec le topologue algébriste Myles Tierney, au concept de topos élé-
mentaire. Pourriez-vous nous décrire cette collaboration avec Myles Tierney ¢

Myles présenta lors d’un séminaire hebdomadaire 1’état courant du travail et en effet, une partie du
travail consistait en discussions pendant le séminaire lui-méme : les remarques d’étudiants comme Michel
Thiebaud et Radu Diaconescu ont parfois été des étapes-clefs. Bien que j’aie été capable de me convaincre
moi-méme a Zurich, Rome et Oberwolfach, que 'axiomatisation finie de Myles Tierney et Dana Scott était
possible, cela nécessita plusieurs étapes de simplifications successives pour parvenir aux quelques axiomes
maintenant connus. Le critére de suffisance était qu’en étendant toute catégorie donnée qui satisfaisait
les axiomes, il serait possible d’en créer d’autres au moyen de préfaisceaux et faisceaux. Le “théoreme
fondamental” des tranches fut suivi par notre découverte que les comonades exactes a gauche produisaient
aussi des topos, fit plus que couvrir 'aspect préfaisceaux. Le concept de faisceaux amena a la conjecture
que des sous-topos devraient étre précisément paramétrés par certaines applications intérieures comme
les classifieurs de sous-objets, et ceci fut vérifié ; ces applications intérieures sont maintenant connues sous
le nom d’opérateurs modaux de Lawvere-Tierney, et correspondent classiquement aux topologies de Gro-
thendieck. Le fait que la sous-catégorie correspondante de préfaisceaux puisse étre décrite en termes finis
est une caractéristique technique clef, qui a été achevée en rendant explicite le classifieur d’applications
partielles. Le fait que la théorie soit élémentaire signifie qu’elle a des modeles dénombrables et d’autres
caractéristiques qui la rendent applicable & des résultats d’indépendance en théorie des ensembles et dans
des récursions plus hautes, etc., mais d’un autre coté, la théorie de Grothendieck des U-topos est précisé-
ment incluse a travers sa propre technique de relativisation en méme temps que des axiomes additionnels,
tels que la décomposition en épimorphismes et la 2-valuation, sur U lui-méme (en fait, ces axiomes addi-
tionnels sont positifs ou géométriques de telle fagon qu’il y a un topos classifiant pour leurs modeéles, un
fait qui attend toujours d’étre exploité par la théorie des ensembles.)

En 1971, la date officielle de la naissance de la théorie des topos, malheureusement, I’équipe de réve a
Dalhousie a été dispersée. Que s’est-il passé, qu’est-ce qui vous a fait partir au Danemark ?

Quelques-uns des membres de I’équipe et moi-méme devinmes actifs contre la guerre du Vietnam et
plus tard contre les mesures d’actions de guerre proclamées par Trudeau. Cet acte, similaire en plusieurs
points au Patriot Act 35 ans plus tard aux Etats—Unis, suspendit les libertés individuelles sous prétexte
d’un danger terroriste. (Le danger allégé & ce moment-1a était un groupe au Québec qui se révéla étre
infiltré par le RCMP, la police secréte canadienne). Douze librairies du Québec (non reliées aux terro-
ristes) furent briilées par la police; des activistes politiques de différents groupes a travers le Canada
furent incarcérés en hopitaux psychiatriques, etc. Je m’opposais publiquement & la consolidation de ces
lois fascistes, a la fois au Conseil universitaire, et dans des démonstrations publiques. L’administration
de l'université me déclara coupable de “rupture des activités académiques”. Des rumeurs commencerent a
circuler, par exemple, sur le fait que mes diagrammes catégoriques étaient en fait des plans pour attaquer
I'administration en construction. Mon contrat ne fut pas renouvelé.

Et aprés une courte période a Aarhus, vous étes allé en Italie. Pourquoi ?

Les conditions & I'Institut mathématique étaient tres agréables, et la collaboration avec Anders Kock
était tres fructueuse et appréciable. Pourtant, quand la longue nuit du nord a commencé, elle s’est avérée
mauvaise pour ma santé, aussi j’ai accepté 'invitation de Perugia. J’apprécie encore de visiter le Danemark
en été.

Aprés quelques années en Europe, vous étes retourné auz Etats-Unis, & SUNY 4 Buffalo ...

John Isbell et Jack Duskin purent persuader le doyen que (contrairement au contenu d’un message
envoyé par I'un des doyens de Dalhousie), je n’étais pas dangereux et je pourrais méme étre un atout.



Malgré votre retour aux USA, vous avez gardé un lien étroit avec la communauté mathématique italienne.
En novembre 2003, il y a eu une conférence a Florence (“Ramifications de la théorie des catégories”) pour
célébrer les 40 ans de votre thése®. Pouvez-vous résumer les principales idées de celle-ci ?

Les détails sont donnés dans mon commentaire pour la réimpression de TAC? (ces réimpressions
constituent une excellente source d’autres ressources du début de la théorie des catégories). Le principal
point était de présenter le traitement catégorique de la relation entre les théories algébriques et les classes
d’algebres, en incorporant les algébres “universelles” précédentes de Birkhoff et Tarski d’une maniére ap-
plicable aux cas spécifiques d’intérét mathématique tels que traités dans les livres de Chevalley et de
Cartan-Eilenberg. La redéfinition sans présentation a la fois des théories et des classes nécessitait une
attention spécifique a la catégorie des catégories.

Lors de la conférence de Florence, il y a eu des exposés a la fois sur les mathématiques et sur la philoso-
phie. Vous restez intéressé par la philosophie des mathématiques...

Oui. Parce que le but social le plus fondamental de la philosophie est de guider I’éducation et parce que
les mathématiques sont un des piliers de I’éducation, en conséquence, les philosophes discutent souvent
de mathématiques. Mais une philosophie moins spéculative basée sur la pratique réelle de la théorisation
mathématique devrait finalement devenir un guide important pour ’éducation mathématique.

Comme Mac Lane l’a écrit dans son autobiographie, “L’aspect le plus radical est l’idée de Lawvere d’utili-
ser les axiomes de la catégorie des ensembles comme fondements des mathématiques. Cette idée attractive
et opposée a, pour linstant, trouvé peu d’écho dans la communauté des spécialistes de logique mathéma-
tique, qui ont tendance en général a supposer que tout a toujours commencé et commence toujours avec
les ensembles”. Avez-vous une explication de cette attitude ?

La tradition des 100 dernieres années des “fondements comme justification” n’ont pas beaucoup aidé
les mathématiques. Dans ma propre éducation, j’ai eu la chance d’avoir deux professeurs qui utilisaient le
terme “fondements” (ndlt : au sens de fondations) dans son sens commun (plutot que dans le sens spécu-
latif de la tradition Bolzano-Frege-Peano-Russell). Cette fagon de penser s’illustre dans leur travail sur les
fondements de la topologie algébrique, publiés en 1952 par Eilenberg (avec Steenrod), et les fondements
mécaniques de D'élasticité et de la mécanique des fluides, publiés la méme année par Truesdell. A chaque
fois que j’ai utilisé le terme “fondements” dans mes écrits dans les quarante dernieres années, j’ai explici-
tement rejeté une utilisation réactionnaire de ce terme et a la place utilisé la définition implicite dans le
travail de Truesdell et Eilenberg. L’orientation de ces travaux semblait étre de “concentrer ’essence de la
pratique et en retour, d’utiliser les résultats pour guider la pratique”. Notamment, un important compo-
sant de la pratique mathématique est I’étude précautionneuse de 'analyse historique et contemporaine, de
la géométrie, etc. pour extraire les concepts récurrents essentiels ; rendre ces concepts et ces constructions
(tels que ceux d’homomorphismes, de fonctions, de foncteurs adjoints, etc.) explicites fournit un guide
puissant pour des développements avancés unifiés de tous les sujets mathématiques, anciens et nouveaux.

Pouvez-vous développer un peu a ce sujet ?

Quel est 'outil premier pour résumer l’essence des développements mathématiques? L’algébre! Les
points nodaux dans le progres de la recherche adviennent dans les cas ot un nombre fini d’axiomes pour
la métacatégorie des catégories, tout ce que nous connaissons jusque-la, peut étre exprimé dans une seule
sorte d’algebre. Je suis fier d’avoir participé avec Eilenberg, Mac Lane, Freyd, et de nombreux autres,
a cette prise de conscience contemporaine de ’algebre comme théorie des catégories. Si cette attention
excessive donnée a la possibilité alléguée que les mathématiques soient inconsistantes, avec la dégradation
qui 'a accompagnée du F-mot n’avait pas eu lieu au 20°™¢ siccle, nous 1’utiliserions encore selon le sens
connu par le grand public : la recherche de ce qui constitue la “base”. Nous, qui sommes supposés connaitre
l’algebre explicite des homomorphismes, des fonctions, etc. avons trop longtemps négligé notre devoir de
trouver des moyens d’enseigner ces concepts aussi dans l’enseignement secondaire.

Avoir reconnu dans les années 60 qu'il n’y a pas une “justification” platonique paradisiaque donnée
pour les mathématiques, j’ai essayé de donner au mot “Fondements” des significations plus progressives

8. Sémantiques fonctorielles des théories algébriques, réimpression dans Repr. Theory Appl. Categ. 5 (2004) 1-121 (version
électronique)
9. Théorie et applications des catégories
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dans l'esprit d’Eilenberg et Truesdell. C’est-a-dire que j’ai essayé d’appliquer la méthode vivante de ’axio-
matique pour rendre explicites les caractéristiques essentielles d’une science et de la fagon dont elle se
développe pour aider a fournir un guide a I'utilisation, a I’enseignement, et plus consciemment au dévelop-
pement de la science. De “purs” fondements, qui se transforment en fondements qui oublient leur but et se
mettent & devenir purement spéculatifs et centrés sur eux-mémes, ne sont clairement PAS des fondements.

Les fondements se déduisent des applications par 'unification et la concentration, en d’autres termes,
par la méthode axiomatique. Les applications sont guidées par les fondements qui ont été appris a travers
I’éducation.

Vous étes en train de dire qu’il y a une relation dialectique entre les fondements et les applications.

Oui. Toute théorie des ensembles digne de ce nom permet une définition des notions d’application,
domaine, codomaine et composition ; c’est en termes de ces notions que Dedekind et plus tard d’autres
mathématiciens ont exprimé des structures intéressantes. Par conséquent, tout modele d’une telle théorie
donne naissance a une catégorie et quelles que soient les fonctionnalités additionnelles compliquées qui
peuvent étre contemplées par la théorie, non seulement les propriétés mathématiques, mais également les
propriétés les plus intéressantes “de théorie des ensembles”, telles que I’hypothese du continu, la finitude
de Dedekind, I'existence des cardinaux inaccessibles d’Ulam, etc. dépendent seulement de cette simple
catégorie.

Durant les quarante derniéres années, nous sommes devenus familiers du fait que les fondements sont
relatifs, non absolus. Je crois que méme les clarifications les plus grandes des fondements ne seront ter-
minées qu’en appliquant une concentration des applications de la géométrie vers I'analyse, c’est-a-dire en
poursuivant la relation dialectique entre les fondements et les applications.

Plus récemment, vous avez donné les formulations algébriques de distinctions entre opposés telles que
“unité vs. identité”, quantités variables “extensives vs. intensives”, catégories “spatiales vs. quantitati-

”

vesL..

Oui, pour montrer qu’a travers I'utilisation de la théorie mathématique des catégories, de telles ques-
tions ameénent non pas a des spéculations floues, mais a des conjectures mathématiques concretes et a des
résultats.

Cela a été une des caractéristiques de votre travail de creuser sous les fondements d’un concept pour
simplifier sa compréhension. En cela, vous étes vraiment un descendant de Samuel Eilenberg, dans son
“insistance a aller a la racine des choses” Nous nous rappelons trés bien d’un exposé que vous avez pré-
senté o Coimbra d nos étudiants de premier cycle. Vous avez récemment publié deux opus d’articles'C.
Pourquoi trouvez-vous important de dédier une partie importante de votre temps et de vos efforts a cela ?

Beaucoup de mes publications de recherche sont le résultat de la longue étude de deux probléemes :
(1) Comment effectivement enseigner le calcul & des débutants;
(2) Comment apprendre, développer et utiliser des suppositions en thermodynamique continue d’une ma-
niere qui soit rigoureuse, et encore simple.

En d’autres termes, les résultats eux-mémes peuvent seulement étre des blocs de construction d’une
réponse a la question : “Comment pouvons-nous réaliser des étapes pédagogiques et concretes, pour com-
bler I’énorme fossé qui sépare la société du 20%™e siecle du fait que :

(a) tout le monde doit utiliser la technologie qui s’appuie sur la science, qui dépend des mathématiques;
et également

(b) seules tres peu de personnes ont une connaissance effective des concepts de base des mathématiques
modernes comme les rétractions, les théorémes de points fixes, les morphismes de graphes dirigés, et les
systemes dynamiques, les produits galiléens, les fonctionnelles, etc.”.

Seulement armés de tels concepts, peut-on espérer répondre avec confiance a la myriade de méthodes,
résultats et preuves qui dans le monde moderne sont associés aux mathématiques. Avec Stephen Schanuel,
j’ai commencé a relever le défi de cette question dans notre livre Mathématiques conceptuelles qui reflete

10. F. W. Lawvere et R. Rosebrugh, Sets for Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge, 2003 ; F. W. Lawvere
et S. Schanuel, Conceptual Mathematics. A First Introduction to Categories, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.
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le travail actuel de nombreux mathématiciens.
Quel est votre opinion concernant Uarticle de Wikipedia vous concernant ¢

La désinformation de la version originale a été largement retirée, mais il en reste beaucoup dans d’autres
articles de théorie des catégories.

Vous avez célébré récemment lanniversaire des 100 ans de la naissance de Kurt Godel. Que pensez-vous
de la publicité extra-mathématique autour du théoréme d’incomplétude ?

Dans Arguments diagonaux et catégories fermées cartésiennes', nous démystifions le théoréme d’in-
complétude de Godel et la théorie de la définition de la vérité de Tarski en montrant que tous deux sont
des conséquences d’une algebre tres simple dans le paradigme fermé-cartésien. Il a toujours été difficile
pour beaucoup d’appréhender comment le théoreme mathématique de Cantor pourrait étre rebaptisé en
“paradoxe” par Russell et comment le théoréeme de Godel pouvait étre si souvent déclaré résultat le plus
significatif du 20°™¢ siecle. Il y avait toujours de la suspicion parmi les scientifiques que de tels mouve-
ments de publicité extra-mathématiques cachaient un plan pour ré-établir la croyance comme substitut de
la science. Maintenant, une centaine d’années apres la naissance de Godel, les tentatives d’exploiter son
grand travail mathématique dans un tel but sont devenus explicites 12.

Vous avez toujours été concerné par le fait d’expliquer comment décrire les regles mathématiques et les
faits d’une maniére catégorique. La théorie des catégories est-elle seulement un langage ?

Non, elle est plus qu’un langage. Elle concentre les fonctionnalités essentielles de siécles d’expérience
mathématique et ainsi agit comme un guide indispensable pour les prochains développements.

Quelles ont été selon vous les contributions majeures que la théorie des catégories a apportées aux mathé-
matiques ¢

D’abord, le travail de Grothendieck dans son article Tohoku '3. Les espaces nucléaires ont été I'une des
grandes inventions de Grothendieck. D’ailleurs, Silva a travaillé beaucoup sur ces espaces et I'article de
Grothendieck de 1953 sur les fonctions holomorphes ' a été inspiré par un article de Silva de 1950 2.

Le concept de foncteurs adjoints, découvert par Kan dans le milieu des années 50, fut aussi une pierre
de touche, rapidement incorporée comme un élément-clef des fondements de la géométrie algébrique par
Grothendieck ainsi que dans les fondements catégoriques de la logique et de la théorie des ensembles.

Je peux aussi mentionner la fermeture cartésienne, 'axiomatisation de la catégorie des catégories, la
théorie des topos,... Les catégories fermées cartésiennes sont apparues pour la premiere fois dans ma these,
en utilisant cette dénomination. Le nom était apparu initialement dans un article de Kelly et Eilenberg 6.
Je ne suis pas exactement d’accord avec I’emploi du mot “Cartésien”. Galilée est la véritable source, et
non Descartes.

Vous étes regardé par de nombreuses personnes comme l'un des grands visionnaires des mathématiques du
début du vingt-et-uniéme siécle. Comment envisagez-vous le développement futur de la théorie des catégo-
ries au sein des mathématiques ?

Je pense que la théorie des catégories a un réle a jouer dans la poursuite de la connaissance mathéma-
tique. Il est important de souligner que les théoriciens des catégories continuent de trouver des résultats
surprenants malgré toutes les choses pessimistes que nous avons entendues, méme il y a 40 ans, notam-

11. Réimprimé dans Repr. Theory Appl. Categ. 15 (2006) 1-13 (version électronique).

12. La fondation controversée John Templeton, qui a essayé d’injecter de la religion et de la pseudo-science dans la pratique
scientifique, était le sponsor de la conférence internationale organisée par la Société Kurt Godel Society en honneur des 100
ans de la naissance de Godel. Cette fondation finance également un programme de bourses de recherche organisé par la
Société Kurt Godel.

13. A. Grothendieck, Sur quelques points d’algébre homologique, Tohoku Math. J. 9 (1957) 119-121.

14. A. Grothendieck, Sur certains espaces de fonctions holomorphes, I, J. Reine Angew. Math. 192 (1953) 35-64.

15. J. Sebastiao e Silva, Analytic functions and functional analysis, Portugaliae Math. 9 (1950) 1-130.

16. S. Eilenberg et G. M. Kelly, Closed categories, Proc. Conf. Categorical Algebra (La Jolla, Calif., 1965), p. 421-562,
Springer, 1966.
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ment que les généralités abstraites n’avaient pas d’avenir. Nous continuons d’étre surpris de trouver de
surprenants nouveaux et puissants résultats ainsi que de trouver des exemples particuliers tres intéressants.

Nous avons dii nous battre contre le mythe du courant dominant qui dit, par exemple, qu’il y a des
cycles durant lesquels a un moment donné, tout le monde travaille sur des concepts généraux, et qu’a
d’autres moments, tout le monde travaille sur les exemples particuliers, alors qu’en fait, les mathémati-
ciens sérieux ont toujours fait les deux.

On ne devrait pas se saotiler de 'idée que tout est général. Les théoriciens des catégories devraient
revenir a l'objectif initial : appliquer des résultats généraux a des particularités et trouver des connexions
entre les différentes parties des mathématiques.

Francis William Lawvere (né le 9 février 1937 a& Muncie, dans I'Indiana) est un mathématicien connu
pour son travail en théorie des catégories, théorie des topos, logique, physique et philosophie des mathéma-
tiques. Il a écrit plus de 60 articles dans les domaines des théories algébriques et des catégories algébriques,
de la théorie des topos, de la logique, de la physique, de la philosophie, de I'informatique, de la didactique,
de I'histoire et de Panthropologie, et a publié trois livres (dont 1'un est traduit en italien et espagnol) et
en a trois autres en préparation en ce moment. Il a également édité trois volumes de la série des Springer
en mathématiques et a supervisé douze theses. La série électronique Réimpression de la théorie et des ap-
plications des catégories inclut des réimpressions de sept de ses articles fondamentaux, avec commentaires
de l'auteur, et parmi ceux-ci, on trouve sa these et son traitement complet de la catégorie des ensembles.

Au congrés international des mathématiciens en 1970 a Nice, il introduisit une version algébrique de la
théorie des topos qui unifiait la géométrie et la théorie des ensembles. Ecrite en collaboration avec Myles
Tierney, cette théorie a depuis été développée plus avant par de nombreuses personnes, avec des applica-
tions a différents domaines des mathématiques. Deux de ces domaines avaient été précédemment introduits
par Lawvere : (1) Ses cours en 1967 & Chicago (publiés en 1978) sur la dynamique catégorique ont montré
comment des topos avec des objets infinitésimaux particuliers peuvent fournir un paradigme géométrique
flexible pour les modeles de la physique continue, ce qui a amené un nouveau domaine connu sous le nom
de Géométrie différentielle synthétique ; (2) Dans son exposé & Los Angeles en 1967, et dans ses articles de
1968 sur les hyperdoctrines et ’adjonction dans les fondements, Lawvere a initié et développé le domaine
de la logique catégorique, qui a depuis été largement appliqué a la géométrie et a I'informatique. Ces idées
étaient indispensables pour sa preuve simplifiée en 1983 de I'existence d’entropie en thermodynamique de
systemes non-équilibrés.

Bon nombre des publications de recherche de Lawvere résultent de ses efforts d’améliorer I'enseigne-
ment du calcul et de la thermodynamique pour l'ingénierie. C’est en particulier son cours en 1963 au
Reed College sur les fondements du calcul qui a amené a son axiomatisation en 1964 de la catégorie des
ensembles et finalement a la théorie élémentaire des topos.

Le professeur Lawvere a été éleve de Clifford Truesdell et de Max Zorn a 'université d’Indiana et il
a obtenu une theése & Columbia en 1963 sous la supervision de Samuel Eilenberg. Avant de terminer sa
these, il a passé une année a Berkeley en tant qu’étudiant informel en théorie des modeéles et théorie des
ensembles, suivant les cours d’Alfred Tarski et Dana Scott. En 1964-1966, il était chercheur-professeur
visiteur au Forschungsinstitut mathématique a 'ETH de Zurich. Il a ensuite enseigné a l'université de
Chicago, travaillant avec Mac Lane, et au Centre d’enseignement CUNY de New-York, travaillant avec
Alex Heller. De retour & Zurich en 1968-69, il proposa des axiomes élémentaires (premier ordre) pour
les topos généralisant le concept de topos de Grothendieck. L’université de Dalhousie en 1969 initia un
groupe de chercheurs & financements Killam avec Lawvere a sa téte; mais en 1971, le groupe fut arrété
a cause des opinions politiques de Lawvere (notamment son opposition & l'utilisation en 1970 de mesures
d’actions armées).

Alors Lawvere alla a I'Institut mathématique de Aarhus (1971-72) et il créa un séminaire a Perugia,
en Italie (1972-1974) ot il travailla particuliérement sur différentes sortes de catégories enrichies. De 1974
jusqu’a sa retraite en 2000, il a été professeur de mathématiques a l'université de Buffalo, collaborant
souvent avec Stephen Schanuel. La il occupa une position de professeur sur une chaire Martin (1977-82).
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I a aussi été professeur visiteur de recherche a 'IHES & Paris (1980-81).

Il est maintenant Professeur émérite de mathématiques et Professeur adjoint émérite de philosophie
a P'université d’état de New York a Buffalo et il continue a travailler & sa recherche de 50 années pour
trouver un paradigme rigoureux et flexible pour les idées physiques de Truesdell et Walter Noll, utilisant
la théorie des catégories.

Sa vision personnelle des mathématiques, basée sur une connaissance profonde et élargie des mathé-
matiques et de la physique, continue d’influencer des mathématiciens et d’attirer des experts d’autres
domaines des mathématiques. Cette influence a été treés apparente dans la session d’honneur qui a eu lieu
lors de la derniére conférence de théorie des catégories (Carvoeiro, Portugal, juin 2007), a I'occasion de
son 70°™° anniversaire, lors de laquelle des hommages spontanés et intenses lui ont été témoignés a la
fois par des chercheurs confirmés ainsi que par de jeunes chercheurs. En effet, en plus de ses extraordi-
naires qualités en tant que mathématicien, nous voulons témoigner du soin et des efforts qu’il a mis dans
Dorientation d’étudiants et de jeunes chercheurs, dont nous avons eu confirmation lorsqu’il a donné une
conférence de théorie des catégories a des étudiants de premier cycle, et & nouveau, dans les échanges que
nous avons été tres honorés d’avoir avec lui, lors de la préparation de cet entretien.
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ALEXANDER GROTHENDIECK ET LE CONCEPT D’ESPACE
F. WILLIAM LAWVERE

Il y a 50 ans, la premieére réunion internationale sur la théorie des catégories a eu lieu a La Jolla,
en Californie. En fait, une partie de cette réunion s’est déplacée sur la plage, ot un discours inspirant
par Jean-Louis Verdier a introduit pour beaucoup d’entre nous une nouvelle classe de catégories dues a
Grothendieck, en écrivant sur un tableau noir qui avait été amené a la plage dans ce but. Jon Beck a
commencé a dessiner des diagrammes dans le sable, et une discussion vivante et enthousiaste a commencé
entre les participants. Jean-Louis Verdier a suggéré que ces catégories incarnent la théorie des ensembles,
mais Erwin Engeler et moi avons exprimé des doutes, parce que la description semblait avoir besoin d’une
théorie des ensembles donnée de 'extérieur pour paramétrer les familles pour les colimites requises.

Il y a plusieurs sujets importants qui sont sortis de cette réunion et qui sont toujours florissants, par
exemple, la théorie des catégories enrichies présentée par Eilenberg et Kelly, et en particulier, le role des
catégories “cartésiennes fermées” dans la géométrie et la logique. Le sujet que j’ai essayé de capturer a La
Jolla, a savoir 'utilisation croissante des catégories et des foncteurs comme le langage pour les mathéma-
tiques abstraites, se poursuit depuis 50 ans.

La formulation explicite des principes de la théorie des catégories dans mon article a toujours besoin
d’une axiomatisation améliorée. Je serai ravi quand une personne jeune réalisera cette tache.

La disparition récente de tant de piliers de cette époque souligne la nécessité d’une histoire cohérente et
correcte comme guide pour 'avenir. Je veux continuer la recherche d’une telle histoire, en me concentrant
ici sur le concept d’espace.

Il n’y a pas qu'un seul concept d’espace, mais plusieurs classes de “régularité”!. (Pour éviter les mal-
entendus, je ne me concentrerai pas sur 1’espace riemannien ou l’espace-temps. Ces structures supplémen-
taires importantes nécessitent des espaces comme domaines de définition.) Une caractéristique commune
des espaces dans ces catégories plus ou moins lisses que j’ai appelées COHESION, pour indiquer que
les parties d’un espace “sont collées ensemble” et “hésitent” & se séparer (comme en argot américain “je
resterai un peu, jusqu’a ce que je me sépare”).

Le grand géometre dialectique Hermann Grassmann a discerné les deux principales contradictions
en mathématiques comme étant les oppositions “continues contre discretes” et “égalité contre inégalité”.
Parce que le terme “continu” a eu une définition mathématique spécifique pendant plus d’un siecle, je vais
plutdt utiliser “cohésif” pour ce concept philosophique, mais bien sir, je vais immédiatement essayer de
Papprivoiser avec des définitions mathématiques. La dialectique de I'inégalité / égalité a été expliquée de
maniére assez approfondie par les mathématiciens, selon au moins deux niveaux :

Hurewicz (1935), Kan (1955) et Moore (1955), Quillen (1967), Gabriel et Zisman (1967), Heller (1988),
Grothendieck (1983 et 1989), Kan et al. (2004), Maltsiniotis et Cisinski (de 1999 & ce jour), ont fourni
quelques-unes des contributions majeures au niveau des espaces eux-mémes.

Un autre niveau de transformation de I’égalité est codifié dans la notion de catégorie exacte introduite
par Myles Tierney lors de notre séminaire & Halifax en 1969 ; il a prouvé que ces catégories sont une déli-
néarisation de la notion de catégorie abélienne de Grothendieck dans le sens ou les groupes abéliens dans
une catégorie exacte forment une catégorie abélienne. Cette théorie a été exposée dans le livre de Barr,
van Osdol et Grillet, ainsi que dans I'exposé de Barr a 'ICM 1970. Les catégories exactes incarnent la pro-
priété spéciale d'images en théorie des faisceaux qui peuvent étre exprimées en termes “logiques” : définir
I’image d’une application X — Y comme étant le plus petit sous-objet de Y a travers lequel I'application
se factorise. Cette définition exprime précisément la regle d’inférence de la quantification existentielle;
mais alors dans quelle mesure exprime-t-elle “I’existence effective” ? En d’autres termes, étant donné une
figure Q — Y de forme @ dans le codomaine Y, dans quelle mesure “provient-elle” d’une figure dans X
via Papplication, en supposant que () — Y se trouve dans I'image ainsi définie 7 Une partie de la propriété
d’exactitude garantit qu’il existe un recouvrement P — @ de @ avec une figure effective P — X s’ap-
pliquant dans P — @ — Y, au pullback de la figure en question. L’autre caractéristique des catégories
exactes est encore plus transparente sur la transformation de 1’égalité : les co-égaliseurs viennent de leurs
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paires de noyaux et les relations d’équivalence émergent toutes de paires de noyaux. Il est clair que la
théorie des catégories exactes s’applique largement. Le livre de Barr, Grillet et Van Osdol a beaucoup fait
pour la populariser, et le travail de Carboni et d’autres a tres efficacement utilisé “la complétion exacte”
pour adjoindre les co-égaliseurs adéquats a des catégories non exactes. La plupart de ces travaux pos-
tulent les propriétés d’exactitude comme des conditions données sur une catégorie, tout comme le fait la
caractérisation de Giraud des topos de Grothendieck ; une partie de la signification du fait de postuler des
espaces fonctionnels et des objets puissance est que I'existence de foncteurs adjoints implique 'exactitude
sans postulat supplémentaire.

L’idée d’une opposition entre une catégorie d’espaces cohésifs et une catégorie d’ensembles anti-cohésifs
s’applique également en particulier a la description de Cantor de la relation entre une catégorie d’ordi-
naux et une sous-catégorie de cardinaux. En fait, il semble qu’en général, le discret est une sous-catégorie
co-réflexive du cohésif, avec la co-réflexion extrayant, comme un arithmos aristotélicien, le “cardinal de
X7 Cantorien ou les “points de X” de Hausdorff. (Les ensembles des “plus forts” ont des isomorphismes,
tout comme en ont les objets dans n’importe quelle catégorie; la question ici, cependant, n’est pas de
passer a des classes d’isomorphismes, mais simplement d’extraire l'aspect discret sous-jacent de chaque
espace/ordinal donné). La dialectique Grassmannienne se développe davantage. La sous-catégorie discrete
est la négation d’une sous-catégorie identique a I’extrémité opposée, avec le méme foncteur pour réflexion.
Autrement dit, la méme catégorie a comme insertions deux sous-catégories opposées, celle qui illustre que
les “plus forts” sont totalement distincts, mais I'autre démontrant qu’ils sont presque indiscernables. Plus
précisément, un travail conjoint avec Matias Menni a montré que, selon des hypotheses tres générales,
Iinclusion co-discréte consiste en les faisceaux booléens que posseéde tout topos. Cependant, pour une
catégorie d’espaces il y a un adjoint supplémentaire a la faisceautisation. Cela indique une restriction non
triviale sur cette catégorie cohésive, a savoir l'existence de cet adjoint de Cantor additionnel. De telles
restrictions servent d’axiomes pour la cohésion, ce qui est la caractérisation que nous proposons pour les
“catégories d’espace”.

Mon utilisation de concepts tels que la sous-catégorie booléenne révele que je suis convaincu que les
catégories d’espace sont le plus efficacement modélisées comme des topos appropriés. Un des deux axiomes
pour les topos, notamment l’existence d’espaces fonctionnels (la caractéristique qui a été appelée “fermé
cartésien” depuis la contribution d’Eilenberg et Kelly il y a 50 ans avait été reconnu comme fondamen-
tal par Hadamard et Volterra au moment de la ICM de 1897 & Zurich. Le fait que cette propriété soit
essentielle a été souligné par Grothendieck en 1957 dans son article Tohoku. Ces raisons et bien d’autres
indiquent que cette opération est centrale a toutes les branches des mathématiques. Afin d’obtenir la
propriété d’espace de fonctions (dans les modeles de cohésion qui sont construits comme des catégories de
structures dans une base discréte), la structure fondamentale doit avoir la nature des figures et les relations
d’incidence plutot que les algebres de fonctions (qui peuvent étre récupérées naturellement). Mon article
de Palerme de 1997 a tenté d’expliquer cette nécessité. Ce papier, comme celui de 1965 d’Eilenberg et
Kelly, et comme les publications de Steenrod, Kelly et Brown, mentionnait comme un exemple impor-
tant les k-espaces basés sur l'utilisation d’espaces compacts comme types de figures. Cependant, aucun
de nous n’a mentionné l'origine réelle des k-espaces, dont j’ai appris plus tard au téléphone par David
Gale (lorsque j’ai lu sa publication de 1950 dans les Actes de ’AMS). Cette notion de k-espace avait été
présentée par Witold Hurewicz dans ses conférences de Princeton a la fin des années 40. En fait, au début
des années 40, Hurewicz avait souligné cette nécessité, qui a conduit a la solution partielle par Ralph Fox
en 1945 pour le cas des séquences convergentes comme figures. Hurewicz n’avait pas parlé explicitement en
termes de catégories, mais dans les lois exponentielles qu’il exigeait, on peut reconnaitre immédiatement
la caractéristique de ’adjonction.

Il est frappant qu’Hurewicz, qui en 1935 avait initié des avancées fondamentales dans 1’étude de la
transformation de Grassmann des inégalités en égalités, ait fourni également des contributions fondamen-
tales au développement de l'autre transformation de Grassmann entre les caractéres continu et discret. Ses
contributions bien connues a la théorie des dimensions (qui utilisait déja les espaces fonctionnels en 1941),
mais aussi sa contribution moins citée & la reconnaissance du role fondamental des espaces fonctionnels
en général. S’il n’y avait pas eu la tentation de la pyramide a Uxmal, il nous aurait montré davantage de
la relation qui existe entre les deux principes de Grassmann.

De I'analyse fonctionnelle aux dérivateurs, le travail d’Alexander Grothendieck a immensément illu-
miné cette relation.



Le grand livre de Hausdorff “Mengenlehre” était en fait un livre sur la topologie (qui est un élément
important de I’étude de la cohésion), illustrant & nouveau l'opposition et la transformation mutuelle entre
cohésion et caractere discret, telle qu’elle est abordée dans son travail sur le chaos sous le pseudonyme de
Paul Mongre.

Un aspect remarquable de la dialectique continu / discret est que les ensembles abstraits de “lauter
Einsen”, terme abstrait pour signifier la cohésion des espaces, peut réciproquement servir de base, via des
schémas spécifiques dans leur catégorie, a des structures constituant des modeéles pour toutes les sortes
d’objets mathématiques, incluant en particulier les espaces eux-mémes. Comme critéres pour juger de
I'adéquation de nos axiomes, Myles Tierney et moi avons insisté sur la preuve des constructions de sites et
de faisceaux de Grothendieck. Cette preuve a été publiée par Radu Diaconescu en 1975 comme préalable
nécessaire & sa preuve de changement de base pour les topos. Autrement dit, pour un morphisme géomé-
trique £ — U satisfaisant une condition-limite, F peut étre reconstruit, par un zigzag de trois morphismes
géométriques, a partir d’un site interne a U : la premiére jambe est I’homéomorphisme local donné par la
tranche topos sur un objet de U qui parametre les objets d’'une catégorie interne, la seconde est donnée
par la comonade exacte a gauche qui adjoint 'action de “pré-faisceaux” des applications de cette catégorie
interne, et la troisiéme est la pleine inclusion des faisceaux pour un opérateur de localité. (Chacune des
trois jambes est un cas particulier de la propriété importante de fermeture générale distincte de la classe
des topos.) Pour un tel “U-Topos” E, le U lui-méme peut étre un topos élémentaire, renfor¢ant ’observa-
tion de Grothendieck concernant I'ubiquité du principe puissant de relativisation ; il n’est pas nécessaire
que ce soit un univers inaccessible, comme dans les exemples originaux de Grothendieck dans SGA4; il
n’est pas non plus besoin que ce soit la partie discréte d’un topos cohésif, comme souligné ici. Pour chaque
topos U, il y a la 2-catégorie Top/U des U-topos; en effet, faire varier U peut simplifier le traitement de
certains problémes.

La conférence de Varsovie en 1959 par Saunders Mac Lane a en fait introduit 1'idée de catégorie en-
richie, dans son cas particulier de “catégorie localement petite”. En reflet de la distinction de Bernays
classe / ensemble, la croyance s’est développée que les catégories qui ne sont pas localement petites sont
“illégitimes”. Je suggere le point de vue alternatif suivant.

Dans la métacatégorie des catégories, il existe des catégories fermées monoidales et donc d’autres ca-
tégories enrichies en elles. Cela montre la nécessité de existence d'un catégorie réelle appelée la catégorie
des petits ensembles, dans la métacatégorie close cartésienne de toutes les catégories réelles. La catégorie
foncteur de deux catégories réelles devrait aussi étre réelle, méme si bien str des propriétés comme la
finitude locale ne sont pas conservées. Les catégories potentielles (correspondant aux sous-catégories de
cette métacatégorie) peuvent ou non avoir des catégories réelles qui les représentent & équivalence pres.
L’un des principaux objectifs des mathématiques abstraites est d’illustrer et d’utiliser les transformations
mutuelles entre espace et quantité. Les espaces et les quantités d’un intérét majeur sont “petits”, il est donc
raisonnable de définir de petits ensembles satisfaisant la dualité Banach-Isbell et de postuler qu’il existe
une catégorie réelle U représentant cette notion de petitesse. Ce postulat semble désormais étre I'un des
amendements raisonnables & ma tentative de La Jolla de 1965 de résumer en axiomes les caractéristiques-
clé utiles d’une métacatégorie de catégories. Alors les catégories de foncteurs des catégories réelles peuvent
ne pas avoir de petits ensembles de hom, mais elles sont réelles et donc soumises a toutes les propriétés
des catégories réelles en général.

Ce que j’ai dit jusqu’a présent a été profondément influencé par le travail d’Alexander Grothendieck.
Permettez-moi maintenant d’évoquer ses contributions spécifiques au probleme de 1’espace tel que je I’ai
décrit. On dit souvent qu’il a inventé les topos comme domaines de cohomologie et qu’ils étaient une
“généralisation” des espaces topologiques. Mais déja en 1960, il définissait et utilisait des catégories en
géométrie complexe, qui étaient des topos méme s’ils n’étaient pas explicitement appelés ainsi. Son célebre
exercice Médaille en Chocolat (dans SGA4) est, comme je le lui ai dit, une clé pour toute la théorie et
I’application des topos; il a exprimé son accord, visiblement heureux que quelqu’un 'ait remarqué. La, il
explique une version (en termes de sites) de la relation entre le gros topos d’un espace et un petit topos
du méme espace; les espaces en question sont pris dans une catégorie d’espaces qui pourrait seulement
elle-méme étre le gros topos d’un point. Il s’agit toujours d’un exercice en cours que de clarifier la distinc-
tion qualitative entre ces sortes de topos qui apparaissent comme “gros” ou comme “petit” dans ce genre
de situation, c’est-a-dire entre des catégories qui représentent une détermination générale de la cohésion
et des catégories constituées d’ensembles de variables paramétrés par une sorte d’espace généralisé. Les
espaces généralisés incluraient les espaces étales découverts par Grothendieck.



Quelle était la caractéristique indésirable des fondements initiaux des schémas de Dieudonné-Grothen-
dieck, que Grothendieck a rejetés avec tant d’emphase dans sa conférence au colloque de Buffalo de 19737

La structure contravariante avait déja été considérée par Hurewicz et d’autres comme étant problé-
matique, mais dans la notion d’espace local annelé, cette structure a été disséquée davantage en deux
composants en interaction, des ensembles ouverts et des faisceaux d’anneaux locaux. Avec le recul, des
problémes auraient déja pu étre discernés a partir de 1960 lors de 'examen par Serge Lang des EGA. A
ce moment-la, Lang est enthousiaste & propos du fait que tant de concepts classiques peuvent étre inclus
dans le changement de base; il est également enthousiasmé par la preuve du virtuose Grothendieck que de
tels produits fibrés existent réellement. En effet de notre point de vue de calculateurs moins capables, un
virtuose était tenu de prendre les ingrédients séparés et de les réassembler en ingrédients similaires pour
un schéma de produit ; en particulier, 'espace topologique sous-jacent ne sous-tend pas le schéma produit.

Quelle était la nature de la solution de Grothendieck ?

Dans un topos de foncteurs a valeurs définies sur des ensembles sur la catégorie des algebres finiment
représentables, chaque espace X a, grice & Yoneda, un “intérieur” dont les objets sont les figures (en
général singulieres) de formes représentables, avec des relations d’incidence données par des triangles com-
mutatifs. Cela peut étre considéré comme une catégorie discretement opfibrée, mais c’est équivalent a un
foncteur & valeurs dans un ensemble. [Je ne suis pas d’accord avec le terme “foncteur de points” pour
cela, car c’est un foncteur dont les valeurs réelles incluent toutes les figures de X. Bien siir, les “points”
d’un autre espace associé a X peuvent représenter des figures dans X, mais pour X lui-méme, ses points
sont juste la restriction de X a la catégorie des extensions de corps fini. Cette catégorie engendre la partie
booléenne du grands topos. La définition habituelle de la notion de point est compliquée car elle revient
a prendre la limite directe non exacte de ce foncteur restreint de points. En général, ce topos booléen est
bien mieux adapté que la catégorie des ensembles abstraits pour servir de “topos de base” dans le cas d’un
corps de base non fermé algébriquement. Faire confluer les “figures en X” avec les “points de X” a un air
de science-fiction qu’il n’avait probablement pas U'intention d’avoir. Volterra les a appelés les “éléments”.]
Une meilleure version de “I’espace topologique sous-jacent” est interne au topos Barr-Boole-Galois ou at-
territ le foncteur de points réels; ce choix est également nécessaire pour un produit préservant le foncteur
des composants.

Entre le site de Galois pour la partie booléenne et le site pour la catégorie des espaces tout entiere,
il y a la catégorie des algebres qui sont de dimension finie sur le corps de base; parce que les espaces
représentables correspondants sont les domaines des figures infinitésimales en X, on peut les appeler sites
de Leibniz. L'importance de ces figures a été soulignée par Grothendieck et ses collegues en connexion avec
les faisceaux tangents, les applications étales, etc. Deux propriétés fortes de cette catégorie par rapport a
la catégorie beaucoup plus grande sont les suivantes : les formes de figure générale Y du grand site ont
la propriété de Birkhoff relativement aux inclusions L(X) — X du noyau de Leibniz de tout X ; & savoir
Y pergoit ces inclusions comme des épimorphismes au sens ol une application infinitésimale L(X) — Y
peut étre intégrée d’une fagon au plus a une application X — Y. (Cela signifie que 1'algebre des fonctions
a valeur Y sur X est une sous-algébre d’un produit d’algébres spéciales trés petites.). L’autre propriété
forte (dont on trouve des traces chez Euler) est que tout sous-topos de I’ensemble qui contient les objets
de Leibniz contiendra tous les objets Y du grand site (affine) ; cela découle du fait qu’il y a suffisamment
d’espaces de fonctions infinitésimaux pour engendrer ce grand site, par exemple, la ligne est une rétraction
de l'auto-exponentielle du domaine des nombres duaux. On peut facilement extraire la sous-catégorie des
espaces localement affines, c’est-a-dire les schémas algébriques.

La description ci-dessus d’un topos de Grothendieck d’espaces algébriques sur un corps de base semble
fonctionner aussi bien pour un semi-anneau de base. Il a été démontré en détail que cela fonctionne pour
les géométries lisses par Wraith, Kock, Reyes, Moerdijk, Bunge, Dubuc, Gago, Lavendhomme, et d’autres.
Certaines versions sont susceptibles de fonctionner également pour la géométrie analytique.

En effet, le domaine de 1'analyse / géométrie complexe est trés avancé depuis 1960 et devrait avoir de
nombreuses implications et clarifications des topos. Par exemple, la relation entre le théoreme de I'image
directe de Grauert comme relativisation de son cas particulier par Cartan-Serre devrait étre clarifié par une
topos-relativisation explicite. Quand j’ai proposé cela a Grothendieck, il a admis que c’était intéressant,
mais a plaidé que son expertise en logique était insuffisante pour fournir une preuve. Plus récemment,



I’étude des espaces Brady-hyperbolique a une trés forte saveur de topos qui n’a pas encore été rendue
explicite (pour autant que je le sache).

Grothendieck a apporté une contribution importante a ce qu’il a appelé la “topologie apprivoisée”. Il
n’a donné aucune définition générale, mais a insisté (comme je Pavais fait lors de mes exposés & Milan en
1977) sur la découverte de catégories adéquates qui ne contiendraient pas certaines anciennes pathologies
qui avaient fait leur retour en cohomologic. A mon avis, les objets tels que les courbes qui remplissent
lespace auraient dii amener une “critique des fondements” plus centrale que les soi-disant paradoxes;
cependant, elles ont apparemment simplement été tolérées pendant de nombreuses décennies, avec une
certaine résignation selon laquelle la complexité est inévitable. Mais Grothendieck a hardiment proposé
d’utiliser les connaissances accumulées pour construire des catégories moins pathologiques qui suffiraient
pour le travail mathématique. Il est arrivé a une proposition impliquant des fonctions réelles-analytiques
par morceaux. Pendant ce temps, des logiciens, dont Wilkie, Pillay, MacIntyre et van den Dries, avaient
étudié un probleme connexe de Tarski, formulé en termes de décidabilité. Ils I'ont résolu en 1986, trouvant
également que “l’analyse réelle par morceaux” était un ingrédient-clé, bien que n’étant pas le seul. Ces
logiciens ont fini par reconnaitre le travail de Grothendieck comme étant lié au leur. On doit attendre
inversement le moment ou le travail de leur école o-minimale éclairera 1’étude plus profonde de I’espace
cohésif.

Le travail de Grothendieck a illuminé et fait progresser le travail de Cantor, Grassmann, Volterra, Haus-
dorff, Hurewicz, Galois, Kan, Eilenberg et Mac Lane et inspiré notre communauté entiere ; il continuera
d’inspirer et d’orienter les travaux des générations futures.



COMMENTAIRES SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA THEORIE DES TOPOS
F. WILLIAM LAWVERE

Présentation

Résumant quelques points dans le développement de la théorie élémentaire des topos dans ses 30 pre-
miéres années 1970-2000, cet article historique prépare le lecteur & la publication ultérieure de UEléphant
de Johnstone (2002) et aux propres avancées de lauteur lui-méme vers des fondements améliorés de la
géométrie algébrique dans l’esprit de Grothendieck, mais en utilisant les outils de la logique catégorique et
en prenant en compte le theme de la cohésion axiomatique.

Addendum

Un fait important devrait étre noté. Il m’était inaccessible au moment d’écrire cet article historique.
1l concerne origine du concept d’espace fonctionnel qui incarne maintenant l’exemple topologique basique
d’une catégorie fermée cartésienne. J'ai cité sept contributeurs a ce sujet da la fin de la section 4. Plus
tard, quand j’ai téléphoné d David Gale pour l'interroger au sujet de son article de 1950, il m’a informé
qu’en effet, c’était lors de cours a Princeton a la fin des années 1940 que Witold Hurewicz définit et utilisa
la notion des k-espaces pour présenter sa solution du probléme qu’il avait posé a Fox (et que For avait
résolu pour le cas séquentiel dans le travail cité ici). Il semble que c’est (directement ou indirectement)
Hurewicz qui par cet exemple a inspiré les sixz autres travauzr cités ici.

0. L’outil catégorique appliqué a la géométrie algébrique amene a la naissance
des topos

L’unification et la simplification sont nécessaires non seulement pour la dissémination des résultats,
mais également pour une avancée cohérente de la recherche dans les différentes branches des mathéma-
tiques. Le besoin d’unification et de simplification pour rendre cohérent quelques-unes des nombreuses
avancées mathématiques des années 1930 ont amené Eilenberg et Mac Lane [23] & concevoir la théorie
des catégories, les foncteurs et les transformations naturelles au début des années 1940. Il est utile de
distinguer les catégories générales des catégories linéaires dont 1’étude explicite a commencé avec Mac
Lane en 1950 [78].

“Les catégories combinant linéarité et exactitude, connues sous le nom de catégories “abéliennes” ont
été perfectionnées dans les années 1950 et au début des années 1960. Cette théorie continue de profiter
a de nombreuses applications, par exemple & travers l'utilisation des catégories dérivées en analyse. Une
étape fondamentale, & mi-chemin de ce développement, a été larticle Tohoku de Grothendieck [42], qui
a montré que cette base conceptuelle pour I'algebre homologique sur un anneau s’applique aussi aux ob-
jets linéaires variant comme des faisceaux sur un espace. Ensuite, le fait que les concepts d’exactitude
s’appliquent aussi & de nombreuses catégories non-linéaires est devenu graduellement plus connu et utilisé.
Le concept des foncteurs adjoints, découvert par Kan (au milieu des années 1950) fut rapidement incor-
poré comme un élément-clé dans les fondements par Grothendieck de la géométrie algébrique [1] et les
nouveaux fondements catégoriques de la logique et de la théorie des ensembles [70, 71]. Grothendieck, et
son cercle & Institut des Hautes Etudes Scientifiques prés de Paris, a développé au début des années 1960
le concept de topos pour son utilisation en géométrie ; je proposai une simplification de ce concept et des
usages supplémentaires a I'Istituto di Alta Matematica & Rome en 1969. Aprés ce développement initial
en 1969-70 en collaboration avec le topologue algébriste Tierney (qui avait indépendamment donné des
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cours sur le besoin de théorie axiomatique des faisceaux), cette théorie des topos simplifiée a été présentée
au Congres International des Mathématiciens a Nice [72]. Des développements plus avant de cette propo-
sition ont amené de nombreux articles et livres mais malgré ces publications, beaucoup d’étudiants ont
trouvé difficile de comprendre ce qu’est la théorie des topos, d’ou elle vient et ou elle va. L’espoir est que
la description qui en est brossée ci-apres aidera a surmonter cette difficulté.

I’axiome de puissance ensembliste, qui définit les topos parmi les catégories, est présenté en détail
dans la section 4 ci-dessous.

Puisque je ne peux fournir ici une description pas a pas, je me concentrerai sur les idées mathématiques,
a la fois comme guides pour ceux qui veulent apprendre et développer ces idées, et aussi comme une aide
pour ceux qui veulent rechercher les dates et publications. Je souhaite étre excusé pour les inévitables
omissions. Des versions préalables de cet article ont été lues par Barr, Gabriel, Freyd, Johnstone, Kock,
Mac Lane, Ramachandran, Schanuel, et Street, dont les commentaires sont tres appréciés.

1. L’analyse fonctionnelle et la topologie algébrique ont besoin d’une maison
commune avec un cadre flexible

Le coeur des théories mathématiques est dans la variation de quantités dans ’espace et dans I’émergence
de qualité a 'intérieur de ce phénomeéne. Les branches fondamentales (comme la géométrie différentielle et
la théorie de la mesure géométrique) ont donné naissance a (et ont utilisé intensivement) ces deux grandes
disciplines que sont la topologie algébrique et 'analyse fonctionnelle. Un grand élan a leur cristallisation
a été la théorie électromagnétique de Maxwell-Hertz-Heaviside et les matériaux scientifiques de Maxwell-
Boltzmann. Ces deux disciplines ainsi que ces applications ont été rendues explicites trés tot dans le travail
de Volterra. Comme cela a été souligné par de Rham a l’attention de Narasimhan [88], c’est Volterra qui,
dans les années 1880, non seulement démontra que 'opérateur extérieur de dérivée satisfait d> = 0, mais
prouva également le théoréeme d’existence locale auquel il est habituellement fait référence de maniére er-
ronée en 'appelant le lemme de Poincaré ; ces résultats restent le cceur de la topologie algébrique comme
cela est exprimé dans le théoréme de de Rham et dans la cohomologie des faisceaux. La théorie de Volterra
des fonctions de lignes, présentée lors de ses exposés a Paris en 1912 et ensuite appelée analyse “fonction-
nelle”, a été développée assez effectivement par ses étudiants et par Silva et Zorn (comme souligné par
Fichera dans [26]), en prenant des ensembles ouverts et des ensembles fermés non comme primitives, mais
comme dérivées d’une structure plus fondamentale. Dans la période 1950-1985, cette forme de I’analyse
fonctionnelle a été largement négligée, mais elle a été revivifiée dans les années 1980 lorsque quelques-
uns de ses problémes-clefs ont été résolus et ses applications a la physique en dimension infinie ont été
réactivées par le travail explicitement catégorique de Kriegl et de ses collaborateurs Frolicher, Nel, et Mi-
chor [32], [65], [67], et dans le travail explicitement topos-théorique de Penon, Dubuc, et Bruno [92], [22], [6]

En effet, dans un certain sens, le travail récent en théorie des topos réunit finalement organiquement ces
deux brins de Volterra (la topologie algébrique et 'analyse fonctionnelle covariante expliquées ci-apres),
brins qui avaient longtemps été entremélés dans :

- le travail de Grothendieck sur les espaces nucléaires [41] et sur les duaux holomorphiques [40] ;

- les résultats de Grauert-Cartan-Serre [38], [13] sur les faisceaux analytiques cohérents (dans lesquels,
comme Houzel et Douady l'ont exprimé plus explicitement dans les années 1970 [50], [20], Panalyse
fonctionnelle nucléaire bornologique joue un role pour établir la finitude de certains nombres de Betti
“algebrico-topologiques”) ;

- Papproche micro-fonctionnelle de Sato-Kashiwara [59] de la théorie des ondes.

2. Un cadre logique est d’abord développé pour la logique et la théorie des
ensembles
Malgré son origine géométrique, la théorie des topos a dans les derniéres années parfois été pergue

comme une branche de la logique, en partie a cause de ses contributions a la clarification qu’elle avait
permise de la logique et de la théorie des ensembles. Pourtant, ’orientation de nombreux théoriciens des



topos pourrait peut-étre étre résumée plus précisément par l'observation que ce qui est habituellement
appelé logique mathématique peut étre vu comme une branche de la géométrie algébrique, et qu’il est utile
de rendre cette branche explicite en elle-méme. Les exemples centraux étudiés par les premiers théoriciens
des modeles Birkhoff [5], Tarski [100] et Robinson [94] montrent que la géométrie algébrique en est plutdt
lorigine historique, et les avancées faites dans les 15 dernieres années par leurs successeurs van den Dries
[21], Macintyre [77], et d’autres montrent de fagon flagrante la valeur persistante de la géométrie. La
logique catégorique montre simplement de fagon systématique qu’il n’y a pas besoin d’une terminologie et
d’une notation logique séparées, spéciales, puisque 'implication et les quantificateurs sont des foncteurs
adjoints de sortes que l'on trouve plus généralement dans les catégories d’ensembles non pré-ordonnés.
(Spécifiquement, 'implication est le cas poset de la transformation de I’espace de fonctions qui est fonda-
mental en analyse fonctionnelle, comme cela a été observé par Curry; et la quantification est 'application
particuliere, aux foncteurs de valeurs de vérité, de ’extension générale de Kan induite par le changement
de domaine ([60]). De plus, les modeéles eux-mémes sont des foncteurs [69], puisque ce que les “théories”
syntaxiques présentent est plus efficacement vu comme une certaine sorte de petite catégorie. Cette ob-
servation a été faite par Makkai et Reyes [83], aprés des contributions cruciales par Barr concernant les
catégories régulieres [2] et Pexistence de points & valeurs booléennes [31]. Le travail de Joyal [56] et Freyd
[30], tournant autour de la découverte, vers 1972, du fait que le théoréme de complétude de la logique du
premier ordre est une conséquence du théoréme de Deligne [17] qui affirme Pexistence de points pour les
topos cohérents, a également joué un role important.

Mais il y a un raffinement clef, par rapport a la logique mathématique booléenne “classique”, qui est
forcé par la reconnaissance explicite (que la théorie des topos décrit) de la nature cohésive et variable
des ensembles. Pour les personnes travaillant en géométrie algébrique et en analyse, il peut apparaitre
quelque peu excessif de faire un détour par le langage élaboré de Mitchell-Bénabou qui & son tour nécessite
la sémantique de Kripke-Joyal pour obtenir en retour le contenu mathématique d’un topos spécifique.
(Cette procédure parfois recommandée est strictement analogue au fait de définir un groupe comme étant
le quotient du groupe libre qu’il a engendré lui-méme, ce qui de fagon analogue peut parfois étre utile.).
La clause-clef, dans cette sémantique, était présupposée dans le titre “Quantificateurs et faisceauz” [72],
mais le cas linéaire était un théoréeme dans Godement 1958 [37], et exprimait par exemple, juste en termes
de concepts du 20°™¢ siécle, le contenu du théoréme d’existence locale de Volterra. Briévement,

a) la régle d’inférence pour la quantification existentielle est juste une expression symbolique de la
propriété universelle de I'image géométrique d’une application (pas seulement dans la catégorie des
ensembles ou l’axiome du choix tient, mais également dans n’importe quel topos) tandis qu’

b) une figure dans une telle image vient en fait seulement localement des images dans le domaine de
I'application.

Par exemple, 'image de I'application exponentielle complexe est le plan entier privé d’un point, mais
les logarithmes complexes n’existent que localement. Ce théoreme d’existence locale serait trivial si tous
les objets étaient projectifs, comme I’axiome du choix le nécessiterait. Longtemps avant ce cadre logique,
I'expérience mathématique d’utiliser les faisceaux en géométrie et analyse avait produit de nombreuses
définitions correctes qui étendaient les concepts des constantes aux variables réelles (et Bénabou [4] et
Joyal [56] avaient formalisé cette idée). Par exemple, le concept d’anneau local (Hakim [48]), le concept
d’algébre bornologique convexe multiplicativement (Houzel [49]) et de nombreux autres exemples ont été
faisceautisés en insérant la phrase “il existe un recouvrement sur lequel...” juste au bon endroit dans la
définition. De la méme facon, Grothendieck et d’autres reconnaissaient de facon infaillible quelles sortes
de structures étaient “préservées par tous les foncteurs qui préservent les limites finies et les colimites
arbitraires”. (Une liste trés impressionnante fut produite par Grothendieck [47] durant son séjour en 1973
a Buffalo; durant cette méme visite, il plaida pour I'abandon de sa définition précédente compliquée de
“schéma”, mais malheureusement, ’alternative plus simple qu’il proposa ne semble pas avoir trouvé son
chemin dans les livres). Pourtant, les mathématiciens moins expérimentés ont trouvé utile une présenta-
tion explicite de la logique positive qui formalise ces définitions et ces classes de structures.

Le role fondamental de la logique positive (aussi connue sous le nom de logique cohérente ou logique
géométrique) suggere un raffinement de la présentation standard de la logique des prédicats. Les prédicats
sont des cadres pour les sous-objets, et la possibilité basique, pour deux sous-objets d’un méme objet (ou
I'univers du discours), que le premier soit inclus dans le second, est logiquement I'assertion quun prédicat



en implique un autre. Dans un topos, les sous-objets d’'un domaine donné forment un treillis distributif,
reflétant logiquement en termes de conjonction et disjonction les opérations sur les prédicats, satisfaisant
des relations d’adjonction adéquates (les régles d’inférence) relatives a I'implication. L’implication, la
conjonction finie, et la disjonction sont préservées par la substitution selon une application de changement
de (nom de) domaine arbitraire. La substitution signifie 'image inverse de sous-objets, une opération
qui a I'“image” comme adjoint a gauche ; la derniere est connue logiquement comme quantification exis-
tentielle le long de 'application. La logique positive n’exclut pas explicitement la plus haute opération
de quantification universelle (ni ses cas particuliers d’implication ou de négation) méme si les adjoints &
droite a la substitution interne sont aussi présents dans tout topos, parce que ces adjoints a droite ne sont
typiquement pas préservés par la substitution plus générale dans une application arbitraire continue entre
topos. En effet, ces applications continues bénéficiant d’une telle préservation additionnelle (de la logique
du premier ordre avec quantificateurs alternés) sont juste les applications continues. Ainsi, bien que dans
la logique du premier ordre, I'implication entre deux prédicats puisse étre affirmée de fagon équivalente en
disant que leur implication quantifiée universellement a la propriété d’étre “nulle part vraie”, en logique
positive, les relations fondamentales restent les implications binaires, une pour chaque domaine (incluant
les produits cartésiens des domaines de base). D’un point de vue positif, I'élimination des quantificateurs
est liée a la définissabilité des quantificateurs, au sens ou quelques théories favorisées ont des axiomes suff-
isamment forts pour permettre carrément la définition de la quantification universelle (e.g. U'implication et
la négation) en fonction des opérations positives. Pourtant, si nous nous restreignons aux topos booléens,
la logique positive est juste aussi expressive que la logique du premier ordre, en autorisant des prédicats
additionnels ; notamment, chaque occurrence d’une formule négative dans un axiome peut étre vue comme
un nouveau prédicat primitif, caractérisé par deux axiomes du treillis comme complémentaire approprié.

L’expression “topos élémentaire” est un reliquat, qui porte a confusion, de la relation a la logique, le
terme “élémentaire” ayant été utilisé par certains logiciens comme synonyme de “premier ordre”. L’origine
de cette expression réside dans le fait utile que le concept de topos au sens de Lawvere-Tierney est définiss-
able dans un langage logique bien plus profondément que dans le langage infini du premier ordre utilisé
a Porigine par Grothendieck et ses étudiants. (De fagon interne, tout topos permet l'interprétation de
concepts du premier ordre, comme expliqué ci-dessous, mais ¢’est un autre sujet). Mais en fait, ce langage
externe nécessaire est vraiment tres éloigné de celui du premier ordre, étant essentiellement équationnel,
méme les opérateurs logiques nécessaires a ce niveau seulement pour définir les classes spéciales de topos
(comme les topos & deux valeurs ou les topos satisfaisant axiome du choix).

3. Espaces a parametres et topos de Grothendieck relatifs au topos de base

Les topos originaux de Grothendieck peuvent étre situés [18] dans la classe plus large (des topos au
sens “élémentaire”) en utilisant un cas particulier du concept de relativisation de Grothendieck, de la
fagon suivante : une application continue (ou un morphisme géométrique) d’un topos & un autre est un
foncteur avec un adjoint exact a gauche. Pour un topos fixé S, un S-topos est un topos équipé d’une
application continue vers S et présenté de fagon liée comme une catégorie S-cocomplete ; une application
de S-topos est un triangle adéquat quasi-commutatif d’applications continues de sommet inférieur S (ce
qui implique que 'adjonction, dans Iapplication entre les deux topos, est elle-méme définie sur S). Alors
si § s’avere étre un univers d’ensembles abstraits, la catégorie des S-topos est équivalente a celle des S-
topos au sens de Grothendieck. Dire qu’'un topos est un univers d’ensembles abstraits consiste a dire que,
pour des objectifs mathématiques, il satisfait des propriétés supplémentaires de 2-valuations et I'axiome
du choix (ce qui implique que tous ses treillis de sous-objets sont booléens) ; des axiomes de forte infinité
peuvent aussi étre imposés a S si besoin, parce qu’ils sont aussi des invariants catégoriques. Pourtant, le
programme persiste de refonder les mathématiques relativement & un topos de base arbitraire qui satisfait
des contraintes plus faibles. Les théorémes dans une telle refonte des mathématiques (en plus d’avoir
des preuves plus explicites) ont souvent un contenu d’effet plus général que les théorémes classiques et
sont stables sous des variations adéquates continues des parameétres, quand S est un topos de faisceaux
sur 'espace des parametres. De plus, des assertions plus simples peuvent étre fournies si le matériau
intervenant dans la définition de ce S particulier peut étre supprimé. En d’autres termes, une référence
a des classes “petites” peut souvent étre interprétée dans un sens plus large que seulement dans un sens
simplement quantitatif, puisqu’étre paramétrable par un objet de la base S peut étre en fait une qualité
riche.

Existe un théoréme [18] selon lequel tout S-topos peut étre reconstruit de .S par un zigzag a trois étapes.



D’abord, des parameétres additionnels sont ajoutés d’un S-objet choisi, amenant un homéomorphisme local
S’ — S, i.e. une application continue dont le foncteur inverse préserve effectivement la construction des
puissances d’ensembles ; deuxiémement, une “surjection” localement connexe S’ — S”, i.e. une applica-
tion continue dont le foncteur d’image inverse a un S-adjoint sur la gauche et est fidele, ajoute 1'action
(parmi les niveaux de parameétres) d’une S-catégorie interne ; et finalement, une “inclusion” S — 5"
i.e. une application continue dont le foncteur en arriere est plein et fidele, est restreinte aux objets de
S” qui sont compatibles avec une forme spécifique de recouvrement. La derniére étape consiste a exiger
que les objets de S satisfassent des axiomes particuliers disjontifs et existentiels selon la forme qu’ils
héritent de S”. Ce théoréme élémentaire inclut comme cas particulier le théoréme caractérisant les topos
de Grothendieck via des faisceaux d’ensembles sur les petits sites généraux. L’importance de faire de la
théorie des topos sur un topos de base général S (méme si S est restreint & étre un topos de Grothendieck,
c’est-a-dire méme si I'on n’est pas concerné par I'analyse non-standard, les résultats d’indépendance en
théorie des ensembles, ou la théorie de la récursion d’ordre plus élevé), est assez analogue & I'importance,
déja soulignée par Grothendieck, de faire de I’algebre commutative sur un anneau de base arbitraire ; la
comparaison des ensembles a plus de variables avec ceux a moins de variables émerge et est similaire a la
comparaison analogue sur les quantités variables.

Une autre caractérisation conceptuelle des S-topos est que ce sont des objets lex-total dans le domaine
de grandes catégories S-paramétrées [98], [99]. Ici, une telle catégorie est dite totalement cocompléte
si son plongement de Yoneda a un adjoint & gauche. Cette notion, due & Street et Walters [99], a des
applications, décrites par Kelly [62].

“La notion d’une famille d’espaces paramétrée par un espace est plus efficacement traitée par les
géometres via une application unique vers I'espace des parameétres : les espaces dans la famille sont les fi-
bres de 'application ; la relativisation par changement de base de Grothendieck s’applique dans tout topos
donné pour amener, pour un objet donné, un nouveau topos de familles paramétré par cette base donnée.
L’opération de somme (ou total) d’une famille peut seulement signifier adjoint & gauche de I'inclusion
des familles constantes, i.e. au changement de base pres ; dans ce cas, I'adjoint a gauche est simplement
le foncteur qui oublie 'application qui dit comment le tout est distribué sur la base. Cette significa-
tion tautologique des sommes est assez efficace habituellement en mathématiques puisque les familles que
I’on obtient ne sont pas arbitraires, mais sont habituellement a priori bornées. La méme idée s’applique
en théorie des ensembles, excepté que cette quéte d’ordinaux encore plus grands amene la question de
I'existence de familles arbitraires de petits ensembles indexés par un petit ensemble. Il y a deux sortes
de réponses a cette question sous la forme d’axiomes de grands cardinaux : si par familles, on entend
les familles définissables dans le langage du premier ordre dont les quantificateurs alternés parcourent
la catégorie des ensembles que nous sommes en train de décrire, alors 'affirmation de leur existence est
essentiellement équivalente au schéma de remplacement, de telle fagon que la catégorie est équivalente &
une catégorie dérivée d’'un modele de théorie des ensembles compléte de Zermelo-Fraenkel. (L’inverse de
I’équivalence est l'interprétation classique de Specker des “ensembles” ZF comme structures ressemblant
a des arbres, également décrite dans lappendice & certaines éditions des SGA4.). D’un autre coté, si
par familles, on entend familles “arbitraires” (on peut donner a cela une interprétation rationnelle en
imaginant notre topos comme étant un objet d’une catégorie spéciale dans un autre topos “plus grand”),
alors 'affirmation qu’ils sont chacun dérivables comme fibres d’une application unique dans notre topos
est équivalente a la propriété d’“univers de Grothendieck” : notre topos est équivalent & un objet caté-
gorie qui a une cardinalité fortement inaccessible au sens du topos plus grand. L’inaccessibilité forte est
habituellement définie en termes d’existence de produits de petites familles de petits ensembles, mais cela
découle du fait que notre topos a des espaces d’application parce que le “produit” des familles de fibres
d’une application est juste I’ensemble des sections de 'application. Bien str, le foncteur produit est défini
comme étant ’adjoint a droite de l'inclusion des familles constantes, i.e. & changement de base pres.
Puisque 'adjoint & droite existe pour tout topos (ot, pourtant, il consiste en les sections qui sont lisses
au sens ol elles sont elles-mémes les applications dans le topos), on continue a l'appeler le produit infini
et méme a le noter II ; il ne fait aucun doute qu’il n’est pas fortuit que Weil ait utilisé plus t6t IT pour
noter un cas particulier de cette construction qui émerge en géométrie algébrique.

4. Espaces de fonctions et ensembles de puissance cohésive

L’avancée majeure dans la formulation du concept de topos par Lawvere-Tierney apres celle de
Grothendieck-Giraud est la reconnaissance explicite de la représentabilité interne des ensembles de puis-



sances (méme dans les catégories d’ensembles non abstraits comme les ensembles cohésifs ou les ensembles
de variables). Ainsi la puissance exploitée par Cantor, Dedekind, et Hausdorff et d’autres pionniers dans
le cas des ensembles abstraits est devenue disponible également pour une utilisation directe en géométrie
et analyse. Les applications continues (ou les morphismes géométriques) dans la 2-catégorie des topos
ne préserve pas nécessairement sa structure centrale modulo un isomorphisme, mais seulement modulo
une application naturelle. (Ce phénomene de “relachement” serait étrange pour des catégories ordinaires,
mais il est commun pour les autres 2-catégories, telles que les catégories fermées). Parce que les ensembles
de puissances sont des objets injectifs, leur algebre peut fidélement refléter la géométrie (comme cela a
été montré en détail dans la thése de Mikkelsen [84]) ; inversement, la plupart des topos n’ont pas assez
d’objets projectifs, ce qui implique que la regle de commutation pour la quantification existentielle interne,
comme souligné en (a) et (b) & la section 2, est vraiment nécessaire pour faire avancer les calculs. La
maniere dont la simple existence du foncteur de puissance ensembliste implique les propriétés nécessaires
des topos a été montrée de maniére élégante par Paré [91]. Depuis, la définition plus simple des “topos”
a été “categorie avec ensemble de puissances”.

La construction d’ensemble de puissances peut étre utilement vue comme divisée en deux parties :
d’abord, il y a une construction d’un espace d’application (discuté ci-dessous) qui est essentielle pour
le calcul des variations et pour I’analyse fonctionnelle en générale (et pour la physique continue), mais
qui lorsqu’elle est appliquée a un codomaine spéciale amene ’espace de I’ensemble des puissances de
Pespace du domaine. (En géométrie différentielle synthétique [64], avec son application projetée dans la
dynamique continue [73,74], lapplication de la construction de 'espace de fonctions aux domaines spé-
ciaux, infinitésimaux, ameéne le foncteur fibré tangent et le foncteur fibré supérieur! qui est d’une forme
tres facile & manipuler.).

Deuxiémement, le domaine spécial, spécifiquement un espace de valeur de vérité ou un classifieur de
sous-objets, est supposé. Cela “objectifie le subjectif” dans le sens ou cela postule I'existence d’un objet
qui parametre parfaitement les valeurs de vérité des jugements de la forme “telle et telle figure appartient
a tel et tel sous-objet de son codomaine”. Par une méthode bien comprise par les pionniers de la théorie
des ensembles et formalisée pour les topos généraux par Freyd en 1972 [31], cela implique en retour (si le
topos contient au moins un objet qui n’est pas Dedekind-fini) que le processus subjectif d’itération peut
aussi étre parfaitement paramétré (par une algebre de Peano absolument libre ; la méthode utilise le fait
que la classe de toutes les sous-algebres contenant un point donné est paramétrable et que toute classe
paramétrable de sous-objets d'un objet donné a une intersection, ces deux faits découlant aisément de
la propriété universelle des ensembles de puissances). Mais en retour, la paramétrabilité de Iitération
complete implique quelques conséquences physiquement contre-intuitives comme la courbe remplissant
I’espace de Peano et des conséquences méthodologiquement génantes comme le théoréme d’incomplétude
de Godel. Gréce a un travail détaillé récent de van den Dries [21] et d’autres, une sorte de travail qui
avait été en partie prévu par Grothendieck dans une discussion que nous avions eue en janvier 1982),
il est maintenant connu que de telles conséquences peuvent étre dérivées de cette maniére : un topos
adéquat peut étre engendré par une sous-catégorie qui contient suffisamment d’espaces et d’applications
raisonnablement géométriques, mais qui ne contient pas les algebres infinies discretes de Peano ; bien
que ces derniéres apparaissent comme sous-objets (des espaces géométriques) définis par les équations
de vérité, elles ne peuvent pas étre définies par des équations valuées dans des espaces dans la catégorie
géométrique elle-méme.

La premieére partie de la construction de ’ensemble de puissances, la notion d’espace d’applications,
a semblé objectivement inévitable depuis que Bernoulli et d’autres ont développé le calcul des variations.
Notamment, si un intervalle de temps, un corps, et un espace ordinaire peuvent étre modélisés comme
objets d’une catégorie, alors ’espace de tous les chemins dans I'espace, paramétré par I'intervalle de temps
dans les chemins autorisés par la catégorie, devrait aussi étre un objet, comme devrait 1’étre ’espace de
tous les déplacements autorisés du corps dans I'espace. Alors la quantité qui dépend de la position, comme
I’énergie potentielle, ou bien une quantité qui dépend du chemin, comme la vitesse au carré, pourraient
étre traitées comme une autre application dans la catégorie. Ainsi les trois descriptions d’'un mouvement
comme un chemin dans ’espace des positions, une position dans l’espace des chemins, ou simplement
une application sur l'espace ordinaire d’un espace de couples (particule, instant) sont toutes équivalentes
et en effet, 'équivalence (pour tous ces trois objets dans le topos) est 'axiome définissant I’espace des
applications comme foncteur adjoint. Typiquement, il y a une notion adéquate de “chemin” généralisé,
de telle fagon qu’une fonction admissible est juste une fonction qui envoie les chemins sur les chemins de
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fagon covariante ; ceci était un concept-clé de I’école de Volterra en analyse fonctionnelle [24]. Le fait que
les espaces d’applications respectant ce simple axiome d’adjonction ne soient pas généralement présents
dans la catégorie habituelle des espaces topologiques avait déja été remarqué par Fox [27], Kelley [61],
Brown [8], Spanier [96], Steenrod [97], et Day [16] et plus tard par Frolicher [32], tous ayant proposé des
catégories plus ou moins orientées chemins pour réaliser cette construction fondamentale.

5. Quelques classes d’exemples

Comment construire des exemples de topos 7 Bien sir, les faisceaux d’ensembles sont nécessaires
comme base pour les catégories de faisceaux abéliens sur des espaces analytiques ou algébriques particuliers
comme ont pu les traiter Leray, Oka, Cartan et Serre. En effet, c’est un axe de développement intensive-
ment poursuivi aujourd’hui dans les équations différentielles partielles, mais pour connaitre 1'histoire de ce
domaine, je renvoie a Gray [39] et Houzel [51]. Classiquement, un faisceau sur un espace est un foncteur
contravariant (avec condition de recollement) sur un ensemble partiellement ordonné de régions de 1’espace.
Mais les topos de foncteurs a valeurs sur des ensembles qui ne sont pas partiellement ordonnés sont plus
typiques. Considérons par exemple le topos des ensembles simpliciaux qui a été utilisé de maniére tres
répandue en topologie algébrique depuis 1950, et dont le role classifiant particulier est expliqué dans Mac
Lane et Moerdijk [81] ou bien le topos des foncteurs des anneaux vers les ensembles qui a été la base de la
définition simplifiée par Cartier [14] des groupes algébriques et qui a été le précurseur de presque toutes
les constructions de modeles particuliers de la géométrie différentielle synthétique [73, 87]. Un traitement
détaillé d’un topos de cette sorte qui contient tous les espaces analytiques comme sous-catégorie pleine
a été fourni par Grothendieck dans le séminaire de Cartan sur les familles d’espaces analytiques de 1960
[43], méme avant que la définition générale par Grothendieck des topos n’ait été cristallisée par Giraud en
1963 [36].

A une position de généralité intermédiaire entre le topos d’espaces généraux et le topos de faisceaux sur
un espace classique particulier, on trouve ’idée de topos de faisceaux sur un espace généralisé ; on connait
mieux le fait que les faisceaux sur une sorte particuliere d’espace, sur lequel le théoréme de fonction im-
plicite ne s’applique pas, ne sont pas completement déterminés par leur restriction a des sous-régions. Le
fait que le théoreme de fonction implicite ne s’applique pas en géométrie algébrique est devenu une vertu
par la construction brillante de Grothendieck du topos étale d’'un espace algébrique, basé sur un site par-
ticulier qui n’est pas un espace partiellement ordonné bien qu’il soit encore assez spécial. L’idée est encore
plus ancienne d’un espace généralisé équipé non seulement d’un ensemble partiellement ordonné de régions
ouvertes, mais également d’une action par les homéomorphismes d’un groupe. Cette catégorie amene a
une 2-sous-catégorie de topos qui unifie tres efficacement le développement complet qui a commencé avec
la découverte par Hurewicz-Hopf de l'effet du groupe fondamental d’un espace sur son homologie [79], en
fournissant un univers dans lequel 1’espace, ses espaces couvrant, et le groupe fondamental lui-méme sont
sur un pied d’égalité et sont connectés par des applications, et pour lesquels la cohomologie de ’espace et
du groupe sont strictement les instances de la méme construction, notamment celle de la catégorie dérivée
de Pabélianisation d’un topos. (Les actions d’un groupe sur les ensembles constituent les objets du genre
le plus simples des topos booléens.) Les résultats de Joyal et Tierney [58] et de Joyal et Moerdijk [57]
étendent ces idées pour donner un groupoide localique : la présentation du groupoide du topos général,
un peu comme l'espace général, devrait classiquement étre présentée comme le quotient d’un espace de
dimension nulle ; comme Mac Lane et Moerdijk Pont montré dans leur résumé utile du domaine [82], cette
présentation étendue n’a pas encore été analysée ni non plus appliquée. Johnstone [54] en démontrant
quelques théoremes de représentation puissants concernant ces extensions de la notion d’espace généralisé,
a en effet montré que le récit philosophique commun dans les années 1970 aux topos (basés sur la variation
paramétrée et la logique interne) est trop restrictif, ce qui m’a amené dans cet article & baser mon récit sur
les relations dialectiques entre la cohésion et la variation et entre la logique interne a un topos et interne
a une catégorie de topos.

6. Quelques développements récents

Bien que le 25°™¢ anniversaire de la théorie “élémentaire” des topos (ainsi que le 50°™¢ anniversaire
de la théorie des catégories elle-méme) ait été célébré a Halifax en 1995, et bien que les fondamentaux en
semblent bien établis dans de nombreux articles et livres précédemment mentionnés, de nouvelles avancées
qualitatives continuent de voir le jour. Un tel exemple est le travail de Funk, et de Bunge-Funk et Bunge-



Carboni [33], [12], [11].

A 1a suite d’un exposé & Oberwolfach en 1966 dans lequel j’avais proposé une théorie des distributions
(pas seulement dans mais également) sur les topos de préfaisceaux, en 1983 a4 Aarhus, j’ai posé quelques
questions concernant les distributions sur les S-topos. La base de la définition et des questions est une
paire d’analogies avec des théories connues (I’algébre commutative et la théorie de la mesure) pour les
quantités variables, couplée avec le fait qu’il y a d’'importants exemples de “quantités” variables S-valuées
dont les domaines de variation sont les S-topos. On prend les faisceaux sur le topos pour les quantités
variant intensivement, i.e. simplement les objets de la catégorie. (Bien sfir, le terme topos signifie “lieu”
ou “situation”, mais Grothendieck traite la situation générale en traitant plutot la catégorie des quan-
tités S-valuées qui varient continument sur elle, de la méme facon qu’'un K-schéma affine est décrit en
traitant la K-algebre des fonctions sur lui. Peut-étre que pour éviter la confusion, une notion différente
aurait di étre utilisée, E pour la situation et C(E) pour la catégorie des faisceaux sur F, mais la pra-
tique notationnelle a utilisé le méme symbole pour les deux, méme si fonctoriellement, elles sont opposées
de la méme fagon que X et C(X) le sont en topologie classique. En topologie classique, il n’y a pas
d’analogue strict, pour les fonctions continues réelles ou complexes C(X), a Popération spatial en avant
adjoint a droite de I'homomorphisme f* qui rameénent en arriere les fonctions continues le long d’une
fonction continue générale f.). Ces quantités a valeurs sur des ensembles peuvent étre ajoutées via des
colimites S-paramétrées dans le topos, et elles peuvent étre multipliées via les limites finies des faisceaux.
Un point est juste une application continue vers le S-topos donné depuis S lui-méme (qui est bien stir
lobjet terminal dans la 2-catégorie des S-topos); la partie image inverse du point (ou ’évaluation en le
point) est un foncteur qui préserve a la fois ’“addition” et la “multiplication”.

Ainsi nous poursuivons le début de I'analyse et définissons une distribution ou une quantité extensive-
ment variable sur un S-topos comme étant une fonction continue linéaire ou un point généralisé, i.e. un
foncteur vers S qui préserve les S-colimites, mais pas nécessairement les limites finies. Par exemple, étant
donnée une petite catégorie C' dans S, les actions a gauche de C sur les objets de S est un S-topos de fonc-
tions dont la catégorie de distributions correspondante ou les processus d’intégration est juste la catégorie
S-cocomplete des actions & droite de C sur les objets de S (par un cas particulier du théoréme de Kan
[60], [35]). Il est facile de voir que dans cet exemple particulier, ol aucun recouvrement de Grothendieck
n’intervient, la réponse a la question suivante est affirmative. Y a-t-il, pour tout S-topos donné E un
autre topos M (E) dont les points sont juste les distributions sur F ? Cette idée géométrique de Iespace de
toutes les mesures sur un espace donné peut étre décrite selon ’analogie de 1’algébre commutative comme
algebre symétrique, c’est a dire, pour une catégorie S-cocomplete adéquate, est-il toujours possible de lui
adjoindre des produits finis (et plus généralement des produits fibrés) d’une maniére libre compatible avec
la distributivité pour obtenir une catégorie qui est la (catégorie des faisceaux sur) un S-topos ? Cette
formulation relativise et renforce 'idée de M (E), de telle fagon que comme tous 2-adjoints, M est unique
a équivalence pres s’il existe.

La question de l'existence semblait sérieuse, puisqu’il est connu qu’il n’y a en général pas d’espace
correspondant F'(E) des quantités intensives : alors qu’il y a un topos facile & décrire [104] F(1) = S(X)
sur S qui est '“algebre des polyndémes” ou la “ligne affine” dans lequel les S-morphismes vers lui depuis
tout S-topos F classifient précisément tous les faisceaux sur (les objets dans) E, des espaces de fonctions
existent dans Top/S seulement pour les exposants “localement compacts” E (i.e. seulement [55] pour les
rétractions de topos cohérents). En 1995, Bunge a montré que M (E) existe comme S-topos pour tout
S-topos E, une preuve plus élégante ayant été donnée par Bunge et Carboni dans [11]

Quels exemples de distributions pouvons-nous nous attendre a trouver ? Pour tout S-topos localement
connexe A, il y a par définition un adjoint & gauche de ’adjoint & gauche de ’application structurelle vers
S ; cet adjoint a gauche supplémentaire ou foncteur d’“ensemble de composants reliés” est alors automa-
tiquement une distribution sur A qui pourrait peut-étre étre pensée comme étant la mesure de comptage
puisqu’elle est invariante sous tous les automorphismes de A (et méme sous tous les endomorphismes
essentiels de A). Maintenant, comme avec toute doctrine de quantité extensive, les distributions peuvent
étre envoyées en avant selon n’importe quelle application continue entre topos, en composant simplement
ici le processus d’intégration avec la partie image inverse de ’application. Les résultats remarquables de
Funk incluent le fait que toute distribution sur n’importe quel E est le push forward selon une application,
pour un certain A localement connexe, de la mesure de comptage des composants sur A. Parmi tous ces
A localement reliés sur E qui représentent ainsi une distribution donnée sur E, il y en a un unique le
plus proche de E ; la relation de celui-ci en particulier vers E s’avere étre, selon le travail de Bunge et



Funk, topos-théoriquement identique a celui de la propagation compléte sur E, une notion découverte
par Fox [28] dans son investigation topologique des recouvrements ramifiés. D’autres relations avec la
topologie classique continuent d’étre découvertes, par exemple la description par Plewe d’une large classe
d’applications de descente comme triquotients au sens de Michael [93], [85], également présentée lors de
la célébration a Halifax.

7. Depuis et vers la physique continue

Quel a été ’élan qui a nécessité la simplification et la généralisation du concept de topos de Grothendieck,
si en effet 'application a la logique et a la théorie des ensembles n’étaient pas décisives ? Tierney avait
souhaité que la théorie des faisceaux soit axiomatisée pour étre utilisée de maniere efficace en topolo-
gie algébrique. Ma propre motivation venait de mon étude initiale de la physique. Les fondements de
la physique continue des matériaux, dans l'esprit de Truesdell, Noll, et d’autres, nécessitaient des idées
physiques puissantes et claires qui avaient malheureusement été submergées par un appareil mathématique
incluant non seulement les séquences de Cauchy et les mesures additives dénombrables, mais également
des choix ad hoc de graphiques pour les variétés et de limites inverses des espaces de Hilbert Sobolev, pour
obtenir pour atteindre les espaces nucléaires simples de quantités variant intensivement et extensivement.
Mais, comme le regrettait Fichera [25], tout cet appareil fournissait souvent un ajustement trés incer-
tain aux phénomenes. Cet appareil pouvait s’avérer utile dans la solution de certains problémes mais ne
nécessitait-il pas que les problemes eux-mémes et les axiomes nécessaires soient exprimés d’'une maniere
directe et claire 7 Et cela ne pouvait-il pas mener a une solution plus simple et tout aussi rigoureuse 7 Ce
sont a ces questions auxquelles j’ai commencé d’appliquer la méthode des topos dans mes exposés en 1967
a Chicago [73], [74]. Il était clair qu'un travail sur la notion de topos elle-méme serait nécessaire pour
parvenir a ce but. J’ai passé 'année 1961-62 avec les logiciens de Berkeley, croyant qu’en écoutant les
experts des fondements pourrait étre le chemin a emprunter pour clarifier les questions des fondements.
(Peut-étre que mon premier professeur Truesdell avait eu une conviction similaire 20 ans plus tét quand
il avait passé une année [15] avec les logiciens de Princeton logicians.). Bien que ma croyance se tempére
au fur et a mesure, j’ai acquis des connaissances a propos de constructions telles que le forcing de Cohen
qui semblait également nécessiter une simplication pour qu'un plus grand nombre de personnes puissent
la comprendre suffisamment pour la faire avancer davantage. Ainsi la théorie (comme je l’avais proposé a
Rome en 1969, et expliqué a 'ICM de 1970) a été d’abord appliquée par Tierney [101] et Bunge [9] & des
questions comme l'indépendance de I'’hypotheése du continu et la conjecture de Souslin.

En effet, le role-clef de ’ensemble de puissance (et la non importance relative pour les mathématiques
de l'espace et de la quantité du schéma de remplacement) avait clairement émergé d’une étude des nom-
breuses reformulations par Scott de la théorie des ensembles du milieu du siecle. Mais la découverte clef
rapportée lors de 'exposé a Rome (aprés avoir été travaillé au Forschungsinstitut Eckmann & Zurich) a
été que non seulement un foncteur de puissance ensembliste P existe de maniére non ambigue dans un
grand nombre de catégories émergeant mathématiquement, mais que toute topologie de Grothendieck,
i.e. toute notion raisonnable de “recouvrement” préféré permettant une restriction aux objets “faisceaux”
satisfaisant une disjonction supplémentaire ou des conditions “existentielles”, est exprimable comme une
seule application dans une telle catégorie, en effet comme un endomorphisme de ’objet-vérité P1 qui peut
étre considéré subjectivement comme un opérateur modal du type “il est localement vrai que....

Cette observation, avec I’axiomatisation précédente de I’adjoint des espaces de fonctions, a rendu clair
le fait qu’en travaillant au niveau des topos, presque toutes les constructions et assertions nécessitent
seulement un langage équationnel algébrique essentiellement finitaire pour la formalisation, les langages
d’ordres supérieurs infinitaires avec alternances de quantificateurs de Frege externes n’étant pas nécessaires,
non seulement pour les axiomes de la théorie générale d’un topos, mais également pour particulariser de
nombreuses sortes tres spéciales de topos, comme celles qu’on trouve en combinatoire et en géométrie
différentielle.

L’opérateur de négation-de-la-négation dans la logique de Heyting a été facilement vu comme sat-
isfaisant l’axiome de Lawvere-Tierney et est ainsi un exemple particulier de topologie de Grothendieck
valable dans tout topos, il n’est pas seulement central a des constructions qui “forcent” des résultats
d’indépendance en théorie des ensembles et qui extraient la partie minimale dense [52] d’un espace en
topologie qui consiste en les sous-corps substantiels [89], [74] en physique continue (tous ceux-ci inter-
venant juste dans le cas d’un topos avec site partiellement ordonné), mais il permet une formulation tres



succincte de la condition qu'un topos satisfait le Nullstellensatz de Hilbert, exprimant le role important
de la théorie de Galois en dimension zéro dans la géométrie algébrique comme un tout. Notamment,
les faisceaux pour la double négation, qui dans un certain sens forment la partie booléenne d’un topos
arbitraire, constituent, dans le cas d’un topos engendré tous les espaces algébriques définis sur un corps
de base donné, le topos classifiant des corps d’extension algébrique de la base (ce sous-topos est peut-étre
une entité plus traitable que la fermeture algébrique qui existe seulement comme condensation rigidifiée
non canonique). Le Nullstellensatz concerne ces quelques topos dans lesquels tous les objets non vides ont
des figures zéro-dimensionnelles, i.e. ces points dont les domaines sont les compagnons dialectiques de tels
faisceaux booléens [75].

Quelques aspects géométriques du programme de 1967, tels que le role des espaces d’applications des
objets infinitésimaux, furent travaillés sous le nom de géométrie différentielle synthétique par Wraith [104],
Kock [64], Reyes [87], Bunge et Gago [10], Dubuc [22], Yetter 105], Penon [92], Bruno [7], Moerdijk [87] et
d’autres. Quelques livres traitant de la théorie des topos simplifiés (Mac Lane et Moerdijk étant le texte
le plus récent et le plus lisible) avec les trois excellents livres de géométrie différentielle synthétique [64],
[87], [68] fournissent une base solide sur laquelle un traitement plus avancé de analyse fonctionnelle et le
développement nécessaire de la physique continue peuvent étre construits.
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Extrait de Intelligence artificielle et informatique théorique de J.-M. Alliot, T. Schiex, P.
Brisset, F. Garcia (Cépadues éditions, 2002, p. 79)

5.3. Intuitionnistes contre formalistes
5.3.1. Les intuitionnistes

Au lieu de tenter de résoudre les problemes des mathématiques par des constructions formelles ou 1'in-
tuition n’aurait plus sa place, les intuitionnistes souhaitaient revenir en arriére et ne conserver des ma-
thématiques que la partie intuitivement accessible. Ils refusaient en particulier la notion d’infini achevé :
pour eux, l'existence d’un ensemble achevé contenant tous les nombres naturels n’était pas évidente. Seul
existait le fait qu’on pouvait toujours construire un nombre plus grand que n’importe quel autre nombre.

Tous les objets mathématiques devaient se construire!.

Ce type d’attitude conduisit Brouwer 2 & contester certains principes considérés jusque-la comme évidents,
comme le principe du tiers exclus 3. Brouwer reconnaissait volontiers que dans le cas ot le domaine D que
parcourt un prédicat P(x) est fini, 3z P(x)V -3z P(x) est vrai. Il est en effet possible dans ce cas de vérifier
pour chaque élément de D si l'on a P(z).

En revanche, pour un ensemble D infini, 3xP(z) V =3z P(z) n’est pas forcément vrai. Il nous est en effet
matériellement impossible de vérifier pour tous les éléments de D si 'on a P(z). Bien sfir, nous pouvons,
avec de la chance, trouver un tel z rapidement, mais nous pouvons aussi bien ne jamais le trouver.

Il y a une autre conséquence des notions intuitionnistes : pour démontrer 3z P(x), il faut trouver un tel
z et exhiber. Une démonstration par 'absurde, qui montrerait la fausseté de =3z P(x) ne montrerait en
aucun cas qu'un tel x existe mais seulement que ~—3xP(x) est vraie.

On voit donc que pour un intuitionniste, dans un ensemble infini, =—A n’est pas systématiquement équi-
valent a A.

Depuis 1918, les mathématiques intuitionnistes se sont développées parallelement aux mathématiques
“traditionnelles”. Les démonstrations constructivistes donnent souvent des résultats plus tangibles que les
démonstrations formelles, mais sont plus difficiles. Il faut reconnaitre que les intuitionnistes sont restés en
deca des résultats formalistes.

Leur apport fut néanmoins treés important, surtout sur le plan épistémologique, car il conduisit & une
réflexion profonde sur la fagon d’appréhender 'infini.

5.3.2. Les formalistes

L’école formaliste emmenée par le mathématicien David Hilbert choisit une voie totalement différente de
la voie intuitionniste.

Constatant que les paradoxes venaient de systémes d’axiomes insuffisamment formalisés, Hilbert proposa
de rédiger une théorie purement formelle des mathématiques et de démontrer sa consistance formelle. En
effet, on avait jusque-la toujours démontré les propriétés de consistance par rapport a des modeles : la
géométrie de Bolyai-Lobachevsky avait été ramenée a la géométrie euclidienne, la géométrie euclidienne
a lanalyse (Descartes)... Or ce type de démonstration montre seulement qu’une théorie est consistante
si une autre théorie 1’est. La propriété de consistance formelle demande simplement qu’a l'intérieur de la
théorie formelle, on ne puisse avoir une formule qui soit démontrable et dont la négation soit démontrable
(ce qui constituerait un paradoxe). Hilbert imposa également que les méthodes de démonstration de ce
type de propriété soient “intuitivement convaincantes” et finitistes, c’est-a-dire ne faisant jamais appel

1. On confond parfois intuitionnisme et constructivisme, qui sont deux notions fort proches.
2. Brouwer qui fut le fondateur de 1’école intuitionniste.
3. Rappelons que le principe du tiers-exclus dit que pour tout P, PV —P est vraie.



a l'infini achevé. Hilbert appela cette nouvelle branche des mathématiques métamathématique. Hilbert
énonga ce programme en 1908, et la réalisation commenca vers 1920.

Hilbert se justifia de son attitude face a celle des intuitionnistes de la fagon suivante : il scinda les ma-
thématiques en deux domaines, celui des énoncés réels qui ont un sens intuitif et celui des énoncés idéaux
qui n’en ont pas. Les énoncés idéaux ne sont que des moyens théoriques et élégants de simplifier les dé-
monstrations d’une théorie donnée (cf. [Péter]). Il est ainsi plus facile de démontrer que a.n + b prend
une infinité de valeurs premiéres si a et b sont premiers entre eux en utilisant des méthodes analytiques
(théorie “idéale” des fonctions holomorphes) qu’en passant par une méthode “intuitive” n’utilisant que
des résultats sur les nombres entiers. Il est méme des cas ot le recours a la théorie idéale est obligatoire,
simplement parce qu’on ne connait pas d’autres moyens de résoudre le probleme. On peut également citer
comme exemple concluant de cette attitude la construction de la géométrie projective (théorie idéale) a
partir de la géométrie euclidienne traditionnelle.

Si ’ensemble de la communauté scientifique ne fut pas convaincu, nombre de mathématiciens se lancerent
cependant dans la réalisation du programme de Hilbert et les résultats qu’ils allaient obtenir devaient se
révéler assez inattendus.

5.4. L’arithmétique formelle

L’idée originelle de Hilbert était de construire un systéme formel des mathématiques, ou tout au moins de
P’analyse. Mais le probleme se révéla tellement complexe que lui et ses éléves se limitérent a construire un
systeme formel de 'arithmétique. Nous allons décrire ce systeme. Nous insistons cependant sur le fait que
les définitions données ci-dessous n’ont pas toujours toute la précision nécessaire, mais la mise en place
parfaitement rigoureuse d’'un systeme formel de I'arithmétique dépasserait, et de beaucoup, le cadre de
cet ouvrage.

L’arithmétique formelle est une extension de la théorie de la démonstration® du calcul des prédicats
Définition 5.1 - Symboles - Les symboles de l'arithmétique formelle seront
<_>74>7/\7\/77v737:7+7'7,707a7b7c7"'7‘7(7)

Les lettres a, b, c,... sont les variables de notre langage. Afin d’en disposer d’une infinité, nous admet-
tons également comme variable les termes de la forme a. | 6. Nous allons définir les termes de notre langage.

Définition 5.2 - Termes -
1. 0 est un terme;
2. les variables sont des termes;
3. sir et s sont des termes alors (1), (r) + (s), (r).(s) sont des termes.
Tout terme est obtenu en appliquant un nombre fini de fois les régles précédentes.
Il nous reste a définir les formules de notre langage :
Définition 5.3 - Formules -
1. sir et s sont des termes alors (r = s) est une formule ;

2. si A et B sont des formlues alors (a <> B),(A — B),(AAB),(AV B) et (—A) sont des formules ;
3. si A est une formule et = une variable alors (VxA) et (3xA) sont des formules.

4. Notons que ce programme ne se résumait pas a la démonstration de la consistance de larithmétique formelle. 11
comprenait 23 points, dont le premiers était précisément 1’étude de I’hypotheése du continu de Cantor. Certains points du
programme de Hilbert ne sont pas encore résolus aujourd’hui.

5. Une théorie formelle est une théorie de la démonstration et non une théorie des modeles.

6. Ainsi, ay||| représente formellement ce que 'on note généralement as.



Toute formule est obtenue en appliquant un nombre fini de fois les régles précédentes.
Munis du langage, nous allons pouvoir définir les axiomes et régles d’inférence du systeme formel N.

Définition 5.4 - Axiomes et régles d’inférence standards - Les axiomes et les régles d’inférence du
calcul des prédicats s’appliquent dans le systéme formel N.

Les axiomes que nous allons définir ensuite sont appelés aziomes non-logiques. Pourquoi ce nom? Les
axiomes que nous avons définis jusqu’ici ne remettent pas en cause les notions du calcul des prédicats
et en particulier la notion de conséquence valide. En revanche, les axiomes que nous allons introduire ne
peuvent plus s’interpréter au niveau de la notion de conséquence valide que comme des hypotheses de
calcul, dans la mesure ou ils n’ont pas de vérité logique. C’est en raison de ces axiomes que les résultats du
calcul des prédicats ne peuvent s’étendre directement & ’arithmétique formelle. Nous essaierons de donner
de chacun de ces axiomes une interprétation matérielle intuitive.

Axiome 5.1 - Récurrence -

A(0) AVz(A(z) = A(2")) — A(x)
Si nous interprétons 'opérateur * comme successeur de, alors 'axiome précédent se comprend immédiate-
ment comme la définition de la récurrence : si la propriété est vraie pour 0 et si, quand elle est vraie pour
n, elle est vraie pour n + 1, alors elle est vraie pour tout n 7.

Axiome 5.2 - Quatriéme axiome de Peano -

ad=b—-a=>b

Cet axiome formalise que : a+1=b+1—a=0b

Axiome 5.3 - Cinquiéme axiome de Peano -

Il n’existe aucun nombre ayant 0 pour successeur.
Axiome 5.4 - Pseudo-transitivité de 1’égalité -

a=b—(a=c—b=rc)

Axiome 5.5 - Egalité

a=b—d =V

Axiome fondateur de 1’égalité et de la notion de successeur avec le quatrieme axiome de Peano; si a = b
alorsa+1=b+1.

Axiome 5.6 - 0 élément neutre pour ’addition -

a+0=a

Axiome 5.7 - Successeur et addition -

a+V =(a+0b)

Axiome 5.8 - 0 élément absorbant de la multiplication -

a.0=0

7. Notons qu’ici les variables sont prises dans le sens de la généralité, comme dans toute suite du jeu d’axiomes. On
pourrait donc tout aussi bien remplacer chaque axiome par sa cléture universelle.



Définit 0 comme élément absorbant de la multiplication.

Axiome 5.9 - Distributivité de la multiplication -
ab =ab+a

A partir des définitions données ci-dessus, il est possible de définir la suite des nombres 1,2,3... récursive-
ment en posant 1 = 0,2 =1 =0"...

On ne peut définir dans N que des fonctions polynomiales, en raison du symbolisme extrémement pauvre
du langage. Mais 'on peut, en revanche, définir pour toute fonction arithmétique f(z1,...,z,) un prédicat
p(x1,...,Tn,y) qui est vrai si et seulement si f(z1,...,2,) = y. On peut alors “parler” d’une fonction
et opérer sur elle en travaillant sur le prédicat associé qui, lui, appartient bien au systéme formel. Ainsi
considérons la fonction indicatrice® des nombres pairs P(x) et son prédicat associé p(z,y). Le théoréme
P(x +2) = P(z) s’exprimera dans N par JuJv(p(x + 2,u) A p(z,v) A (u = v)).

Il est également possible de définir les symboles traditionnels de l'arithmétique classique comme syno-
nymes de formules plus complexes. C’est le cas de > ou de < ou de 'exponentiation. En fait, I’essentiel
des relations familieres au mathématicien sont définissables.

On pense donc que le systeme formel N que nous venons de définir a bien comme interprétation standard
Parithmétique telle que nous la pratiquons couramment. Si tel n’était pas le cas, il est clair que notre
formalisme n’atteindrait pas son but.

Nous ne donnerons pas d’exemple de démonstration formelle dans N. De telles démonstrations sont exces-
sivement lourdes. La démonstration du théoréme a = a ne prend pas moins de 17 lignes! Nous utiliserons
d’ailleurs tout au long des paragraphes suivants des démonstrations informelles.

5.5. Décidabilité, complétude et consistance
Nous devons bien nous rappeler le but d’Hilbert : il s’agit, maintenant que les bases formelles sont posées,

de démontrer la consistance formelle de N (%.e. il n’existe pas dans N une formule E telle que - E et - = E).

En 1925, Ackermann publia une démonstration de consistance de N. Mais deux ans plus tard, von Neu-
mann montrait que la démonstration d’Ackermann ne s’appliquait qu’a un sous-systeme de N, dans lequel
P’axiome 5.1 est remplacé par un axiome voisin, mais plus faible.

En fait, les tentatives de démonstration de la consistance étaient vouées & ’échec comme allait le montrer
Godel. La démonstration originale de Godel n’est pas celle que nous allons donner. Nous présenterons la
démonstration donnée par Kleene en 1943, démonstration qui s’appuie sur les machines de Turing.

5.5.1. Décidabilité et calculabilité

Nous avons déja effleuré les problémes de calculabilité et de décidabilité dans le chapitre consacré aux
machines de Turing.

Rappelons la définition que nous avons donnée de la calculabilité.

Définition 5.5 - Calculabilité - Une fonction est dite calculable s’il existe une procédure algorithmique
finie permettant de calculer en un nombre de pas fini sa valeur pour tout argument de son domaine.

8. La fonction f indicatrice d’un ensemble E est la fonction définie par : Vz € E, f(z) =1 et Vz € E, f(z) = 0.



La notion de décidabilité est tres proche de la définition de la calculabilité, mais elle s’applique a des
problémes de décision i.e. & des classes de questions auxquelles la réponse est oui ou non.

Une classe de questions est dite décidable s’il existe une procédure algorithmique finie permettant de ré-
soudre n'importe laquelle des questions de cette classe en un nombre fini de pas.

Des problémes classiques de décision dans un systéme formel sont : “Une suite de symboles donnée est-elle
une formule bien formée ?” ou “Une suite d’expressions donnée est-elle la démonstration d’une formule ?”
ou encore “Une formule donnée est-elle démontrable 7”.

Les deux premieéres questions sont décidables. Il n’en est pas de méme pour la troisieme. Nous connaissons
des cas ou l'on sait résoudre le probléeme de décision : il s’agit par exemple du calcul propositionnel, par
application de la méthode des tables de vérié. En revanche, nous ne savons pas a priori s’il existe une pro-
cédure de décision pour N. Or une telle procédure permettrait de résoudre de fagon simple et mécanique
tous les problemes concernant l'arithmeétique élémentaire non encore résolus aujourd’hui. On pourrait
ainsi prouver que la conjecture de Goldbach® ou le grand “théoréme” de Fermat '© sont démontrables ou
indémontrables en appliquant mécaniquement cet algorithme. Il semble difficile de trouver une telle pro-
cédure. Il semblait encore plus difficile de prouver qu’elle n’existait pas. C’est pourtant ce que Church a fait.

La these de Church-Turing, que nous avons présentée au chapitre 10, ramene la notion de calculabilité
intuitive a la notion de calculabilité pour les machines de Turing. Nous avons déja évoqué les arguments
en faveur de cette theése. Nous la supposons admise dans la suite de I’énoncé. Rappelons la notion de déci-
dabilité au sens de Turing : un prédicat est décidable au sens de Turing s’il existe une machine de Turing
capable de déterminer sa vérité ou sa fausseté. La these de Church-Turing implique que la décidabilité
intuitive et la décidabilité au sens de Turing sont équivalentes.

5.5.2. Construction d’une fonction non-calculable

Considérons de nouveau les machines de Turing que nous avons présentées au chapitre 4. Une machine de
Turing est entiérement déterminée par son tableau, qui représente son programme. Ainsi le tableau 5.2
détermine totalement une machine de Turing.

B 0 1
20 (217B7G) (ZO7O7D) (20717D)
zZ1 (Zh,l,]) (Zh,l,f) (2170,G)

Table 5.2 - Programme d’une machine de Turing

(celle qui calcule la fonction f(z) = x+1). Nous pouvons réécrire le programme précédent, en représentant
un état z; par i, sous la forme :

1,B,G,0,0,D,0,1,D;h,1,1,h,1,1,1,0,G.
Tout programme de machine de Turing peut donc s’écrire & 1’aide des dix-sept symboles suivants !! :
h0123456789BDGI, ;

Tout programme de machine de Turing peut donc étre écrit sous la forme d’un nombre en base 17. De
méme, tout mot de I'* (de cardinal 11) peut se traduire de fagon unique en un élément de N.

9. Tout nombre pair supérieur ou égal a 4 est somme de deux nombres premiers.
10. ™ 4+ y™ = 2™ ne possede pas de solution entiere pour n > 2. Andrew Wiles, de I’'Université de Princeton, a proposé en
juin 1993 une démonstration de cette conjecture.
11. Si on utilise un alphabet décimal. Nous pourrions nous contenter d’un systéme de numération binaire pour numéroter
les états. Dans ce cas, neuf symboles suffiraient.



Définition 5.7 - Index d’une machine de Turing - Le nombre ¢ (en base 17) qui représente une
machine de Turing est appelé index de la machine de Turing, machine que nous noterons M '2.

Il découle immédiatement des résultats précédents le théoreme :
Théoréme 5.1 - L’ensemble des machines de Turing est dénombrable.

Nous devons commencer & sentir le résultat plus proche, En effet, nous avons démontré au début de ce
chapitre que ’ensemble des fonctions a variable entiére était non-dénombrable, et nous venons de montrer
que ’ensemble des fonctions que nous pouvons calculer est “seulement” dénombrable. Nous sommes donc
déja convaincus qu’il existe bien des fonctions non-calculables. Il nous suffit maintenant d’en exhiber une.
Il nous reste quelques étapes a franchir avant d’en arriver la.

Définition 5.8 - Nous posons T'(i,a,n) le prédicat qui prend la valeur vraie lorsque la machine de Turing
dont lindex est i, appliquée a l'argument a, calcule au bout de n étapes exactement un résultat que nous
noterons p;(a).

Remarquons que T'(,a,n) est également faux si ¢ n’est pas I'index d’une machine de Turing valide. Nous
allons établir deux résultats fondamentaux sur 7" et .

Théoreme 5.2 - Le prédicat T(i,a,n) est décidable (au sens intuitif et au sens de Turing).

Les valeurs de i, a et n étant données, il est possible de vérifier que i est bien I'index d’une machine de
Turing valide. Si ce n’est pas le cas, T est faux. Si c’est le cas, nous pouvons appliquer la machine de
Turing M; a a et regarder si au bout de n étapes la machine vient juste de terminer le calcul d’une valeur.
Si c’est le cas T'(i,a,n) est vrai, sinon il est faux.

T étant décidable au sens intuitif, il est décidable au sens de Turing, d’aprés la thése de Church-Turing.
Théoréme 5.3 - La fonction partielle ; est calculable.

Nous disons que ; est une fonction partielle car elle n’est définie que pour les valeurs de a et de i telles
qu’il existe un n tel que T'(¢,a,n) est vrai. Dire que ¢; est une fonction partielle calculable consiste sim-
plement & dire que si ¢; est définie pour l'index i et 'argument a, alors elle est calculable. Le résultat
dans ces conditions est évident. Il suffit d’appliquer la machine M; a 'argument a et attendre qu’elle ait
calculé un résultat (ce qui arrivera car InT'(i,a,n) est vrai).

Il est temps pour nous d’arriver au résulat fondamental de cette section :

Théoréme 5.4 - Soit la fonction v définie par :

wala) +1 s'il existe n tel que T'(a,a,n)
V(o) = 0 sinon

1 nest pas calculable.

Supposons en effet que 1) soit calculable. Alors il existe une machine de Turing M; qui calcule ) et en
particulier pour a = j, nous avons :

¥(j) = ¢;(4)
Comme M; calcule ¢, nous avons pour tout a,T(j,a,n). En particulier, pour a = j, nous savons qu'’il
existe n tel que T'(j,7,n). Or en appliquant directement la définition de 1) nous obtenons :

() = ¢i(G) +1

12. Notons qu’il existe des index qui ne désignent pas des machines de Turing valides. Cela est sans importance pour la
suite.




Ce qui est en contradiction avec I’équation précédente. Q.E.D.
On remarquera que cette démonstration s’appuie une fois de plus sur la méthode de la diagonale canto-
rienne.

Il existe un corollaire important a ce théoreme
Théoreme 5.5 - Le prédicat InT(a,a,n) est indécidable.

Si ce prédicat était décidable, nous pourrions pour un a donné décider il existe n tel que T'(a,a, n). Si tel
n’était pas le cas nous saurions que la valeur de v (a) est 0. Sinon, nous pourrions appliquer la machine
de Turing a ’argument a, récupérer le résultat du calcul au bout des n étapes, lui ajouter 1, ce qui nous
donnerait la valeur de 9 (a).

Nous venons de décrire 14 une procédure '3 de calcul de 1. Or 9 n’est pas calculable, donc par réduction
a labsurde, InT'(a, a,n) est indécidable. Plus généralement, le prédicat T'(i,a,n) est indécidable. On en
conclut que le probleme de I'arrét d’une machine de Turing est, lui aussi, indécidable.

5.5.3. Indécidabilité de N

La démonstration de I'indécidabilité de N va s’appuyer sur le résultat précédent. Il semble clair que le
prédicat InT'(a,a,n) peut se formaliser dans N. Les machines de Turing ne comprennent dans leur défi-
nition que des opérations arithmétiques élémentaires et le prédicat T ne fait appel & aucune notion autre
qu’arithmétique ou liée au calcul des prédicats. Il doit donc exister dans N une formule qui a comme
interprétation * 3nT'(a, a,n). Appelons C, cette formule.

Remarquons maintenant que

In T(a,a,n) entraine  {F C, dans N}

En effet, si 'on sait qu’il existe un n tel que T'(a,a,n), on peut le démontrer informellement en construi-
sant chacune des étapes de la machine de Turing associée. Une telle démonstration peut évidemment se
formaliser dans N.

Si nous supposons que seules les formules vraies sont démontrables !5, nous avons
{F C, dans N}  entraine In T(a,a,n)
En fait, C, représente exactement T'(a,a,n).

Théoréme 5.6 - Indécidabilité de N - N est indécidable i.e. il n’existe pas de procédure de décision
permettant d’établir la démontrabilité d’une formule.

13. Il faut tout de méme ajouter une précision : la procédure décrite ci-dessus n’est correcte que lorsque ’on sait construire
par une machine de Turing la machine de Turing calculant ¢, & partir de 'index a (ce qui est le cas au vu de notre définition
de la fonction calculant I'index : celle-ci est clairement inversible). Dans le cas contraire, il faudrait inclure dans le programme
de la machine calculant touslesprogrammesdetouteslesmachinescalculanttouslesp,, ce qui est impossible, une machine
de Turing devant avoir un nombre fini d’instructions.

14. Ici se trouve un des points principaux de la démonstration. C’est parce qu’on parle ici d’interprétation qu’on parlera
ensuite de vérité de Cq si InT(a,a,n) est vraie. Il doit y avoir adéquation de N avec I'interprétation que ’on en fait : si
InT(a,a,n) est vraie, alors Cq est vraie sans qu’il soit encore question de savoir si elle est démontrable : elle est vraie parce
que nous supposons que notre modele est adéquat. 11 faut faire bien attention de ne pas confondre vrai et démontrable.

15. Nous ne pouvons que le supposer, une telle propriété est, comme nous allons le voir, indémontrable par des méthodes
métamathématiques. On peut cependant penser qu’il s’agit d’une condition indispensable pour la consistance de notre
systéme formel. D’autre part, on peut remarquer que dans l'interprétation classique de 'arithmétique, les axiomes de N sont
vrais et l'application d’une regle d’inférence sur des axiomes ou des formules vraies donne systématiquement une formule
vraie. Ce qui précéde n’est cependant pas une démonstration acceptable car elle fait appel & des méthodes non finitistes,
puisqu’elle considére I’ensemble achevé des démonstrations, qui est infini.



En effet, si une telle procédure existait, il serait possible, pour a donné, de savoir si C, est démontrable
ou non. On disposerait donc d’une procédure de décision pour T'(a,a,n), ce qui est impossible.

Il n’existe donc aucune procédure algorithmique permettant de déterminer la vérité ou la fausseté d’une
formule quelconque de N comme nous pouvions le faire avec les tables de vérité en calcul propostionnel.

5.5.4. Incomplétude de N

Nous allons avoir besoin de quelques propriétés supplémentaires pour démontrer I'incomplétude de N (rap-
pelons qu'il s’agit de montrer qu’il existe une formule F telle que 1’on ait ni - F, ni - —=F).

Notons tout d’abord que comme dans N seules les formules vraies sont démontrables, nous avons :
{F —~C, dans N}  entraine —3n T(a,a,n)

Nous allons maintenant nous appuyer sur deux éléments fondamentaux liés a l'architecture de N. Le pre-
mier est que dans N, on peut reconnaitre la démonstration d’une formule comme telle : la reconnaissance
d’une démonstration est un probléme décidable, comme nous 'avions déja fait remarquer. Ensuite, nous
devons remarquer que les symboles permettant de construire les formules de N étant en nombre fini, le
nombre de formules et de démonstrations est donc dénombrable, et ’on peut en établir une énumération.
Ce demier point est la clé de volite de I’ensemble des démonstrations d’incomplétude dans les systémes
formels ; toute démonstration d’incomplétude revient finalement a montrer qu’il y a un nombre non dé-
nombrable de formules vraies, alors qu’il y a seulement un nombre dénombrable de démonstrations (de la
méme fagon que 'on montre qu’il y a une infinité non-dénombrable de fonctions et seulement un nombre
dénombrable de fonctions calculables).

Les deux points précédents étant établis, il devient évident qu’il est possible de construire une machine de
Turing M qui, parcourant I’ensemble des démonstrations de N, imprime 1 et s’arréte si elle trouve une

démonstration de =Cy, et ne s’arréte jamais sinon. Ceci se résume par :

InT(j,a,n) estéquivalentda {F -C, dansN }

Nous pouvons donc résumer les trois points que nous avons établis et qui vont nous permettre de pour-
suivre la démonstration :

1. {F C, dans N} entraine 3n T'(a,a,n);

2. {F =C, dans N} entraine —3n T'(a,a,n);

3. =InT(j,a,n) est équivalent & {F ~C, dans N}.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme d’incomplétude de Goédel. Supposons qu’il existe n tel
que T'(j,4,n). Alors d’aprés (3), nous avons : = —C}. Mais alors (2) nous donne : =3n T'(j,j,n). Ceci
contredit I’hypothese. Donc nous avons —~3n T'(j, j, n), donc —Cj est vrai.
Mais d’autre part, ~3n T'(j, j,n) impose d’apres (3) que non - —Cj.
Enfin, supposons que - C; ; alors d’aprés (1), nous savons qu'il existe un n tel que 7'(j, 4,n), ce qui impli-
querait que Cj soit vrai. Or ceci est contradictoire avec le premier point que nous avons démontré. Donc,

on n’a pas - Cj.

Nous pouvons résumer nos trois résultats dans le théoreme suivant :



Théoréme 5.7 - Théoreme d’incomplétude - Dans N , nous pouvons trouver une formule liée C;
telle que

1. nous n’avons pas - Cj ;
2. nous n’avons pas - —Cj;
1. =Cj est vraie.

Nous avons donc démontré que pourvu que N soit adéquat et que seules les formules vraies soient dé-
montrables dans N, N est incomplet, c’est-a-dire qu’il existe des formules (vraies d’aprés l'interprétation
standard) qui ne sont pas démontrables et dont la négation n’est pas non plus démontrable.

Essayons de comprendre comment nous sommes arrivés a ce résultat ; reprenons (3)

In T'(4,4,n) est équivalent & {- ~C; dans N}.

Dans linterprétation que nous utilisons, =C; exprime —3n T'(4, j,n). Nous avons donc construit une for-
mule qui dans l'interprétation considérée exprime sa propre indémontrabilité. Il s’agit d’une assertion tres
proche du paradoxe du menteur.

Le résultat qui découle du théoréeme d’incomplétude est qu’il est impossible de formaliser ’ensemble des
propriétés de 'arithmétique standard dans un systeme formel. La formule —=C); est une propriété de I’arith-
métique, vraie, mais indémontrable. Une partie du programme de Hilbert s’écroulait.

5.5.5. Non démontrabilité de la consistance de N

Nous ne donnerons qu’une idée de la démonstration montrant qu’il est impossible de démontrer la consis-
tance formelle de N dans le systéme formel N.

Constatons tout d’abord que dans notre démonstration nous avons utilisé comme hypothése : {- =C,, dans N}
entraine —=3n T'(a,a,n).

En fait cette hypothése peut se réduire a la notion de consistance de N : il n’existe pas dans N de for-
mule F telle que - F et - —F. 1l suffit pour s’en convaincre de constater que ({F ~C, dans N} entraine
—3n T(a,a,n)) se démontre & partir de (—3n T'(a,a,n) entraine {F —C, dans N}) et de la consistance
simple.

Donc nous avons : (N est simplement consistant) entraine (—~C; est vrai) (ici j représente le j particulier
du théoreme précédent).

La suite de la démonstration consiste a remarquer que ’on peut exprimer de fagon formelle la proposition :
N est simplement consistant. Il suffit de considérer que ’on peut construire une machine de Turing My
cherchant dans les démonstrations de N une démonstration d’une formule de la forme FA—=F, qui imprime
1 si elle en trouve une et ne termine jamais sinon.

Alors la consistance de N est équivalente au fait que, pour un a quelcongue, il n’existe pas de n tel que
T(k,a,n). En particulier, il ne doit pas exister de n tel que T'(k, k, n). Ce prédicat peut étre formalisé, nous
le savons déja, par une formule de N que nous appellerons C. Nous pouvons alors reprendre la proposition :
(N est simplement consistant) entraine (—C; est vrai). Elle devient formellement :

C*}_\Cj

Hilbert et Bernays ont montré en 1939 que cette formule est démontrable dans N, ce qui est assez naturel
dans la mesure ou N doit étre adéquat a notre modele intuitif de 'arithmétique. Donc :

FC = —C;.



Supposons maintenant que - C' (c’est-a-dire que la consistance de N est démontrable), alors nous obtenons
F —Cj, ce qui contredit le théoréme précédent (nous avons montré par le théoreme d’incomplétude que
nous n’avons pas : - =Cj).

D’ou le résultat :

Théoréme 5.8 - Indémontrabilité de la consistance de N - La formule C' exprimant formellement
dans N la consistance de N est indémontrable dans N.

5.6. Les conséquences

Nous ne nous attarderons pas sur les conséquences du théoréme de non-démontrabilité de la consistance.
Disons simplement que, pour nombre de mathématiciens, il signifia la fin de ’espoir d’obtenir une garantie
de la siireté des mathématiques classiques.

En revanche, la notion de non-décidabilité et de non-calculabilité nous intéresse au premier chef. Ces
résultats ont donné naissance & une branche fructueuse de 'informatique, la théorie de la calculabilité
et de la complexité. Ils ont également fourni un argument aux défenseurs de I'TA : “dans la mesure ou
des fonctions ne sont pas calculables, et ou nous voulons tout de méme obtenir des résultats utilisables,
nous sommes obligés d’utiliser des méthodes heuristiques, méthodes caractéristiques d’une approche TA”.
Il faut cependant prendre ce raisonnement avec prudence ; un algorithme d’intelligence artificielle s’exécu-
tera, comme tout autre algorithme, sur une machine de Turing, et est donc soumis aux mémes limitations.

Le théoreme d’incomplétude nous intéresse également dans la mesure ou, selon certains, il montre qu’il
existe des propositions vraies qu’aucun moyen mécanique ne permet de démontrer ; certains adversaires de
I'TA se sont servis de cet argument pour prétendre qu’un calculateur ne pourrait jamais réaliser certains
travaux réalisés par ’esprit humain. L’argument doit aussi étre prudemment considéré.

On peut, d’autre part, se demander si la démonstration d’incomplétude ne vient pas du jeu d’axiomes
que nous avons utilisé au départ. Si nous ne parvenons pas a démontrer une propriété que nous savons
vraie (comme celle que nous avons construite lors de la démonstration du théoréme d’incomplétude), il
nous suffit de l'inclure comme axiome supplémentaire. On pourrait ainsi espérer construire un systéme
complet par ajout successif de toutes les propriétés vraies que nous ne pouvons démontrer. Il existe mal-
heureusement une objection majeure a cette méthode. Une extension du théoréme de Godel stipule que
pour tout systéme formel contenant larithmétique, il est possible de construire une propriété vraie non-
démontrable, en utilisant d’ailleurs une méthode tres voisine de celle que nous venons de présenter. Ceci
ruine définitivement nos espoirs. Disons tout de méme que le théoréme d’incomplécude n’est pas aussi
anti-naturel ou anti-intuitif qu’il peut apparaitre au premier abord. En fait, il exprime que notre modele
intuitif de I'arithmétique est trop riche pour étre réduit a un quelconque systeme formel, ce qui peut sem-
bler relativement normal. Depuis la démonstration du théoréeme d’incomplétude, des modeles différents
vérifiant ’axiomatique formelle de 'arithmétique ont été développés; il a été démontré que I’ensemble de
toutes les formules vraies dans tous les modeles est exactement ’ensemble des théoremes.

Au sujet des modeles non-standard, Thoralf Skolem a démontré, en étendant un théoréme di & Lowenheim,
que toute formalisation axiomatique du premier ordre de la théorie des ensembles (dont le modéle stan-
dard admet, bien entendu, des ensembles non-dénombrables) admet un modéle dont le domaine d’objets
est au plus dénombrable. Donc la théorie naive des ensembles ne peut ére formalisée de fagon catégo-
rique ' par un systéme axiomatique du premier ordre. Ce théoréme n’est pas aussi paradoxal qu’il peut le
paraitre. En effet, toute théorie axiomatique formelle contient au plus, nous I’avons vu, un nombre dénom-
brable de démonstrations. Il semble clairement difficile dans ces conditions de représenter des ensembles

16. Une théorie est catégorique ssi I’ensemble de ses modeles est isomorphe i.e. pour tout couple de modeles My, Mo,
il existe une bijection f entre les domaines d’interprétation de ces deux modeles telle que pour tout symbole de prédicat
P darité n, Mi(P)(a1,...,an) est vrai ssi Ma(P)(f(a1),...,f(an)) est vrai et telle que pour tout symbole fonctionnel g
d’arité n, M1(g)(a1,...,an) vaut a ssi Ma(g)(f(ai),..., f(an)) vaut f(a). Tous les modeéles d’une théorie catégorique sont
donc mathématiquement indiscernables.
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non-dénombrables. On peut aussi mettre le théoreme de Lowenheim-Skolem en relation avec le théoréme
d’incomplétude : considérons un systeme S “riche”. Comme tous les systemes “riches” sont incomplets,
on peut trouver une propriété p telle que les systémes S Up et S U —p soient des systemes “corrects”. Ces
deux systémes ne peuvent étre catégoriques car les interprétations ne sont pas isomorphes.

Remarquons enfin la grande différence qui existe entre le théoreme d’incomplétude et le théoréme énongant
I'impossibilité de démontrer la consistance de N dans N. Le premier stipule qu’il existe des propriétés
vraies non démontrables. Le second ne prétend en aucun cas qu’il existe des propriétés démontrables
qui ne soient pas vraies. 11 dit simplement que l'on ne peut démontrer la consistance de N en utilisant
seulement les axiomes de N et des méthodes finitistes, comme 1’exigeait Hilbert. Une démonstration de
consistance uilisant des méthodes non-finitistes a d’ailleurs été publiée par Gerhard Gentzen peu apres que
Godel ait énoncé son théoreme. Cette méthode satisfait de nombreux mathématiciens, méme si elle fait
appel a la notion d’induction transfinie. Il ne faut donc en aucun cas parler de théoréme d’inconsistance
comme on parle du théoréme d’incomplétude mais bien d’un théoreme de non-démontrabilité finitiste de
la consistance, ce qui est bien différent.

5.7. Faut-il jeter la logique ?

Les résultats obtenus par God :el ont eu des conséquences trés importantes sur la communauté des mathé-
maticiens eux-mémes. Certains d’entre eux, dont Imre Lakatos, ont méme estimé nécessaire de renoncer
a la théorie de la démonstration pour ne garder aux démonstrations mathématiques que leur caractere
intuitif ([Lakatos])

“Pourquoi ne disons-nous pas que le test ultime permettant de savoir si une méthode peut-étre
admise en arithmétique reviene a la question de savoir si elle est intuitivement convaincante ?”

Il faut cependant faire une distinction entre ce qui apparait comme deux parties fondamenta-
lement différentes de la logique, que I'on a parfois tendance & confondre :

- Il y a d’une part un probleme a caractere philosophique qui s’interroge sur la valeur sé-
mantique des axiomes logiques; Est-ce qu'un axiome est vrai? Qu’est-ce que la vérité?
Ce probleme interpelle les philosophes anglo-saxons depuis prés d’un siécle; un bon livre
faisant le point sur la philosophie de la logique est [Engel].

- Il y a d’autre part un probleme mathématique qui s’interroge sur la relation entre une
théorie de la vérité, et une axiomatisation de cette théorie. C’est essentiellement a ce point
que nous nous sommes intéressés.

En fait, ces deux points correspondent a deux étapes pragmatiques du travail du mathémati-
cien ou du logicien. Face a une réalité trop vaste pour étre traitée efficacement, il commence
par la réduire en un langage formel dans lequel il définit une théorie de la vérité et un modeele,
puis il construit une théorie de la démonstration qui lui permet de vérifier la validité de ses
intuitions dans le cadre de ce modele. Les deux étapes sont indispensables, mais il ne faut
pas attendre plus de la logique que ce qu’elle peut donner : sa démarche est réductionniste,
et on ne peut trouver au bout de la chaine un systéme aussi riche que le monde réel qu’elle
modélise. La crise de la science actuelle est plus une crise liée aux limites de cette science qu’a
ses fondements : ce qui est en cause, c’est le dogme réductionniste qui, si I’on caricature un peu,
prétendait transformer sans perte de généralité le monde en un systéme axiomatique fini ou
tout serait démontrable. Il semble clair que le dogme a fait long feu, dans les deux domaines;
les philosophes semblent accepter I'impossibilité de réduire le langage ou la pensée humaine,
ainsi que les notions intuitives de vérité et de validité sous-jacentes, & un systéme unique; les
mathématiciens sont conscients que la théorie sémantique et la théorie de la démonstration ne
sont pas équivalentes, et qu’aucun systeéme axiomatique fini ne peut représenter completement
et catégoriquement un modele un peu complexe.
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Il ne faut pourtant pas rejeter le travail accompli, ni refuser de le continuer. Il faut accepter
la vision pragmatiste qui consiste a regarder la logique comme un outil, imparfait certes, mais
pourtant indispensable. On ne peut rejeter les axiomes de la logique modale sous prétexte
qu’elle est “née dans le péché” (Quine), si celle-ci fournit un modele utile pour formaliser le
raisonnement. De méme, on ne peut rejeter la théorie de la démonstration, sous prétexte qu’elle
ne fournit pas une certitude absolue : elle n’est qu’une vérification de nos intuitions et a rempli
et continuera a remplir parfaitement ce role.
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[Engel] Pascal Engel. La norme du vrai. Philosophie de la logique. NRF Essais. Gallimard, 1989.
[Lakatos] Imre Lakatos. Preuves et réfutations. Hermann, 1984.
[Péter] Rozsa Péter. Jeux avec linfini : voyage d travers les mathématiques. Editions du seuil,

collection Points Sciences, 1977.
L’édition hongroise originale date de 1957. ISBN : 2-02- 004568-0.

12



SUR DIVERS THEOREMES
DE LA THEORIE DES ENSEMBLES DE POINTS
SITUES DANS UN ESPACE CONTINU A n DIMENSIONS
PREMIERE COMMUNICATION

Extrait d’une lettre adressée a ’éditeur par G. CANTOR

M’étant proposé de vous communiquer les démonstrations de plusieurs théoremes, que j’ai trouvés dans la
théorie des ensembles, je vous prie de me permettre de commencer par les trois suivants, A, B et C dont :

j’ai fait mention dans le mémoire : “ Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre, Leipzig 1883
Comme j’aurai a citer ce travail en divers endroits, je prendrai la liberté de le désigner par les lettres “ Gr.”.

THEOREME A. “Un ensemble de points P (situé dans un espace continu G, & n dimensions) ayant la

premiere puissance ne peut jamais étre un ensemble parfait.”

THEOREME B. “Le nombre « appartenant & la premiére ou a la seconde classe de nombres, soit P un
ensemble de points tel que son ensemble dérivé P(® d’ordre o s’évanouit, alors le premier ensemble dérivé
PW de P et lensemble P lui méme sont de la premiére puissance, sauf les cas ot les ensembles P ou P(1)

sont finis.”

THEOREME C. “P étant un ensemble de points tel que son premier ensemble dérivé P est de la pre-
miere puissance, il existe des nombres « de la premiére ou de la seconde classe de nombres tels qu’on a
identiquement

P =,

et de tous ces nombres o il y en a un qui en est le plus petit.”
Démonstration du théoréme A.

D’aprés Gr. § 10, jappelle ensemble parfait de points un ensemble S tel que son premier dérivé S
coincide avec S lui-méme, en sorte que tout point s appartenant a S est un point-limite de S et qu’aussi

tout point-limite s’ de S est un point appartenant & S.

Soient maintenant

P1,P2,P35 -+ -3 Pvy---

les points qui constituent l’ensemble P ; nous pouvons les imaginer donnés en cette forme de série (p, ),

parce que P a d’apres 'hypothese, admise dans notre théoreme, la premiére puissance.

Nous admettons que chaque point p,, de P est un point-limite de P et nous voulons en conclure 'existence

Acta mathematica, 2. Imprimé 26 Aot 1883.



de points-limites de P qui n’appartiennent pas comme points a P ; il en suivra que P ne peut pas étre un
ensemble parfait, car s’il en était ainsi, non seulement chaque point de P devrait étre un point-limite de

P, mais aussi chaque point-limite de P serait nécessairement un point appartenant a P.

Que l'on prenne py, pour centre d’un ensemble continu & (n— 1) dimensions, lieu des points de G,,, qui ont
la distance p; = 1 de p; ; nous nommerons un tel ensemble une sphere de rayon p1, et nous la désignerons

ici par Kj.

De tous les points de la suite (p,) qui suivent p; soit p;, le premier qui tombe dans {’intérieur de la sphére
K (et il y en a dans 'intérieur de K7 un nombre infini, puisque le centre p; est, comme nous avons admis,
un point-limite de P; nommons o; la distance des points p; et p;; et prenons p;, comme centre d’une

seconde sphere K5 dont le rayon p, est déterminé par la condition d’étre la plus petite des deux quantités :

1

1
5017 §(P1 —01)~

La sphere K> est alors située toute entiere a 'intérieur de K7, et les points

P1:,DP25 -+ -5 Pig—15- - -

de la série (p,) sont situés tous, en dehors de la sphére K ; le rayon ps de la derniére est, comme on voit,

plus petit que 5

De méme soit p;, le premier point de la suite (p,) de tous ceux, qui suivent p;, et qui tombent dans
Iintérieur de la sphere Ky ; il y en a un nombre infini, puisque p;, est supposé étre point-limite de P;
nous désignons la distance des points p;, et p;, par o2 et prenons p;, pour centre d’une troisieme sphere

K3 dont le rayon ps est déterminé par la condition d’étre la plus petite des deux quantités :

1 1 ( )
—o = —03).
592 B P2 2
la sphere K3 est alors située tout entiere a l'intérieur de K5 et les points p1,p2,p...,Pis—1,. .. de la série

(p,) sont situés tous en dehors de la sphére K3 ; le rayon p3 est évidemment plus petit que 1
On voit donc ici une loi d’apres laquelle on peut former une suite infinie de spheres :
K, Ko, K3,...,K,,...
liée a une série déterminée de nombres entiers i, croissants avec leurs indices, de sorte que l'on a :
l<ig<ig<...

Chaque sphére K, est située toute entiere a 'intérieur de la précédente K, _;.



Le centre p;, de la sphére K, est défini par la condition qu’il est le premier point de la série (p,) de tous
ceux qui suivent p;, , et qui sont situés a I'intérieur de la sphere K, _; ; le rayon p, de K, est défini par

la condition d’étre le plus petit des deux nombres :

1 1

50—1/717 i(pufl _0—1/71)~

en désignant par o,_; la distance, des points p;, , et p;, .

Les points p1,pa,...,p;,—1 sont situés tous en dehors de la sphere K, mais il y a un nombre infini de
points de la série (p,), qui sont situés & l'intérieur de K, puisque le centre p;, est, comme nous I’avons

admis, un point-limite de P. Comme on a évidemment
1
Pv < =1

les rayons des spheres K, deviennent infiniment petits pour v = oo, et puisque les spheres K, sont
emboitées de telle sorte que K,,, est située a I'intérieur de K, _1, celle-ci & 'intérieur de K, _o, etc., on en
conclut d’apres un principe connu 'existence d’un point ¢ dont s’approchent indéfiniment les centres p;, ,
en sorte que l'on a

lim p;, =t
V=00

le point ¢ est donc point-limite de P. Mais de plus on s’assure, que t n’est pas un point appartenant a P ;
car s’il I’était, on aurait ¢ = p,, pour une certaine valeur de I'indice n, équation impossible, puisque t est
situé a l'intérieur de la sphere K, quelque grand que soit v, quand au contraire on peut prendre v assez

grand, savoir v > n, de sorte que p,, tombe en dehors de la sphere K.
Donc nous avons démontré que P ne peut pas étre un ensemble parfait.
Démonstration du théoréme B.

« étant un nombre donné quelconque de la premiére ou de la seconde classe de nombres, on a, quel que
soit I’ensemble P, I’identité suivante :
(1) P = Z(p(a’) — ple’t)y 4 pl@)

ol

dans laquelle o parcourt tous les nombres entiers positifs qui sont inférieurs a a.. La vérité de cette identité

(I) découle facilement de la notion générale de l’ensemble dérivé P(®) de Uordre c.

Lorsque « est un nombre tel qu’il existe un autre o — 1 qui précéde o immédiatement, alors P(®) est défini
comme étant le premier ensemble dérivé de P(*~1) mais lorsque « est un nombre tel (comme par exemple
w ou w® ou w*” +w?), qu’il n’a point de voisin qui le précede immédiatement, alors P(@) et défini comme

7 . s . 7’ ! . .
étant le plus grand commun diviseur de tous les ensembles dérivés P1*) dont les ordres o sont inférieurs



D’aprés 'hypothése admise dans notre théoréme, P(®) s’évanouit, on a donc ici :

P = Z(p(a’) _ p(a'+1))

ol

Le nombre des valeurs de o’ est ou fini ou infini selon que a appartient & la premiére ou a la seconde
classe de nombres ; mais dans le dernier cas 'ensemble des valeurs de o' est de la premiére puissance (cf.

la définition de la seconde classe de nombres dans Gr. § 11).
Chaque terme
(ple) — pla’+1))

de notre somme est un ensemble de points appartenant a la catégorie de ceux que j’appelle ensembles

isolés (voir Annales math. T. 21 p. 51).

Comme je ’ai démontré au méme endroit, un ensemble infini et isolé est toujours de la premiere puissance.
Donc le terme
(P(a/) 7 P(u/Jrl))

de notre somme est un ensemble ou fini, ou de la premiére puissance.

Par 13, on conclut facilement que P est aussi de la premiére puissance donc aussi P est de la premiére

puissance, comme on le trouve démontré a ’endroit cité tout a 'heure.
Démonstration du théoreme C.

En désignant par €2 le premier nombre de la troisiéme classe de nombres, on a, quelque soit ’ensemble P,
I'identité suivante :

(2) P = Z(p(OfJ — plet)y 4 p(©)

(&3
ou « parcourt tous les nombres entiers positifs de la premiere et de la seconde classe de nombres.
L’ensemble P est d’aprés Phypothése admise dans notre théoréme tel que son premier dérivé P() ait la
premiére puissance ; donc aussi les dérivés P(®) | qui sont tous des diviseurs de PV, ont la méme puissance,

en tant qu’ils sont constitués par un nombre infini de points.

En nous appuyant maintenant sur le théoréeme A, démontré plus haut, nous concluons que la différence

(P(a) - P(D‘“)) ne peut pas s’annuler tant que P(Y) n’est pas zéro.

Si donc tous les dérivés P(®) étaient différents de zéro, tous les termes (P(®) — P(@+1) de notre somme a



droite de I’équation (2) le seraient de méme et comme ’ensemble de ces termes est de la seconde puissance
(cf. Gr. § 12), il s’ensuivrait & plus forte raison que I’ensemble de points & droite de notre équation (2)
serait d’une puissance non inférieure a la seconde; ce qui serait contraire a '’hypothese, d’apres laquelle

I’ensemble P() & gauche de I'équation (2) est supposé de la premiére puissance.

Donc les dérivés P(® ne peuvent pas étre tous différents de zéro, il existe donc des nombres a de la

premiére ou de la seconde classe de nombres tels que l'on a :

Pl =g

De ces nombres «;, il y en a un qui est le plus petit, comme il est facile de le voir.

Dans le mémoire Gr. page 31, j’ai aussi indiqué une proposition se rapportant au cas ot P n’est pas
de la premiere puissance, et qui, dans la forme ou je ’ai exprimée, n’est pas tout a fait juste dans sa

énéralité. Comme je D’ai trouvé alors, il existe sans doute, une seule décomposition :
) b
PY =R+ S,

ou S est un ensemble parfait, mais R un ensemble de la premiére puissance. Si passant de la, je dis que R

est un ensemble réductible, ce n’est pas correct dans sa portée générale.

Monsieur Bendixson de Stockholm qui s’est occupé avec un succes distingué de ’examen de ma proposition
a trouvé que R est toujours tel que, pour, un certain - de la premiére ou de la seconde classe de nombres,
on a l’équation :

D(R,R™M) = 0.

Il résulte des communications que M. Bendixson a eu 'obligeance de me faire, qu’il a retrouvé d’une ma-
niére parfaitement indépendante mes développements d’alors concernant ce sujet, et qu’il les a complétés
et rectifiés dans le sens indiqué. Sur ma demande, M. Bendixson a voulu bien rédiger ses recherches pour

étre publiées a la suite de cette communication.

Halle, le 22 Avril 1883.



Le calcul de la Logique
George Boole

Dans un travail publié derniérement !, j’ai montré I'application d’une nouvelle forme parti-
culiere de raisonnement mathématique. Dans le présent essai, j’ai comme objectif de fournir
un compte-rendu d’une portion du traité en question et ainsi de fournir une vue correcte
de la nature du systeme développé. Je m’efforcerai d’établir clairement ce en quoi consistent
ses caractéristiques distinctives, et fournirai une illustration plus particuliere de quelques élé-
ments qui sont moins présentés dans le travail original. La partie du systeme a laquelle je
cantonnerai mes observations est celle qui traite des propositions catégoriques, et les points
que je souhaite illustrer selon cette contrainte sont les suivants :

(1) Je parlerai de logique en tant qu’elle traite des relations entre classes, ainsi que des modes
selon lesquels I'esprit voit ces relations.

(2) Précédemment & notre reconnaissance de l’existence de propositions, il y a des lois aux-
quelles la conception d’une classe est sujette, lois qui sont dépendantes de la constitution de
I'intellect, et qui déterminent le caractére et la forme du processus de raisonnement.

(3) Ces lois peuvent étre exprimées mathématiquement, et elles constituent la base d’un cal-
cul interprétable.

(4) Ces lois sont de plus telles que toutes les équations qui sont formées contraintes par ces lois,
méme si elles sont exprimées par des signes fonctionnels, admettent une parfaite solution, de
telle fagon que tout probléme de logique peut étre résolu en se référant & un théoréme général.

(5) Les formes sous lesquelles les propositions sont habituellement exhibées, en accord avec
les principes de ce calcul, sont analogues a celles du langage philosophique.

(6) Bien que les symboles du calcul ne dépendent pas pour leur interprétation de l'idée de
quantité, ils nous conduisent cependant, dans leur application particuliere au syllogisme aux
conditions quantitatives de I'inférence.

C’est en particulier de ces deux derniers points que je souhaite offrir ici une illustration,
ceux-ci ayant été partiellement fournis comme exemples dans le travail que j’ai cité.

Les autres points, cependant, seront incidemment sujets de la discussion. Il sera nécessaire
de fournir au préalable la notation suivante.

L’univers des objets concevables est représenté par 1 ou par l'unité. C’est la conception
primaire. Toutes les conceptions de classes secondaires doivent étre comprises comme étant
formées a partir de la conception primaire par limitations, selon le schéma suivant.

Supposons que nous concevions un groupe quelconque d’objets constitué de X, Y, et autres,
et que z, que nous appellerons symbole électif, représente ’opération de choisir dans ce groupe
tous les X qu’il contient, ou de fixer notre attention sur les X a ’exclusion de tous ceux qui
ne sont pas des X, y 'opération mentale consistant a sélectionner les Y, etc.; alors, 1 ou
I’univers étant la conception sujet, nous aurons

Journal mathématique de Cambridge et Dublin, Vol. III (1848), p. 183-98.
1. L’analyse mathématique de la logique, essai vers un calcul du raisonnement déductif. Cambridge, Mac-
millan ; London, G. Bell.



zlouxz = la classe des X,
ylouy =laclassedesY,
xyl ou zy = la classe dont chaque membre est a la fois X et Y,
et etc..

De la méme maniere, nous aurons

1—2z = la classe des non-X,
1—y = la classe des non-Y,
z(1—y) = la classe dont les membres sont des X mais des non-Y,
(1-2)(1—y) = laclasse dont les membres ne sont ni des X ni des Y,
etc.

En outre, de considérations sur la nature des opérations mentales impliquées, il apparaitra
que les lois suivantes sont satisfaites.

En représentant par x,y, z des symboles électifs quels qu’ils soient,

(y+z) = zy+az, (1)
Ty = yx, etc., (2)
" = o, etc. (3)

Des premieres lignes, on voit que les symboles électifs sont distributifs dans leur opération ;
de la seconde, on voit qu’ils sont commutatifs. J’ai appelé la troisieme la loi indexante ; elle
est spécifique aux symboles électifs.

La vérité de ces lois ne dépend pas du tout de la nature, ou du nombre, ou des relations mu-
tuelles, des individus inclus dans les différentes classes. Il peut y avoir un seul individu dans
une classe, ou bien des milliers. Il peut y avoir des individus communs a plusieurs classes, ou
les classes peuvent s’exclure mutuellement. Tous les symboles sont distributifs, commutatifs
et tous les symboles électifs satisfont la loi exprimée par (3).

Ces lois sont en fait incarnées par tout langage parlé ou écrit. L’équivalence entre les ex-
pressions “un homme sage et bon” et “un homme bon et sage”, n’est pas un simple truisme,
mais une conséquence de la loi de commutativité exhibée en (2). Et il y a des illustrations
similaires des autres lois.

Relié a ces lois, il y a un axiome général. Nous avons vu que les opérations algébriques ef-
fectuées avec ces symboles électifs représentent les processus mentaux. Ainsi la connexion de
deux symboles par le signe + représente 'agrégation de deux classes en une classe simple, la
connexion de deux symboles xy comme dans la multiplication, représente ’opération mentale
de sélectionner dans la classe Y ces membres qui appartiennent aussi a une autre classe X,
et etc. Par de telles opérations, la conception d’une classe est modifiée. Mais & coté de cela,
lesprit a le pouvoir de percevoir les relations d’égalité entre classes. L’axiome en question,
alors, est que si une relation d’égalité est percue entre deux classes, cette relation reste non
affectée quand les deux sujets sont modifiés de la méme fagon par les opérations précédem-
ment décrites. (A). Cette axiome, et non le “postulat d’Aristote”; est le fondement réel de
tout raisonnement, la forme et le caractére du processus étant, cependant, déterminé par les
trois lois déja établies.

Il est non seulement vrai que tout symbole électif représentant une classe satisfait la loi in-
dexante (3), mais il peut étre démontré rigoureusement que toute combinaison de symboles
électifs ¢p(ayz...), qui satisfait la loi ¢p(zyz...)" = ¢(zyz...), représente une conception in-
telligible, - un groupe ou une classe définis par un nombre plus ou moins grand de propriétés



constitué d’un nombre plus ou moins grand de parties.

Les quatre propositions catégoriques sur lesquelles la doctrice du syllogisme ordinaire est
fondée sont

Tous les Y sont des X. A,
Aucun Y n’est un X. E,
Quelques Y sont des X, I,
Quelques Y sont des non-X. 0.

Nous considererons ces propositions en référence aux classes sur lesquelles la relation est ex-
primée.

A. L’expression Tous les Y représente la classe Y et sera ainsi exprimée par y, les copula par
le signe =, le terme indéfini, X, est équivalent a Quelques X . C’est une convention de langage
que le mot Quelques est exprimé dans le sujet, mais non dans le prédicat d’'une proposition.
Le terme Quelques X sera exprimé par vz, dans lequel v est un symbole électif appropriée
pour une classe V', dont quelques membres sont des X, mais qui est arbitraire a d’autres
égards. Ainsi la proposition A sera exprimée par ’équation.

W (1)

E. Dans la proposition, Aucun Y n’est un X, les particules négatives semblent étre attachées
au sujet plutdt qu’au prédicat auquel elles appartiennent manifestement 2. Nous n’avons pas
I'intention de dire que ces choses qui sont des non-Y sont des X mais que ces choses qui sont
des Y sont des non-X. Maintenant la classe non-X est exprimée par 1 — x; par conséquent,
la proposition Aucun Y n’est un X, ou plutdt Tous les Y sont des non-X, sera exprimée par

y=uv(l—x). (5)

I. Dans la proposition Quelques Y sont des X, ou Quelques Y sont quelques X, nous pouvons
remarquer que le Quelques dans le sujet et le Quelques dans le prédicat font référence a la
méme classe arbitraire V', et ainsi écrire
vy = v,
mais c¢’est moins une assomption qu’'une contrainte de le faire. Ainsi, nous devrions écrire
vy = 'z, (6)

v’ faisant référence & une autre classe arbitraire V.

O. Similairement, la proposition Quelques Y sont des non-X, sera exprimée par I’équation
vy =v'(1-x) (7)

On voit des considérations ci-dessus que les formes que prennent les quatre propositions
catégoriques A, E, I, O dans la notation des symboles électifs sont analogues a celles du

2. Il y a deux fagons de comprendre Aucun X n’est un Y. Premiérement, dans le sens ou tous les X sont
des non-Y. Deuxiemement, dans le sens ou Il n’est pas vrai que certains X sont des Y, i.e. la proposition
“Quelques X sont des Y” est fausse. La premiere de ces deux possibilités est une proposition catégorique
simple. La seconde est une assertion sur une proposition, et cette expression appartient a une partie différente
du systeme électif. Il me semble que c’est le deuxiéme sens, qui est vraiment adopté par ceux qui référent
a la négation, non, au couple. Faire référence au prédicat n’est pas un raffinement inutile, mais une étape
nécessaire, pour que la proposition soit effectivement une relation entre classes... . Je crois qu’on trouvera que
cette étape doit vraiment étre effectuée dans les tentatives de démontrer les reégles de distributivé d’Aristote.
La transposition de la négation est un procédé commun du langage. L’habitude nous rend presque insensible
a lui dans notre propre langage, mais dans une langue étrangeére, le méme principe se voit différemment,
comme dans I'exemple grec, o0 ¢mul pour ¥nui ov, cela nécessite d’étre attentif.



langage naturel, i.e. avec les formes que les discours humains présentent, selon des regles
entiérement construites sur une base scientifique. Dans une grande majorité de propositions
qui peuvent étre congues par 1’esprit, les lois d’expression n’ont pas été modifiées par 'usage,
et lanalogie devient plus apparente, e.g. U'interprétation de I’équation

z=z(l-y)+y(l—-2)
est, la classe Z constituée de tous les X qui sont des non-Y et de tous les Y qui sont des non-X.
Théoréemes généraux liés aux fonctions électives.
Nous sommes maintenant arrivés a cette étape, o nous sommes en possession d’une classe de
symboles x,y, z, etc. respectant certaines lois, et applicable & ’expression rigoureuse de toute
proposition catégorique quelconque. Ce sera notre prochaine tache d’exhiber quelques-uns
des théoremes généraux du calcul qui repose sur la base de ces lois, et nous appliquerons

ensuite ces théoremes dans le traitement de certains exemples.

Je ne montrerai que deux ensembles de théoremes généraux : ceux reliés au développement
de fonctions, et ceux reliés aux solutions d’équations.

Théorémes de développement.

(1) Si z est un symbole électif, alors

¢(x) = p(1)z + ¢(0)(1 — ) (8)

les coefficients ¢(1), ¢(0), qui sont des fonctions algébriques quantitatives ou communes, sont
appelés des modules, et x et 1 — = sont les constituants.

(2) Pour une fonction de deux symboles électifs, nous avons

d(zy) = p(11)zy + 6(10)2(1 — y) + ¢(01)(1 — z)y + ¢(00)(1 — ) (1 — y), (9)

équation dans laquelle ¢(11), ¢(10), ete. sont des variables quantitatives, et sont appelées les
modules, et zy, z(1 — y), etc. les constituants.

(3) Fonctions de trois symboles :

¢(zyz) = o(111)zyz + ¢(110)zy(1 — 2)
+¢(101)z(1 — y)z + $(100)z(1 — y)(1 — z)
+¢(011)(1 — 2)yz + ¢(010)(1 — z)y(1 — 2)
+¢(001) (L = z)(1 = y)z + $(000)(L — z)(1 - y)(1 - z) (10)

équation dans laquelle ¢(111), ¢(110), etc. sont des modules, et zyz, zy(1—2), etc. des consti-
tuants.

A partir de ces exemples, la loi générale de développement est évidente. Et je souhaite qu’on
remarque que cette loi est une simple conséquence des lois primaires qui ont été exprimées

en (1), (2), (3)

THEOREME. Si nous avons une équation quelconque ¢p(zyz...) =0, et que nous développons
le premier membre, alors tout constituant dont le module ne s’évanouit pas peut étre rendu
nul.



Cela nous permet d’interpréter toute équation par une regle générale.

REGLE. Amener tous les termes du méme coté, le développer en fonction de tous les symboles
électifs qui y apparaissent, et rendre nul tout constituant dont le module ne s’évanouit pas.

Pour la démonstration de ces résultats et de nombreux autres, je dois faire référence au travail
original. On doit noter qu’a la page 66, z a été, par erreur, substitué a w, et que la référence
de la page 80 devrait étre une référence a la propriété Prop. 2.

Comme exemple, prenons 1’équation
x+2y—3zy=0 (a)
Ici ¢(zy) = = + 2y — 3zy, d’olt on tire les valeurs des modules qui sont
¢(11) =0, ¢(10) =1, ¢(01) =2, $(00) =0,
de telle fagon que l’expansion de (9) donne

z(1—y)+2y(l—2x)=0
qui est en fait une autre forme de (a). Nous avons alors, par la régle
z(1—-y) =0, (11)
y(1 —x) =0; (12)

la premiere implique qu’il y a des non-X qui sont des non-Y, la seconde qu’il y a des non-
Y qui sont des non-X, ces deux assertions ensemble exprimant la signification compléte de
I’équation originale.

Nous pouvons, cependant, souvent, recombiner les constituants avec un gain de simplicité.

Dans le cas présent, en soustrayant (12) de (11), nous avons  —y = 0, ou « = y, c’est-a-dire,
la classe X est identique a la classe Y. Cette proposition est équivalente aux deux premieres.

Toutes les équations sont ainsi de sens égal, ce qui donne, par expansion, les mémes séries
d’équations constituantes; et toutes sont interprétables.

Solution générale des équations électives.

(1) La solution générale de I'équation ¢(xy) = 0, dans laquelle deux symboles électifs sont
impliqués, y étant celui dont la valeur est recherchée est,
¢(10) $(00)
Y= x+ 1—2x). 13
3(10) - o(1) " 3(00) — o(on) '~ 1

Les coefficients

sont ici les modules.



(2) La solution générale de I’équation ¢(zyz) = 0, z étant le symbole dont on doit déterminer
la valeur, est

_ ¢(110) (100)
#(010) $(0 (1—2)(1—y) (14)

L OO0 gy, 9000
$(010) —o(011) Y™ 5(000) — H(001)

dont nous appellerons a nouveau les coefficients les modules. Les lois de leur formation seront
vus, de telle facon que les théorémes généraux qui auront été donnés pour la solution des
équations électives a deux ou trois symboles, peuvent étre regardés comme des exemples d’un
théoréme plus général applicable a toutes les équations électives quelles qu’elles soient. En

appliquant ces résultats, on doit observer que si un module prend la forme —, il doit étre

remplacé par un symbole électif arbitraire w, et que si un module prend n’importe quelle
valeur numérique sauf 0 ou 1, les constituants dont il est un facteur doivent étre séparément
mis a 0. Bien que ces conditions se déduisent seulement des lois auxquelles les symboles ap-
partiennent, et sans référence a 'interprétation, ils ne rendront jamais la solution de toute
équation interprétable en logique. Pour de telles formules aussi, toute question sur les rela-
tions entre les classes doit étre mise en référence. Une ou deux illustrations simples devraient
suffire.

(1) Etant donnée
yr =yz +x(l — 2). (b)

Les Y qui sont des X consistent en les Y qui sont des Z et les X qui sont des non-Z.
On recherche la classe Z.

Iei p(ayz) = yr —yz — x(1 — 2),

H(111) =0 $(110) =0 $(101) =0,
$(100) = —1 $(011) = —1 $(010) =0,
$(001) =0 $(000) = 0;

et en substituant dans (14), on obtient

= geta(l-y)+g-n)1-y)
z(1 —y) +way +w'(1—2)(1 —y). (15)

Par conséquent la classe Z inclut tous les X qui sont des non-Y, un nombre indéfini de X
qui sont des Y, et un nombre indéfini d’individus qui ne sont ni des X ni des Y. Les classes
w et w’ étant plutdt arbitraires, le reste indéfini 'est également ; il peut s’évanouir ou pas>.

3. Cette conclusion peut étre illustrée et vérifiée en considérant un exemple comme le suivant.
Soit
x ’ensemble des bateaux & vapeur, ou navires a vapeur,
y l’ensemble des navires armés,
z ’ensemble des vaisseaux de la Méditerranée,
L’équation (b) exprimerait alors que les navires armés sont constitués par les navires armés de la Méditerranée
et par les navires a vapeur non en Méditerranée. De 1 il découle
(1) Quil n’y a pas de vaisseaux armés si ce n’est des bateaux & vapeur en Méditerranée.
(2) Que tous les bateaux non armés sont des bateaux de Méditerranée (puisque les navires a vapeur qui ne
sont pas en Méditerranée sont armés). Ainsi nous inférons que les navires en Méditerranée sont constitués
de tous les vaisseaur non armés : n’importe quel nombre de navires non armés et n’importe quel nombre de
vaisseauzr non armés non a vapeur. Ceci, exprimé symboliquement, est 1’équation (15).



Puisque 1 — z représente une classe, non-Z, et satisfait la loi indexante
1-2)"=1-2

comme cela est évident en essayant, nous pouvons, si nous le souhaitons, déterminer les va-
leurs de cet élément de la méme fagon que nous pouvons le faire pour z.

Prenons, en illustration de ce principe, I'équation y = vz, (Tous les Y sont des X), et recher-
chons la valeur de 1 — z, la classe des non-X.

Posons 1 —z = z alors y = v(1 — z), et si nous écrivons cela par la forme y —v(1 —2) =0 et
représentons le premier membre par ¢(vyz), v prenant ici la place de z, dans (14),
nous aurons

o(111) =1, ¢(110) = 0, ¢(101) =0, ¢(100) = —1,
$(011) =1, ¢(010) =1, $(001)=0 =0;
la solution prendra alors la forme

0 . -1
z = v
0—1"Y

ol ) b (=)t o (1)1 )

ou

-z =u(l—y)+ 51— vy + (1 - o)1 —y) (16)

Le coefficient infini du second terme dans le second membre nous permet d’écrire

y(1—v) =0 (17)
0 . —
le coefficient 0 étant remplacé par w, un symbole électif quelconque, on a

l—z=v(1—-y)+wl-v)1-y), (18)
l—z={v+w(l—-v)}1-y).

On peut remarquer par ce résultat que le coefficient v + w(1 — v) dans le second membre
satisfait la condition

{v+wl—-0v)}"=v+w(l—v),

comme c’est évident en ’élevant au carré. Cela représente alors une classe. Nous pouvons le
remplacer par un symbole électif u, on a alors

l—z=u(l-y), (19)
dont 'interprétation est

Tous les non-X sont des non-Y'.

C’est une transformation connue en logique, on I'appelle conversion par contraposition, ou
conversion négative. Mais c’est loin d’épuiser la solution que nous avons obtenue. Les logi-
ciens ont négligé le fait que quand on convertit la proposition Tous les Y sont des (quelques)
X en Tous les non-X sont des (quelques) non-Y, il y a une relation entre les deux (quelques),
comprise dans les prédicats. L’équation (18) montre que quelle que soit la condition qui limite
le X dans la proposition originale, les non-Y dans la proposition transformée consiste en tous
ceux qui sont sujets de la méme condition et un reste arbitraire de ceux qui ne sont pas sujets



de la condition. L’équation (17) plus loin montre qu’il y a des non Y qui sont des non-sujets
de cette condition.

Nous pouvons de la méme maniére réduire ’équation y = v(1 — z), Aucun Y n’est un X,
a la forme z = v'(1 — y) Aucun X n’est un Y, avec une relation similaire entre v et v'. Si
nous résolvons ’équation y = vz Tous les Y sont des X, avec référence a v, nous obtenons
la relation secondaire y(1 — z) = 0 Aucun Y est un non-X, et similairement de I’équation
y = v(l —z) (Aucun Y n’est un X), nous obtenons zy = 0. Ces équations, qui peuvent
également étre obtenues d’autres facgons, je les ai utilisées dans le traité original. Toutes les
équations dont les interprétations sont reliées sont elles-mémes reliées, par solution ou par
développement.

Sur le Syllogisme.

Les formes des propositions catégoriques déja déduites sont

y = v, Tous les Y sont des X,
y=v(l—x), Aucun Y n’est un X,
vy =v'w, Quelques Y sont des X,

vy =v'(1 —x), Quelques Y sont des non-X,

dont les deux premiéres équations donnent par solution, 1 — 2 = v'(1 — y). Tous les non-X
sont des non-Y, z = v'(1 — y), Aucun X n’est un Y. Au schéma ci-dessus, qui est celui
d’Aristote, nous pourrions ajouter les quatre propositions catégoriques

1—y=vz, Tous les non-Y sont des X,
1—y=v(l-2) Tous les non-Y sont des non-X,
v(l —y) =z, Quelques non-Y sont des X,

v(l—y)=v'(1—2) Quelques non-Y sont des non-X,
dont les deux premiéres peuvent étre transformables en

1—z=1y, Tous les non-X sont des Y,
=y, Tous les X sont des Y,
or Aucun non-X n’est un Y,

Si maintenant les deux prémisses de tout syllogisme peuvent étre exprimées par des équations
des formes ci-dessus, I’élimination du symbole en commun y nous ameénera a une équation
exprimant la conclusion.

Ex. 1. Tous les Y sont des X, y = vz,
Tous les Z sont des Y, z =1y,
I’élimination d’y donne
z =z,

dont I'interprétation est

Tous les Z sont des X,
la forme du coefficient vv’ indique que le prédicat de la conclusion est limité par les deux
conditions qui limitent séparément les prédicats des prémisses.

Ex. 2. Tous les Y sont des X, y =z,
Tous les Y sont des Z, y=v'z
L’élimination d’y donne
vz = v,



qui est interprétable en Quelques Z sont des X. Il est toujours nécessaire qu'un terme de
la conclusion soit interprétable au moyen des équations des prémisses. Dans le cas ci-dessus,
c’est le cas pour les deux.

Ex.3. Tous les X sont des Y, T =0y
Aucun Z n’est un Y, z=v"(1-vy).
Plutot que d’éliminer directement y, transformons plutdt I’équation par la solution comme
en (19). La premiere donne
1—y=u(l-2),

u étant équivalent & v + w(1l — v), dans lequel w est arbitraire. Eliminer 1 — y entre cela et
la seconde équation du systéme, nous obtenons

z=v'u(l — ),

dont 'interprétation est
Aucun Z n’est un X

Aurions-nous éliminé y direcgtement que nous aurions obtenu
vz =2 (v—1),

dont la solution réduite est
z=v{v+ (1 -2v)}1-2),

dans laquelle w est un symbole électif arbitraire. Cela est parfaitement en accord avec le
premier résultat.

Ces exemples peuvent suffire a illustrer 'emploi de la méthode dans des cas particuliers. Mais
son applicabilité a la démonstration de théoréemes généraux est ici, comme dans d’autres cas,
un défi plus important. Je joins ci-dessous les résultats d’une recherche récente sur les lois du
syllogisme. Alors que ces résultats se caractérisent par leur grande simplicité et ne gardent,
par exemple, que peu de trace de leur origine mathématique, il aurait été, je le congois, tres
difficile de les obtenir par I’examen et la comparaison de cas particuliers.

Les lois du syllogisme déduites du calcul électif.

Nous allons prendre en compte toutes les propositions qui peuvent étre faites en dehors des
classes X,Y, Z, et qui peuvent étre retrouvées dans n’importe laquelle des formes fournies
dans le systeme suivant,

A, Tous les X sont des Z. A’, Tous les non-X sont des Z.
B { Aucun non-X n’est un non-Z.
"1 (Tous les non-X sont des non-7).
I, Quelques X sont des Z I’, Quelques non-X sont des Z
O, Quelques X sont des non-Z. 0’, Quelques non-X sont des non-Z.

E, Aucun X n’est un Z.

11 est nécessaire de rappeler que la quantité (universelle et particuliere) et la qualité (affir-
mative et négative) doivent étre comprises comme appartenant aux termes des propositions,
ce qui est en effet 'appréciation correcte .

Ainsi, dans la proposition Tous les X sont des Y, le sujet Tous les X est universel-affirmatif,
le prédicat (quelques) Y particulier-affirmatif.

4. Quand des propositions sont affectées de quantité et qualité, la qualité est vraiment celle du prédicat,
qui exprime la nature de 'assertion, et la quantité celle du sujet, qui montre son étendue.



Dans la proposition, Quelques X sont des Z, les deux (sujet et prédicat) sont particulier-
affirmatif.

La proposition Aucun X n’est un Z serait en langage philosophique écrite sous la forme Tous
les X sont des non-Z. Le sujet est universel-affirmatif, le prédicat particulier-négatif.

Dans la proposition Quelques X sont des non-Z, le sujet est particulier-affirmatif, le prédicat
particulier-négatif. Dans la proposition Tous les non-X sont des Y le sujet est universel-
négatif, le prédicat particulier-affirmatif, et etc.

Dans un couple de prémisses, il y a quatre termes, viz. deux subjets et deux prédicats;
deux de ces termes, viz. ceux impliquant les Y ou les non-Y peuvent étre appelés les termes
médians, les deux autres les extrémes, les uns impliquant X ou non-X, les autres Z ou non-Z.

Les conditions et les regles d’inférence sont alors les suivants.

ler cas. Les termes médians sont de qualité égale.
Condition d’inférence. Un terme médian universel.
Regle. Egaler les extrémes.

2nd cas. Les termes médians sont de qualités opposées.

ler. Condition d’inférence. Un extréme universel

Regle. Changer la quantité et la qualité de chaque extréme, et égaler le résultat a lautre
extréme.

2nd. Condition d’inférence. Deux termes médians universels.

Regle. Changer la quantité et la qualité de 'une des extrémes, et la rendre égale a ’autre
extréme.

J’ajoute quelques exemples,

ler Tous les Y sont des X.

Tous les Z sont des Y.
On est dans le cas 1. Tous les Y est le terme médian universel. Egaliser les extrémes donne
Tous les Z sont des X, le terme le plus fort devenant le sujet.

2nd

Tous les X sont des Y Tous les X sont des Y.
= On est dans le cas

Aucun Z n’est un Y. Aucun Z n’est un non-Y.

2, et la premiere condition est satisfaite. Le terme médian est particulier-affirmatif dans la
premiere prémisse, particulier-négatif dans la seconde. En prenant Tous les-Z comme 1'ex-
tréme universelle, on a, en changeant sa quantité et sa qualité, Quelques non-Z, et 1’égaler a
l’autre extréme donne

Tous les X sont des (quelques) non-Z = Aucun X n’est un Z.
Si nous prenons Tous les X comme 'extréme universelle, on obtient

Aucun Z n’est un X.

3éme Tous les X sont des Y.

Quelques Z sont des non-Y'.
On est aussi dans le cas 2, et la premiere condition est satisfaite. L’extréme universelle Tous
les X devient, quelques non-X, par conséquent

Quelques Z sont des non-X,
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4éme Tous les Y sont des X,
Tous les non-Y sont des Z.
On est dans le cas 2, et la seconde condition est satisfaite. L’extréme Quelques X devient
Tous les non-X,
Tous les non-X sont des Z.
L’autre extréme traitée de la méme maniere donnera
Tous les non-Z sont des X,
qui est un résultat équivalent.

Si nous nous cantonnons aux prémisses Aristotéliciennes A, E, I, O, la seconde condition
d’inférence dans le cas 2 n’est pas nécessitée. La conclusion ne sera pas nécessairement confi-
née au systéme Aristotélicien.

Ex Quelques Y sont des non-X Quelques Y sont des non-X.
‘ Aucun Z n’est un Y a Tous les Z sont des non-Y'.

On est dans le cas 2, et la premiere condition est satisfaite. Le résultat est
Quelques non-Z sont des non-X.

Voici ce qui me semble étre les dernieres lois de I'inférence syllogistique. Elles s’appliquent &
tous les cas, et elles abolissent complétement la distinction de cas, la nécessité de conversion,
les lois partielles® et arbitraires de distributivité, etc. Si toute la logique était réduisible au
syllogisme, celles-ci pourraient étre regardées comme les regles de la logique. Mais la logique,
considérée comme la science des relations entre classes s’est avérée étre d’'une bien plus grande
étendue. L’inférence syllogistique, dans le systeme électif, correspond a I’élimination. Mais
ce n’est pas le plus élevé de ses procédés. Toutes les questions d’élimination peuvent étre
considérées comme subsidiaires du probleme plus général de trouver les solutions d’équa-
tions électives. Pour ce probléme, toutes les questions de logique et de raisonnement, sans
exception, peuvent étre citées. Pour les illustrations les plus completes de ce principe, je dois
cependant vous renvoyer vers mon travail original. La théorie des propositions hypothétiques,
P’analyse des éléments positifs et négatifs, dans lesquelles toutes les propositions sont des buts
résolvables, et d’autres sujets similaires sont aussi discutés dans le document en question.

Sans aucun doute, le but ultime de la spéculation logique est d’adresser les conditions qui
rendent un tel raisonnement possible, et les lois qui déterminent ses caractére et expression.
L’axiome général (A) et les lois (1), (2), (3), semblent fournir la solution la plus précise
qui peut a présent étre donnée a cette question. Quand nous passons a la considération des
propositions hypothétiques, les mémes lois et le méme axiome général qui devrait peut-étre
également étre regardé comme une loi, continuent de prévaloir, la seule différence étant que
les sujets de pensée ne sont plus des classes d’objets, mais des cas de vérité ou fausseté co-
existantes de différentes propositions. Ces relations que les logiciens désignent par les termes
de conditions, disjonctions, etc., sont appelées par Kant conditions distinctes de la pensée.
Mais c’est un fait trés remarquable, que les expressions de telles relations puissent se déduire
les unes des autres par un processus analytique simple. De ’équation y = vz, qui exprime
une proposition conditionnelle, “Si la proposition Y est vraie, la proposition X est vraie,”,
on peut déduire
yr+(l—ylz+(1-y)(l-2)=1

qui exprime la proposition disjonctive, “Soit Y et X sont vraies ensemble, soit X est vraie et
Y est fausse, soient elles sont toutes les deux fausses,” et & nouveau I'équation y(1—x) = 0, qui

5. Partielles, parce qu’elles font seulement référence a la quantité des X, méme lorsque la proposition
est liée aux non-X. Il serait possible de construire la contre-partie exacte des régles Aristotéliciennes du
syllogisme, en ne quantifiant que les non-X. Le systéme dans le texte est symétrique parce qu’il est complet.
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exprime une relation de coexistence, viz. que la vérité de Y et la fausseté de X ne coexistent
pas. La distinction dans le regard mental qui mérite le plus d’étre vue comme fondamentale,
est, je le concede, celle qui distingue Paffirmation de la négation. De 1a, nous déduisons 1’opé-
ration directe et I'opération inverse, le vrai et le faux des propositions, et I'opposition des
qualités dans leurs termes.

La vision que ces recherches présentent de la nature du langage est tres intéressante. Elles nous
le montrent non comme une simple collection de signes, mais comme un systeme d’expression,
dont les éléments sont sujets des lois de la pensée qu’ils représentent. Que ces lois soient
aussi mathématiquement rigoureuses que les lois qui gouvernent les conceptions purement
quantitatives de lespace et du temps, de nombre et grandeur, est une conclusion que je
n’hésite pas a soumettre a ’examen minutieux le plus exact.
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Traduction d’extraits de Mathématiques conceptuelles de F. William Lawvere et Ste-
phen H. Schanuel, Cambridge University Press

Session 13 : Monoides

En général, pour complétement définir une catégorie, on doit spécifier quels en sont les objets, quelles
en sont les applications, quel objet est le domaine de chaque application, quel objet est le codomaine
de chaque application, quelle application est 1’identité de chaque objet, et quelle est 'application
composée de n’importe quelles applications “composables” - six choses a spécifier. Bien sir, cela ne
peut pas étre fait de facon arbitraire. Rappelons les lois qui doivent étre satisfaites :

lois comptables
lois associatives
lois d’identité

Voici un cas particulier. Supposons que nous n’ayons qu’un seul objet, que nous appelons “x”. Cela
signifie que toutes les applications dans la catégorie sont des applications intérieures (de cet objet
unique). Néanmoins, il peut y avoir de nombreuses applications dans cette catégorie. Supposons que
comme applications, on prenne tous les entiers naturels : 0 est une application, 1 est une application,
2 est une application, et etc. Ce sont toutes des applications de * dans *, de telle fagon que nous
pouvons écrire

* — %, * — %, * —> %, * ——> %, etc.

Que prendrons nous comme composition dans cette catégorie? Les possibilités sont nombreuses
mais celle que je choisirai est juste la multiplication. En d’autres mots, la composée de deux appli-
cations dans cette catégorie - deux nombres - est leur produit : n om = n x m. Parce qu’il n'y a
qu’'un seul objet, les lois comptables ! sont automatiquement satisfaites.

Maintenant, nous devons spécifier I'application identité sur le seul objet, *. Quel nombre devrions-
nous déclarer étre 1, 7?7 Maintenant 1, est supposé satisfaire 1, on = n et no 1, = n pour tout
nombre 7, et selon notre définition de la composition, ces équations signifient juste que 1, est un
nombre qui multiplié par n’importe quel autre nombre n donne n. Par conséquent, le seul choix
qu’on a est clair : I'identité de * doit étre le nombre un : 1, = 1.

Definition : Une catégorie avec exactement un objet est appelée un monoide.

Une telle catégorie semble un peu étrange dans le sens ou les objets semblent sans particularité.
Pourtant, il y a des fagons d’interpréter une telle catégorie dans les ensembles. Les objets prennent
en quelque sorte vie. Appelons la catégorie que nous avons définie 22 pour multiplication. Une
interprétation se notera ainsi :

W — S

Une interprétation “interprete” le seul objet *x de 2 comme ’ensemble N des entiers naturels, et
chaque application dans 72 (un nombre naturel) est interprétée comme une application de ’ensemble
des entiers naturels dans lui-méme
fn
N -5 N

définie par

fa(x)=nx2a

Ainsi f3(x) = 3z, f5(x) = bz, et etc. Selon cette définition, qu’est-ce que l'application f; 7 Comment
évalue-t-on cette application 7 En multipliant par 1, n’est-ce-pas ? Du coup qu’est-ce que f1 7

1. (a) domaine et codomaine de I'identité 1 4 d’une catégorie A sont tous les deux A; (b)go f est seulement définie
si le domaine de g est le codomaine de f; (c) le domaine de g o f est le domaine de f et le codomaine de go f est le
codomaine de g.



ALYSIA : L’identité ?
C’est cela, fi = ly. Aussi, la composée de deux applications f, o f,, est Papplication qui évaluée
en un nombre x donne

(fnofm)(@) = fa(fm(@)) =n x (mx 2) = (nxm) xx = (nm) Xz = fon(z)

ainsi nous concluons que

frnofm = fam

Cela montre que cette interprétation préserve la structure de la catégorie, parce que les objets vont
sur les objets, les applications vont sur les applications, la composition est préservée, et les appli-
cations identité vont sur les applications identité. Une telle interprétation “préservant la structure”
d’une catégorie dans une autre est appelée un foncteur (de la premiere catégorie vers la seconde).

Un foncteur est vraiment nécessaire pour préserver toutes les notions de “domaine” et “codomaine”,
mais dans notre exemple, cela est automatique puisque toutes les applications ont le méme domaine
et le méme codomaine.

Un tel foncteur est éclairant dans le sens ou nous pouvons utiliser le symbole d’élévation a la puis-
sance moins un comme une vaste généralisation de I’“inverse.” Si nous changeons légerement cet
exemple, en prenant les rationnels plutot que les entiers naturels comme applications dans 72, nous
trouverons que (f3)~! = f3-1. L’application inverse d’une application dans la liste des interpréta-
tions est aussi un exemple d’application de la liste, ainsi si une application “nommeée” est inversible,
son inverse peut aussi étre nommée. Dans 'exemple ci-dessus, fs est inversible et son inverse est
nommée par l'inverse de 3.

Mais si les applications dans 2 consistent seulement en les entiers naturels, et si * est interprétée
comme ’ensemble des nombres rationnels, alors f3 a un inverse, mais maintenant il n’y a pas d’en-
tier naturel inverse de 3.

DANILO : Je peux voir que f3 a une rétraction, mais pourquoi a-t-il une section 2 ?

Bien, la commutativité de la multiplication des nombres implique que f,, © fr, = fm © fn. Toutes les
applications de la liste sont-elles inversibles ?

OMER : Non, fy ne l'est pas.

Cest vrai. fo(z) = 0 x 2 = 0, du coup, de nombreux entiers différents ont pour image 0; fo n’est
pas inversible.

Introduisons maintenant une autre catégorie que nous pouvons appeler 7. C’est aussi un monoide,
de telle fagon qu’elle n’aura aussi qu'un seul objet, & nouveau noté *. Les applications seront a
nouveau les nombres, mais maintenant, la composition sera ’addition plutot que la multiplication.
Quel nombre sera l'identité de # 7 La condition qu’l, doit satisfaire signifie que “en ajoutant 1,
a n’importe quel nombre n, on obtient n”. Par conséquent, 1, doit étre 0. Donner un foncteur
7— S signifie que 'on interpréte * comme un certain ensemble S et chaque application * ——
dans % comme une application interne S > S de I'ensemble S, de telle facon que go = lg et

9n ©Gm = Gn+m-
On peut prendre pour S un certain ensemble de nombres et définir
gn(x) =n+zx

En particulier, si on prend S = N (les entiers naturels), par exemple le nombre 2 (comme application

2. Si A EN B, une rétraction de f est une application r de B dans A pour laquelle 7 o f = 14 ; une section de f
est une application s de B dans A pour laquelle fos =1p.



dans %) peut étre interprété comme lapplication go (dans S) dont I'image interne est

0—2-—54—6—...

g2 =

1—3—5—...

Maintenant nous devons vérifier que g, 4m(z) = gn(gm(z)), ce qui est similaire au cas précédent
In(gm@)) =n+(m+2z)=(n+m)+z=gnim(x).

Tout ce qui a été présenté ci-dessus suggere un “exemple standard” d’interprétation d’un monoide
dans les ensembles, dans laquelle ’objet du monoide est interprété comme ’ensemble des applica-
tions du monoide lui-méme. De cette fagon, nous obtenons un foncteur standard de tout monoide
dans la catégorie des ensembles.

Il y a de nombreux foncteurs de 7% vers les ensembles autres que 'exemple standard. Supposons
qu’on prenne un ensemble X avec une application interne «, et qu’on interprete * comme X et
qu’on envoie chaque application n de 7 (un entier naturel) sur la composée de a avec lui-méme n
fois, i.e. ™, et pour préserver les identités, on envoie le nombre 0 sur Iapplication identité de X.
De cette fagon, on obtient un foncteur de 7 vers les ensembles, h : Z— S qui peut étre résumé ainsi :

3. h(0) = 1x. (Il est raisonnable, pour un endomorphisme o d’un objet X, de définir le symbole
pour signifier 1y ; alors (3) devient un cas particulier de (2).)

Alors il est clair que h(n +m) = h(n) o h(m).

De cette maniére, a chaque fois qu’on spécifie un ensemble-avec-endomorphisme X%, on obtient une
interprétation fonctorielle de % dans les ensembles. Cela suggére qu’un autre nom raisonnable pour

3 © devrait étre lﬁloslfrns'déjgérer qu’un objet est un foncteur de 7% vers S. C’était la catégorie des
systémes dynamiques (appelés de fagon plus appropriée “systémes dynamiques a temps-discret”).
Un systéme dynamique & temps-discret est juste un foncteur de ce monoide 7% vers la catégorie des
ensembles. Que serait un “systéme dynamique & temps continu” ?

DANILO : Remplacons juste les entiers naturels par des nombres réels ?

C’est cela. Autorisons tous les nombres réels comme applications dans le monoide. Alors, donner
un foncteur de ce nouveau monoide 2 vers les ensembles revient & donner un ensemble X et un
endomorphisme X%t pour chaque nombre réel . Pour préserver la composition, nous devons nous
assurer qu'ag = lx, et que agys = as o a¢. Nous pouvons penser a X comme a ’ensemble des
“états” d’un systéme physique qui, s’il est dans I’état x a un certain instant, alors ¢ unités de temps
plus part sera dans 1’état ay(z).

(p. 338 (fin de la section 31) et sections suivantes) La discussion ci-aprés donne une bréve intro-
duction a 'algebre des parties. Cette algebre a recu un large développement, spécialement dans
I’étude du comportement des opérateurs logiques quand ’objet dans lequel les parties vivent varie
lui-méme selon une application, et dans les études (en analyse fonctionnelle et en topologie géné-
rale) des parties d’objets-applications. L’algeébre logique développée sert d’outil auxiliaire utile dans
I’étude du contenu central des mathématiques, qui est la variation des quantités dans I’espace; en
effet, c’est une forme particuliére de cette variation, connu sous le nom de faisceau, qui a amené a la
premiere découverte, par A. Grothendieck en 1960, de la classe des catégories connues sous le nom
de topos. Ainsi le mot grec topos signifiant lieu ou situation a été adopté pour signifier un mode de
cohésion ou variation (d’une sorte) de catégorie.



Session 32 : Sous-objets, logique, et vérité
1. Sous-objets

Nous allons trouver un objet remarquable qui relie les sous-objets, la logique, et la vérité. Que
souhaite-t-on dire par sous-objet, ou partie d’un objet? Supposons que nous ayons un ensemble
abstrait tel que

et que nous regardions certains de ses éléments, par exemple ceux indiqués sur la figure

Ils constituent ce qu’on appelle une partie de ’ensemble X. Ce concept de “partie” comprend deux
ingrédients. D’abord, une partie a une forme, qui dans cet exemple est un ensemble S avec préci-
sément deux éléments

mais cela n’a pas de sens de dire que S lui-méme est une partie de X, parce qu’il y a différentes
parties de X qui ont la méme forme. Ainsi, un second ingrédient est nécessaire pour déterminer une
partie de X : une application d’“inclusion” qui indique la facon particuliere dont I’ensemble S est
inséré dans X :

Une partie de X (de forme S) devrait par conséquent étre une application de S dans X. Mais il y
a beaucoup d’applications de S dans X (dans I’exemple ci-dessus il y en a précisément 32 = 9) et
nous ne souhaiterions pas appeler la plupart d’entre elles parties, par exemple

Il y a une partie de X qui provient de cette application, mais ce n’est pas une partie de forme S;
c’est une application de 1 dans X, notamment



=® .

Qu’est-ce qu'une application S — X devrait satisfaire pour étre appelée une “application d’inclu-
sion” 7

Définition : Dans toute catégorie, une application S — X est une inclusion, ou monomor-
phisme si elle satisfait la condition suivante

Pour tout objet T et toute paire d’applications s1,s2 de T dans S
181 = 1S9 implique s; = $o.
D’autres mots sont possibles a la place d’“inclusion” ou d’“application d’inclusion”, ce sont : “appli-
cation non-singuliere”, particulierement dans les ensembles, “application injective” et “application

un-un (bijective)”. Il y a une notation spéciale pour indiquer qu'une application S ——» X est une
inclusion ; plutét que d’écrire une fleche droite comme —, on met un petit hamegon, <, a son

bout, ainsi S <> X pour indiquer qu’i est une application d’inclusion.

Selon notre définition, I’application

qui composées avec f donnent le méme résultat (en fait, dans ce cas particulier, il est méme vrai
que toutes les applications de n’importe quel ensemble donné vers S donne le méme résultat quand
on les compose avec f).

Un bon exemple d’une application d’inclusion dans les ensembles est I'application qui assigne a
chaque étudiant de la classe, la chaise qu’il occupe. (Pour que ga soit une application, tous les étu-
diants doivent étre assis, et c’est une application d’inclusion s’il n’y a pas de personnes assises sur
les genoux d’autres!). Dans cet exemple, on peut prendre pour S 'ensemble de tous les étudiants de
la classe et X I’ensemble de toutes les chaises de la classe. L’exemple illustre que le méme ensemble
S peut recouvrir différentes parties de I’ensemble X, parce qu’'un autre jour, les étudiants peuvent
s’asseoir a d’autres places et ainsi déterminer une partie différente de ’ensemble des chaises. Ainsi,
une partie de X n’est pas spécifiée juste par un autre ensemble, mais par un autre ensemble avec
une application d’inclusion de cet ensemble vers X.

L el s .
Pour un exemple dans la catégorie S~ de graphes non-réflexifs, considérons les graphes



Nous pouvons voir deux parties différentes de sous-graphes de C' de forme A :

-

bien siir, a; et ay sont seulement deux des nombreux sous-graphes qu’a C. Un autre sous-graphe

est spécifié par
{7
A+D= ___P__»

Noter que 'application { ZQ de A+ D vers C, i.e.

S
ne donne pas un sous-graphe parce qu’elle est non injective.
2. Vérité

Laissez-moi illustrer que si vous avez une partie de X et que vous choisissez n’importe quel élément
particulier ou n’importe quelle figure particuliere dans X, cet élément ou cette figure peut étre déja
inclus(e) dans la partie. Comment cette idée peut-elle étre exprimée juste en fonction des appli-
cations et de la composition? Supposons que nous ayons une figure T —— X et que nous ayons
une partie S <> X. Si l'on revient & I’exemple des étudiants et des chaises ci-dessus, = peut étre
juste une chaise particuliere. Alors pour demander si cette chaise x est incluse dans la partie des
chaises déterminée par ’assoiement des étudiants consiste juste a demander si la chaise x est occu-
pée, et cela, en retour, consiste juste a demander s’il y a une application f pour remplir le diagramme

notamment, une application f telle que io f = x. L’injectivité de ¢ implique qu’il peut seulement y
avoir au plus une application f qui “prouve” que la chaise x est occupée, ce qui signifie qu’elle est
incluse dans la partie S, i.

Dans I’exemple ci-dessus ot la figure T —— X est juste un point de 'ensemble des chaises, I’objet
T est terminal, mais nous devons souligner que 7" peut étre n’importe quel objet, puisque le méme
concept s’applique a des figures arbitraires de n’importe quelle forme.

Comme exemple dans la catégorie des graphes, nous pouvons prendre les applications que nous
avions précédemment ; comme figure x, on prend



et comme partie S, i, on prend

et maintenant, on demande : Est-ce que la fleche ay de X est incluse dans la partie S, 7 La réponse
a cette question est clairement “non”. C’est évident sur la figure

et on peut aussi vérifier qu’aucune des applications de A vers A + D composée avec i ne donne .
Pourtant, on ne peut éviter le sentiment que cette réponse ne rend pas completement justice a la
question, parce que bien que la figure a2 ne soit pas dans le sous-graphe indiqué de X, a la fois sa
source et son but le sont. Ainsi, il y a un certain degré de vérité dans 'assertion qu’as est incluse
dans le sous-graphe S,i; ce n’est pas complétement faux. Cela suggere qu’il est possible de définir
différents degrés de vérité appropriés pour la catégorie des graphes, de maniére a pouvoir rendre
completement justice en répondant a de telles questions.

Revenons a la catégorie des ensembles et voyons quelle est la situation la. Si nous avons une partie
d’un ensemble et un point dans cet ensemble, et que quelqu’un dit que le point est inclus dans
la partie, il n’y a que deux niveaux possibles de vérité a cette assertion : elle est soit vraie, soit
fausse. Ainsi, dans la catégorie des ensembles, 'ensemble a deux éléments 2 = {vrai, faux} a la
propriété suivante (au moins pour les points x, mais en fait pour les figures de n’importe quelle
forme) : Si X est un ensemble et S <% X est n’importe quel sous-ensemble de X, il y a exactement
une fonction s : X —> 2 telle que pour tout x, x est inclus dans S, ¢ si et seulement si @4(z) = vrai.

\
-_
_

. . .. . vrar
A1n51, une fois que nous avons choisi un pomt 1— 2, nous avons une correspondance un-un

parties de x

applications X — 2

En particulier, cela nous autorise a compter le nombre de parties de X, qui est égal au nombre
d’applications de X vers 2, et celui-ci, en retour, est égal au nombre de points de 2% .

Etant donnée une partie d’'un ensemble X, disons S 4 X , son application correspondante X RN
est appelée 'application caractéristique de la partie S, 4, puisqu’au moins ¢, caractérise les points



de X qui sont inclus dans la partie S,i comme les points z tels que ps(x) = vrai. En réalité,
Papplication ¢ fait bien plus que ¢a puisque, comme indiqué ci-dessus, cette caractérisation est
valide pour toutes sortes de figures T —— X et non seulement pour des points; la seule différence
est que quand T n’est pas I’ensemble terminal, nous avons besoin d’une application vrair de T
dans 2 plutét que d’une application vrai : 1 — 2. L’application vrair n’est rien d’autre que la
composée de 'unique application T'— 1 dans vrai : 1 — 2

true

I—1—2
truey

Pour résumer : La propriété fondamentale de 1'application caractéristique p4 est que pour toute
figure T —%> X, z est incluse dans la partie S, de X si et seulement si s () = vrair.

3. L’objet valeur-de-vérité

Voyons maintenant comment faire quelque chose de similaire dans la catégorie des graphes. Donner
une partie d’un objet X dans cette catégorie (i.e. donner un sous-graphe d’un graphe X) revient a
donner une partie S, de I’ensemble des fleches de X, et une partie Sp de I’ensemble des points de
X tels que la source et la cible de chaque fleche dans S 4 est un point dans Sp :

Sy C—-m arrows (X)

SpC— » dots (X)

Maintenant nous avons besoin d’un graphe qui joue le méme role pour les graphes que celui que joue

I’ensemble 2 pour les ensembles. Nous voulons un graphe 2, ainsi qu’un point spécifié 1 urag Q, avec
les propriétés suivantes : les applications de n’importe quel graphe X vers 2 doivent correspondre

aux parties de X
S— X

X 250
de telle maniére que pour chaque figure T — X de X, ¢gs = vrair si et seulement si x est inclus

dans la partie S. Si une telle paire 2 et 1 CU¥ ) existe, elle est caractérisée de maniere unique
par la propriété ci-dessus. Ce sera un bonus surprenant que pour chaque figure T —— X, 'appli-
cation T 255 Q) nous dise le “niveau de vérité” de I’assertion que z est inclus dans la partie donnée S.

Par chance, un tel objet pointé existe dans la catégorie des graphes et c’est le suivant 1 Q-

A0
1=| (O -Q

O

Ce graphe () joue parmi les graphes le role que I'ensemble 2 joue parmi les ensembles. Il y a cinqg
fleches et deux points dans €2, qui représente les différents degrés de vérité qu’une assertion peut
prendre. (Ici nous considérons des assertions de la forme “une certaine figure est incluse dans un
certain sous-graphe”). Ces sept éléments représentent les sept relations possibles dans lesquelles
un élément de X (fleche ou point) peut entretenir avec un certain sous-graphe de X (il y a cing



possibilités pour une fleche et deux pour un point). Ce sont les suivantes

(a) Pour les fleches
1. La fleche est en effet incluse dans le sous-graphes. Des exemples de cela sont les fleches z et y,
par rapport au sous-graphe indiqué du graphe suivant.

1 4 q
X= \\b/y‘ff/'
*-g-z—y ‘\".
e \JF
\.g

2. La fleche n’est pas dans le sous-graphe, mais sa source et sa cible sont une fleche z dans le graphe
ci-dessus).

3. La fleche n’est pas dans le sous-graphe et sa source non-plus, mais sa cible l'est (e.g. la fleche u
ci-dessus),

4. La fleche n’est pas dans le sous-graphe ni sa cible, mais sa source l’est (e.g. la fleche v ci-dessus).
5. La fleche n’est pas dans le sous-graphe et ni sa source ni sa cible non plus (e.g. les fleches p et ¢
ci-dessus).

Pour les points

1. Le point est dans le sous-graphe (e.g. les points a, b, et ¢ ci-dessus.)

2. Le point n’est pas dans le sous-graphe (e.g. les points d, e, et g dans la figure dessinée ci-dessus).
Ainsi, dans 'exemple expliqué ci-dessus, 'application caractéristique de la partie indiquée est la
suivante

PO % " ()
i y /I > q Ps h/’\\k
\\‘~b/—‘,5‘c” —_— O\_/ L]

== F7 hLﬂ)

e \ —

définie sur les fleches comme ¢g(z) = ps(y) = vrai, ps(z) = r,0s(u) = n,ps(v) = m,ps(p) = f
et vs(q) = f (et similairement sur les points).

La catégorie des systémes dynamiques a aussi un objet valeur-de-vérité € ; il est surprenant qu’il
y ait un nombre infini d’éléments ou de “valeurs-de-vérité”, et cet objet n’est pas ’ensemble des
nombres naturels avec ’endomorphisme successeur, c’est plutdt 'opposé a cela dans le sens ou la
dynamique va dans la direction opposée. On voit cet objet des valeurs-de-vérité dans la catégorie
des systemes dynamiques sur le dessin suivant :

\C'r'**“—“—

1 2 3 000:)

L’explication de cela est qu'un sous-systéme est la partie d’un systeme dynamique qui est fermée
sous la dynamique et si vous prenez un état et demandez si x est inclus dans le sous-systeme,
la réponse peut étre “non, mais il le sera dans une étape”, ou dans deux étapes, etc. Par exemple,
considérons le systeme sous-dynamique indiqué ci-dessous :




Si on demande si I’état p est dans le sous-systeme, la réponse est “Non, mais oui apres deux étapes”,
alors que la méme question a propos de m a comme valeur-de-vérité oo, “toujours faux”.

Ainsi pour chaque état dans le systéme complet, 'assertion exprimant qu’il est dans le sous-systéme
a une valeur définie dans 2 ; cette valeur n’est vrai = 0 que pour huit des états.

DANILO : Que dire du cas d’un élément qui quitte le sous-systeme ?

Nous parlons ici de systemes sous-dynamiques, i.e. d’applications d’inclusions dont les domaines
sont aussi des objets dans la catégorie des systémes dynamiques. Ainsi les éléments ne “quittent”
jamais; le cas intéressant est qu’ils pourraient entrer depuis le systeme plus grand. Nous pouvons,
bien stir, considérer les sous-ensembles de 'ensemble d’états sous-tendant un systéeme dynamique
donné.

Il y a, en fait, un systéme dynamique plus grand O que nous pourrlons appeler ’espace des “valeurs-
de-vérité chaotiques” avec la propriété que les applications X —2» Q) des systemes dynamiques cor-
respondent a ces sous-ensembles arbitraires de X ; seulement ces ¢ qui appartiennent a 2 — Q
correspondent a des sous-systemes réels. Il y a des “opérteurs modaux” 030 qui relient tout
sous-ensemble A d'un X quelconque au plus petit sous-systeme de X contenant A et au plus grand
sous-systeme qui est contenu dans A.

L’espace d’applications QY de 1'objet valeur-de-vérité a comme points les parties de Y, comme
cela sera discuté dans la prochaine et derniere section. Dans de nombreuses catégories, cela permet
d’obtenir une clarification plus grande de la construction du co-égaliseur d’une relation d’équivalence
X3Y.

Session 33 : Parties d’un objet : Topos

1. Parties et inclusions

Dans la session précédente, nous avons utilisé I'idée d’inclusion, qui est a la base de la vérité et
de la logique ; maintenant nous allons la considérer plus en détail. La logique (dans un sens étroit)
concerne en premier lieu les les sous-objets; 'importante chose concernant les sous-objets est la
maniere dont ils sont reliés, et les relations les plus basiques sont données par les applications d’une
certaine catégorie.

Si X est un objet donné d’une catégorie &, alors, comme nous ’avons déja expliqué, nous pouvons
former une autre catégorie €/X : un objet de /X est une application de € de codomaine X, et

une application d’un objet A = (49 —— X)) vers un objet B = (B Fx ) est une application de

@de Ay vers By qui fait correspondre 3 & «, i.e. une application Ag -, By telle que Sf = «

A0—>B

N/
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Bien sfir, nous obtenons une catégorie, parce que si nous avons une autre application

By ————C,

N

i.e. vg = B alors gf est aussi une application dans €/X puisque v(g9f) = a;

Y(9f) = (vg)f =Bf =

Nous voulons définir une partie de cette catégorie, notée par 2(X), 2(X) € 2/X qui est appelée
la catégorie des parties de X. Les objets de 2(X) sont tous des objets a de €/X qui sont des ap-
plications d’inclusions dans €, i.e. les objets de 2(X) sont les parties ou sous-objets de X dans €.
Les applications de 2(X) sont toutes les applications entre ses objets dans €/X ; mais comme nous

I’avons noté dans la derniére session, étant donnés deux objets A9 — X et By £, X dans 7(X),

il y a au plus une application Ag 1, Bo dans € telle que Sf = a

Si la catégorie € a un objet terminal 1, alors nous pouvons former la catégorie €/1, mais elle s’avére
n’étre rien d’autre que &, puisqu’elle a un objet pour chaque objet de € (une application Ag — 1
ne contient pas plus d’information que le seul objet Ay de €) et ses applications sont précisément
les applications de @. Par conséquent, la catégorie des parties de 1, 2(1), est une sous-catégorie de
&, précisément la sous-catégorie déterminée par ces objets Ay dont I'unique application Ag — 1
est injective. Ainsi, alors qu'un sous-objet d’un objet général X implique a la fois un objet Ay et
une application 4y — X, quand X = 1, seul Ay a besoin d’étre spécifié, de telle fagon qu’“étre
une partie de 1” peut étre regardé comme étant une propriété de 'objet Ag, plutét qu’une structure
additionnelle a.

Comme exemple de la catégorie des parties d’un objet terminal, on peut considérer les parties de
I’ensemble terminal d’une catégorie d’ensembles. Les objets de cette catégorie sont tous les en-
sembles dont l'application vers ’ensemble terminal est injective. Pouvez-vous donner un exemple
d’un tel ensemble ?

DANILO : L’ensemble terminal lui-méme.

Oui. En fait, dans n’importe quelle catégorie, toutes les applications dont le domaine est un objet
terminal sont injectives. Et une application d’un objet terminal vers un objet terminal est méme
un isomorphisme. Un autre exemple 7

FATIMA : L’ensemble vide.

Oui. La seule application 0 — 1 est aussi injective parce que n’importe quelle application de
domaine 0 est injective : pour tout ensemble X, il y a au plus une application X — 0 et par
conséquent, il n’est pas possible de trouver deux applications différentes X — 0 qui composées
avec ’application 0 — 1 donnent le méme résultat. Y a-t-il d’autres ensembles dont I'application
vers ’ensemble terminal est injective ? Non. Par conséquent, la catégorie des parties ou des sous-
ensembles de ’ensemble terminal est trés simple : elle a seulement deux objets non-isomorphes 0
et 1, et seulement une application en plus des identités. Elle peut étre dessinée ainsi

P(1) -

Dans cette catégorie, il est habituel d’appeler les deux objets 0 et 1 respectivement faux et vrai, ce
qui fait que (1) peut aussi étre dessiné ainsi

2(1) -

11



Qu’en est-il de la catégorie des graphes €= 5% Quelle est la catégorie des parties de l'objet
terminal dans cette catégorie ? Pour répondre a cela, nous devons commencer par déterminer ces
graphes X de telle facon que I'unique application X — 1 vers le graphe terminal soit injective.
Pour cela, il est utile de se rappeler qu'un graphe, c’est deux ensembles (un ensemble de fleches et
un ensemble de points) et deux applications,

arrows

dots

et que pour le graphe terminal, les deux ensembles sont des singletons, de telle fagon que nous
devons trouver les différentes possibilités pour les ensembles fléches et points pour lesquels la seule
application de graphes

Ji
arrows ————»

dots ———» 1

Jo

est injective. Cela signifie (exercice) que les deux applications d’ensembles f4, et fp doivent étre
injectives, chacun des ensembles fléches et points doit étre soit vide soit avoir un seul élément. Ainsi,
tout sous-graphe du graphe terminal est isomorphe a I'un de ces trois graphes :

MOO M@ ml@

Ces trois graphes et les applications entre eux forment une catégorie qui peut étre dessinée ainsi

21)=[0 —-D—1 |

Les graphes 0, 1 sont aussi appelés respectivement “fauz” et “vrai”, de telle facon que nous pouvons
écrire

7(1) = ‘ faur — D — vrai ‘

Ici le graphe D représente une valeur de vérité intermédiaire qui peut étre interprétée comme “vrai
pour les points mais faux pour les fleches”.

Les réponses que nous obtenons pour “les parties de 1” semblent familiéres, parce que nous les avons
déja vues précédemment : 'application X — 1 est injective si et seulement si X est idempotent.

Comme cela a été souligné au début de cette session, étant donnés deux objets A <> X, et B Lox

dans 2(X), il y a au plus une application A 7, B dans € telle que ff = . Ainsi, la catégorie
des parties d’'un objet est tres spéciale. Pour n’importe quels objets au nombre de deux, il y a au
plus une application du premier vers le second. Une catégorie qui a cette propriété est appelée un
pré-ordre ou un poset (pour ensemble pré-ordonné). Ainsi, la catégorie des sous-objets d’un objet
donné dans n’importe quelle catégorie est un poset.
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Par conséquent, pour connaitre la catégorie des sous-objets d’un objet donné X, nous avons seule-
ment besoin de savoir, pour chaque paire de sous-objets de X, s’il y a ou s’il n’y a pas d’application
du premier vers le second. Pour indiquer qu’il y a une application (nécessairement unique) d’un

sous-objet A <5 X vers un sous-objet B Lox , nous utilisons souvent la notation

Acx B

(lire : A est inclus dans B sur X); le “A” est une abréviation pour “la paire A, a”, et similairement
pour B. Le “X” en indice est destiné a nous rappeler cela.

FATIMA : Pouvez-vous expliquer 'inclusion d’une partie dans une autre avec un diagramme ?

Oui. Supposons que sur certains bureaux de la classe, il y ait des piles de papiers. Si B est I’ensemble

des piles de papiers, nous avons I’application injective de B vers I’ensemble des bureaux, appelons-la

B £ X. Nous avons aussi une application injective o de ’ensemble A des étudiants vers I’ensemble

X des bureaux, chaque étudiant occupe un bureau. Maintenant, supposons que chaque étudiant a
une pile de papiers, et qu’il puisse aussi y avoir des piles de papiers sur des bureaux non-occupés.
Alors le diagramme des deux inclusions est le suivant :

set of students = A B = set of piles of paper

qui montre que les bureaux occupés par les étudiants sont inclus dans les bureaux sur lesquels il y
a une pile de papiers. La raison ou la “preuve” pour cette inclusion est une application A — B
(affectant & chaque étudiant la pile de papiers sur son bureau) telle que Sf = a. Cette application
est la (seule) preuve de la relation A Sx B.

DANILO : Mais si chaque pile de papier appartient a un étudiant, ’application évidente est de B
vers A, affectant a chaque pile de papier son propriétaire.

Oui, nous aurions alors une application B —> A, mais elle pourrait ne pas étre compatible avec les
inclusions a et 8 de A et B dans X ; en général ag = 3.

DANILO : Alors on devrait dire “si f existe”.

Tout a fait! C’est ce qui importe. Une telle application f peut ne pas exister, mais il ne peut y en
avoir plus d’une puisque S est a part.

D’un autre coté, dans quelques cas, Papplication g peut aussi étre dans la catégorie 2(X); i.e. elle
peut étre compatible avec a et 8 (ag = 3). Si tel est le cas, il est aussi vrai que

Bcx A

Alors, en fait, les applications f et g sont inverses 'une de I'autre, de telle facon que A et B sont

des objets isomorphes; et plus que ¢a : A <> X et B L. X sont des objets isomorphes dans 2(X).
Ainsi, nous avons :

Si Acx B et Bcx A alors Ax~x B.

Que signifie un isomorphisme de sous-objets ? Supposons que le vendredi et le lundi, les étudiants
des ensembles d’étudiants F' et M occupent exactement les mémes chaises dans la classe. Alors
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nous avons deux applications différentes vers les ensembles de chaises, mais elles sont isomorphes :

S

Fe———M

a 3
X

Puisque entre deux sous-objets isomorphes, il n’y a qu'un seul isomorphisme, nous les traitons
comme le “méme sous-objet”.

L’idée d’une chaise occupée peut étre exprimée de la fagon suivante : supposons que I'on ait un
sous-objet A <% X et une figure T — X (qui n’est pas supposée étre injective). Dire que - est
dans le sous-objet A <% X (écrit x ex A) signifie qu’il existe un T %> A pour lequel aa = .
Maintenant, puisque « est injective, il y a au plus un a, ce qui prouve que x €x A. Par exemple,
si Danilo s’assoit sur cette chaise, alors Danilo est la preuve que cette chaise est occupée. Selon la
définition ci-dessus, sion a x € A et A< B (le X étant compris) alors nous pouvons conclure que

x € B, dont la preuve n’est rien d’autre que la composée des applications T'—— A —— B prouvant
respectivement z € A et A € B.

La propriété ci-dessus (si x — A et A — B alors x —> B) est parfois prise comme la définition de
Iinclusion, & cause du résultat suivant : si pour tous les objets T et toutes les applications T —— X
telles que x € A it is vrai that x € B, alors nécessairement A < B.

2. Topos et logique

11 est clair de ce qui précéde qu’on peut discuter de la catégorie 2(X) et des relations <, € dans
n’importe quelle catégorie €, mais la structure “logique” est beaucoup plus riche pour ces catégories
connues sous le nom de topos.

Définition : Une catégorie € est un topos si et seulement si :

1.€ a0, 1, x, +, et pour tout objet X, /X a des produits.

2. € a des objets applications Y X, et

3. € a un “objet valeur-de-vérité” 1 — Q (également appelé “classifiant de sous-objets”).

La plupart des catégories que nous avons étudiées sont des topos : les ensembles, les graphes irré-
flexifs, les systémes dynamiques, les graphes réflexifs. (Les ensembles pointés et bipointés ne sont
pas des topos, puisque le fait d’avoir des objets applications implique la distributivité.)

Nous avons vu a la session précédente que 'objet valeur-de-vérité dans la catégorie des ensembles
est 2 = vrai, faux, alors que ceux des systémes dynamiques et des graphes irréflexifs sont respec-
tivement

true

o0 0o -0 O
C mi | (=

true

vrar

La propriété définissant un objet valeur-de-vérité ou un sous-objet classifiant 1 — Q était que
pour tout objet X, les applications X — 2 sont “les mémes” que les sous-objets de X. Cette idée
est abrégée symboliquement en

X —0
7> X
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Cela signifie que pour chaque sous-objet, A <> X de X, il existe exactement une application
X 240

ayant la propriété que pour chaque figure T —> X, @4(x) = vrair si et seulement si la figure
est incluse dans la partie A <> X de X.

X—Q

P4

La conséquence de I'existence d’un tel objet est que tout ce qu’on peut dire a propos des sous-objets
d’un objet X peut étre traduit en des énoncés a propos des applications de X vers €.

Quelle est la relation entre cela et la logique? On peut considérer le produit  x Q et définir
(vrai,vrai)

I’application 1 Q) x Q. Elle est injective parce que toute application dont le domaine
est terminal est injective; par conséquent, c’est vraiment un sous-objet et il a une application
classifiante, ou application caractéristique €2 x Q@ — ). Cette application classifiante est 'opération
logique “et”, notée de différentes facons comme “&” et “A”. La propriété de cette opération est que
pour tout T —%» Q x Q, disons a = (b, c) ol b et ¢ sont des applications de T" vers §, 'application
composée

bac

(qui est habituellement notée b A ¢ plutét que A o (b, ¢y, exactement comme on écrit 5 + 3 plutdt
que + 0{5,3)) a la propriété que b A ¢ = vrair si et seulement si (b, c) € {vrai,vraiy, qui signifie
précisément : b = vrair et ¢ = vrair.

Maintenant, comme b est une application dont le codomaine est ), par la propriété définissant
Q, elle doit étre application classifiante d’un sous-objet de T\, B — T. De la méme fagon, ¢ est
Iapplication classifiante de quelques autres sous-objets, C' < T, et le sous-objet classifié par b A ¢
est appelé l'intersection de B et C.

3 ”

Une autre opération logique est 1’“implication”, qui est notée C’est aussi une application
Q x Q) — Q, définie comme I'application classifiante du sous-objet S < €2 x Q2 déterminé par toutes
ces (o, 3) dans Q x  telles que o € f.

—

Il y a une troisiéme opération logique appelée “ou” (disjonction) et notée “v”, et il y a des relations
au niveau des opérations A, = , v, qui sont complétement analogues aux relations parmi les
opérations catégoriques x, objet application, et +. Rappelez-vous que ces relations étaient

X — By x By X —YT B1+ By, — X
X — B, X — By TxX—Y B — X,By, — X

Les cas particuliers parmi ceux-ci dans la catégorie 2(X) des sous-objets de X sont les régles de
logique suivantes :

£ B1 A P £c(a =) B1v P2
EcBietéc B Ernach Br1S&B2¢

La regle du milieu est appelée régle d’inférence du modus ponens.
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FATIMA : La derniére ne devrait-elle pas dire “ou” plutot que “et” ?

Non. Pour que la disjonction “#; v 827 soit incluse dans &, il est nécessaire qu’a la fois 57 ET By
soient inclus dans £. C’est une autre manifestation du fait que les produits sont plus basiques que
les sommes. La conjonction “et” est réellement un produit, elle est encore nécessaire dans le but
d’expliquer la disjonction “ou”, qui est une somme.

Un élément remarquable & propos de 'application classifiante d’un sous-objet est que bien que le
sous-objet soit juste déterminé par les éléments sur lesquels ’application classifiante prend la valeur
“orai”, application classifiante assigne aussi de nombreuses autres valeurs aux éléments restant.

Ainsi, ces autres valeurs sont en quelque sorte déterminées justement par ces éléments sur lesquels
I’application prend la valeur “vrai”.

11 est aussi possible de définir une opération de négation (“non”) par

non @ def [¢ = faux]

Alors on peut prouver ’égalité
@ Anon ¢ = faux

et I'inclusion
S non non .

Dans la plupart des catégories, cette inclusion n’est pas une égalité. La propriété universelle (régle
d’inférence) pour = entraine que pour tout sous-objet A d’un objet X, non(A) est le sous-objet
de X qui est le plus grand parmi tout les sous-objets dont 'intersection avec A est vide. Voici un
exemple dans les graphes.

La logique dans un topos tel que celui-ci est dite non-Booléenne ; ’algébriste et logicien G. Boole a
traité le cas particulier selon lequel non non A = A. Noter, cependant, que dans cet exemple

non nonnon A = non A
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Séminaire BOURBAKI 513-01
30° année, 1977/78, n° 513 Février 1978

LOGIQUE, CATEGORIES ET FAISCEAUX
(D’apres F. Lawvere et M. Tierney)
PIERRE CARTIER

A Alexander Grothendieck,

pour son 50°"° anniversaire.

1. Introduction

1.1. La logique “classique”

La logique “classique” a été codifiée pour plus de deux millénaires par Aristote dans son ouvrage
70 Opyavov. Par une analyse de la pratique des sciences mathématiques et de 'argumentation
juridique, il met en évidence le caractere hypothétique des jugements comportant nécessairement
hypothese et conclusion. Le role de la logique est d’étudier les régles de déduction par lesquelles, a
partir de certains jugements vrais (ou acceptés comme tels par I'interlocuteur), on peut en fabriquer
de nouveaux. Le modele de ces regles resta longtemps le syllogisme qui sous sa forme la plus simple
(“barbara”) se traduit ainsi :

Tout B est C
(or) Tout A est B

(donc) Tout A est C.

Une fois admis le principe du tiers exclus (“toute assertion est vraie ou fausse”), on est aussi conduit
a cette extraordinaire création de I'esprit chicanier des Grecs : le raisonnement par ’absurde.

L’analyse classique confond les relations des types “A appartient a B” et “A est contenu dans B”.
Les logiciens du 19° siecle découvrent progressivement que la logique aristotélicienne est une logique
des classes, maniant les relations que nous notons A C B et AN B = &, ainsi que leurs négations.
Peu a peu, on s’enhardit a traiter de relations plus complexes entre classes, et a créer un véritable
calcul logique (voir [14], chapitre 2, pour une mise au point moderne). Mais on rencontre ici une
difficulté assez subtile ; en effet, dans une assertion du type

(ACB) = (AcC(O)

par exemple, on doit distinguer les notions voisines d’implication logique ( = ) et d’inclusion des
classes (C). De méme, le mode de déduction appelé “modus ponens” (de A et A = B, on ale
droit de conclure B) oblige a séparer plusieurs niveaux d’implication, comme il est illustré de ma-
niere burlesque dans I'apologue “Achille et la tortue” de Lewis Carroll. Frege [13] fait la remarque

Je remercie vivement F. Lawvere et J. Bénabou pour leurs indications et les documents qu’ils m’ont communiqués
lors de la préparation de cet exposé.



fondamentale qu’il ne suffit pas qu'un jugement soit formulé d’une maniere grammaticalement cor-
recte pour qu’il soit vrai; il invente un nouveau signe a ce propos : pour lui - A signifie que 'on
affirme A comme vrai. On doit a Gentzen [12] et a son calcul des séquents la distinction définitive
entre affirmation A F B d’un jugement hypothétique d’hypothese A et de conclusion B, et une
implication “interne” congue comme opérateur dans I’ensemble des “formules logiques”. Il met aussi
en évidence que le maniement des regles de déduction présuppose un résidu irréductible de logique
extérieur au systeme formel.

1.2. Paradoxes

Frege et Peano imposent la distinction entre les relations © € A et A C B et Peano invente les signes
nécessaires. Frege [13] découvre aussi 'importance des quantificateurs. Avec Cantor et Dedekind,
on s’enhardit & considérer comme un tout la classe des objets satisfaisant a une propriété donnée et
a introduire cette classe comme sujet dans des jugements d’un ordre supérieur : Cantor va si loin
qu’il consideére tout objet mathématique comme un ensemble, au moins jusqu’a la découverte des
antinomies, telles celle de Russell sur I'ensemble des z tels que x € x. Si la seule relation primitive
est €, il faut donc abandonner 'illusion que toute propriété définit un ensemble légitime. Deux
solutions ont été offertes a cette difficulté. Russell restreint la portée de la relation € au moyen
des types, de sorte que 1'on n’a plus le droit d’écrire x ¢ x. Zermelo, Fraenkel et leurs successeurs
délimitent par axiomes le champ des relations “collectivisantes” qui définissent des ensembles. Un
systeme intermédiaire (d’ailleurs équivalent a celui de Zermelo-Fraenkel) est celui de von Neumann,
Godel et Bernays qui ne retiennent que deux types : ensembles et classes.

Mais cette axiomatisation de la théorie des ensembles laisse ouverts deux énormes problemes,
concernant l'axiome du choix et ’hypotheése du continu. Godel [45] démontre en 1940 leur non-
contradiction, grace a I'emploi du modele interne de la théorie des ensembles fourni par les en-
sembles “constructibles”. Tl faut attendre 1963 pour apprendre de Cohen [44] que ces deux axiomes
sont indépendants des axiomes non controversés. Cohen invente & ce propos la méthode du “for-
cing” : elle consiste a introduire un ensemble indéterminé a d’entiers (positifs), et pour chaque
entier n d’étudier la classe des assertions qui sont forcées par la connaissance du segment a N [0, n]
de a. On est ainsi amené a codifier une logique qui se développe au fur et & mesure qu’on obtient
des informations supplémentaires (reflétant d’ailleurs le développement réel des connaissances). Si
le principe du tiers-exclus reste vrai a la limite, on dispose a chaque étape finie de relations vraies,
fausses ou indéterminées : il est remarquable que les régles de déduction ainsi obtenues soient pra-
tiquement identiques a celles qu'Heyting [19] et Kripke ont formulées en traduisant la philosophie
“intuitionniste” de Brouwer.

Une variante de la méthode de Cohen est due a Scott et Solovay [48, 50]. Elle consiste & supposer
qu’'une relation cesse d’étre vraie ou fausse, mais qu’elle est susceptible de valeurs logiques inter-
médiaires, appartenant a une algebre de Boole. Cette démarche est familiere dans le calcul des
probabilités, ou depuis Kolmogoroff on interpréte cette algébre au moyen des parties mesurables
de lespace € ou les Dieux jouent aux dés (il est remarquable que Boole ait introduit le calcul qui
porte son nom pour exprimer des raisonnements probabilistes).



1.3. Catégories

Une ligne de développements bien différente est issue des travaux de Mac Lane et Eilenberg sur
les catégories. Apres le succes spectaculaire des méthodes catégoriques en Algebre, Topologie et
Géométrie algébrique, il était naturel de chercher a inclure la théorie des ensembles elle-méme dans
ce cadre. C’est ce qu’entreprend Lawvere & partir de 1963, sur l'instigation d’Eilenberg. Lawrere
propose en 1964 un nouveau systeme d’axiomes pour la catégorie des ensembles [1, 2] puis découvre
la signification logique de la relation d’adjonction entre foncteurs [3, 4] et étend de maniére impor-
tante le role des quantificateurs [5].

A peu prés au méme moment, Grothendieck [23, 24] pousse jusqu’a ses conséquences ultimes 'idée
des surfaces de Riemann, et réalise que la “topologie” d’une variété algébrique X réside non seule-
ment dans ses ouverts au sens de Zariski, mais aussi dans les variétés algébriques étalées sur X.
Il étend & cette situation nouvelle la technique des faisceaux, dont I'usage était bien établi en
Géométrie algébrique grace a Cartan et Serre. Grothendieck développe une vaste théorie des “to-
pologies” sur une catégorie, et des catégories de faisceaux qui leur sont associées. Il baptise topos
ces dernieres, et remarque qu’elles sont 'objet fondamental, ce que justifie Giraud en caractérisant
axiomatiquement les topos.

Une des idées-clé de Grothendieck est celle de “famille de variétés algébriques” Lawvere [5, 6, 7]
réalise progressivement la synthese de cette idée avec celle d’ensembles variables, rencontrée dans la
logique intuitionniste, le forcing ou le calcul des probabilités. Acceptant le slogan de Grothendieck
selon lequel la catégorie des faisceaux sur un espace topologique a les “mémes” propriétés que celle
des ensembles “constants”, il tire de son axiomatique des ensembles et de la définition des topos
par Giraud une nouvelle définition des topos qui a 'avantage d’étre absolue et de ne pas s’inscrire
a l'intérieur d’une théorie des ensembles préétablie. Son axiomatique est progressivement simplifiée
et conduit a la théorie élémentaire des topos qui se développe rapidement entre 1969 et 1975. Un
des avantages de cette théorie est que chaque topos contient automatiquenent un objet 2 qui joue
le role d’ensemble des valeurs logiques; et qu’il n’est plus nécessaire de I'imposer de 'extérieur
comme dans les modeles booléens de Scott et Solovay. Du coup, la logique intuitionniste des types
apparait comme la norme naturelle dans les topos; ce n’est pas fortuit que I’ensemble des ouverts
d’un espace topologique ait la structure d’une algebre des propositions au sens de Brouwer-Heyting.

Ce nouveau point de vue suggere que I'on peut réaliser des modeles non orthodoxes de la théorie
des ensembles en combinant I'usage des faisceaux avec la technique des ultraproduits. C’est ce que
démontre Tierney [53] en donnant une nouvelle version, plus compréhensible, de la démonstration
par Cohen de I'indépendance de 'hypothése du continu. La démonstration de Tierney laissait ou-
verte la question des rapports entre la théorie des topos et les théories orthodoxes des ensembles,
mais cette lacune est rapidement comblée par Cole [52], Mitchell [39] et Osius [52] par usage d'un
artifice ancien de Mostowski [47].

1.4. Diagrammes

Eilenberg et Mac Lane ont souvent insisté sur 'importance des raisonnements par diagrammes, qui
évitent le recours a la notion d’élément et gardent un sens dans toute catégorie. Malheureusement,
des arguments simples se transforment souvent en de monstrueux diagrammes qui envahissent les
pages imprimées. Par un étrange retour des choses, ces représentations ont été réhabilitées récem-
ment. Dans des versions successivement affinées, Mitchell [39], Osius [40, 41] et Bénabou [36] ont



proposé un “langage interne” des topos qui permet l'interprétation de toute relation de la logique
des types a U'intérieur d'un topos donné. S’appuyant sur les idées de Bénabou, Coste [37] a montré
que la logique intuitionniste (révisée sur un point concernant les variables libres) était la logique
adéquate a ce type de modele en démontrant un théoreme de complétude. Un des avantages de
cette méthode est de remplacer des constructions assez compliquées dans des faisceaux par des
raisonnements “ensemblistes” élémentaires.

Il semble que la théorie des topos a maintenant atteint une certaine stabilité, comme en témoigne
la parution récente du premier ouvrage [31] entierement consacré a ce sujet. On va essayer dans la
suite de cet exposé de décrire la théorie telle qu’elle apparait aujourd’hui. Il faudra d’abord décrire
la logique intuitionniste.

2. Outils de la logique

2.1 Algebres de Heyting et de Boole!

Rappelons qu’un treillis est un ensemble ordonné T ou deux éléments arbitraires a, b ont une borne
supérieure a V b et une borne inférieure a A b. On a les relations suivantes dans 1" :

aVa=a, aVb=>bVa, aV(bVe)=(aVb) Ve (1)
aNa=a, aNb="DbAa, aN(bAc)=(aANb)Ac (2)
aN(aVvb)=aV(aAb)=a. (3)

Inversement, si ’'on s’est donné deux opérations V et A dans un ensemble T satisfaisant aux rela-
tions (1), (2) et (3), c’est un treillis dans lequel la relation d’ordre est définie par

a<b < a=aAb <<= aVb=>b (4)

Un treillis est dit distributif s’il satisfait aux deux relations équivalentes suivantes :
aN(bVe)=(aNb)V(aAc), aV(bAc)=(aVb)A(aVc), (5)

Une algébre de Heyting est un treillis H possédant un plus petit élément 0 et un plus grand élément
1, muni d’'une opération — telle que les relations a A b < c et a < (b — ¢) soient équivalentes. 11
y a unicité de 0, 1 et de 'opération —, et une algebre de Heyting est un treillis distributif. Pour
tout a dans H, notons a’ 1’élément a — 0 de H. On a alors les relations

a<a", anNa =0 (6)
et 'application a — a’ est décroissante, d’ou aussitot a’ = a’”.

Une algébre de Boole B est une algebre de Heyting dans laquelle on a a = a”, ou ce qui revient au
méme a A a’ = 1. Il revient au méme de supposer que B est un treillis distributif, et qu’a chaque
élément a de B, on peut associer un élément o’ tel que aAad’ =0et aVa' = 1;1il y a alors unicité de
a’. Une structure d’algebre de Boole sur un ensemble B équivaut a une structure d’anneau booléen,
c’est-a-dire dans lequel on a 'identité a?> = a. Les éléments 0 et 1 sont les mémes pour les deux

1. of. [17], [22]



structures, et 'on a identiquement a A b = ab. Les autres opérations sont reliées de la maniere
suivante :

a+b=(aNlV)V(dND) (7)
aANb=a+b+ab, d=1+a. (8)

Soit H une algebre de Heyting. Un opérateur modal dans H est une application j de H dans H
satisfaisant aux relations

i) =1, i(i(a)) = ja),  jlanb) = j(a) Aj(b). (9)

Si 'on a de plus j(a) pour tout a dans H, I'ensemble H; des a dans H tels que j(a) = a est une
algebre de Heyting, ou la borne inférieure de a et b est a A b, et leur borne supérieure est j(a V b),
tandis que l'opération — est donnée par j(a — b). Dans toute algebre de Heyting, I’application
a — a” est un opérateur modal, et 'ensemble des a tels que a = a” est une algebre de Boole.

Toute algebre de Heyting H se plonge dans une algebre de Boole au sens suivant : il existe une
algeébre de Boole B et un opérateur modal j dans B tel que J(a) < a et que H soit égal a I'algebre
de Heyting B;. Si l'on suppose de plus que H engendre l'algebre de Boole B (comme anneau par
exemple), alors il y a unicité de (B, j) (voir [20]).

2.2. Représentation topologique des algébres de Boole?

Soit B une algebre de Boole, considérée comme anneau booléen. Soit S le spectre de B, ¢’est-a-dire
I’ensemble des homomorphismes d’anneau de B dans le corps a deux éléments Fp. Si uw est un
homomorphisme de B dans un corps K, on a u(B) C {0, 1} puisque tout élément a de B satisfait
a a® = a, donc K est de caractéristique 2 et u prend ses valeurs dans le sous-corps F» de K. Or B
est un anneau commutatif, et 0 est le seul élément nilpotent de B; d’apres des théoremes connus
d’algebre, I'intersection des noyaux des éléments de S est réduite a 0. Pour tout a dans B, soit
[a] I'ensemble des u dans S tels que u(a) = 1. 1l existe alors sur S une (unique) topologie d’es-
pace compact totalement discontinu telle que I'application a — [a] soit un isomorphisme de B sur
I'agebre de Boole formée des parties ouvertes et fermées de S (théoréme de représentation de Stone).

Un treillis S est dit complet si toute partie de 1" possede une borne supérieure, donc aussi une
borne inférieure. Un treillis distributif est automatiquement une algebre de Heyting. On parlera
donc d’algebre de Heyting complete, et en particulier d’algebre de Boole complete.

Soit X un espace topologique et soit U, ’ensemble de ses parties ouvertes.

Pour la relation d’inclusion, U est une algebre de Heyting compléte, avec a Ab=aNb,aVb=aUb
et ou d est I'intérieur du complémentaire de a dans X. D’apres la fin du n® 2.1, 'ensemble des
ouverts a de X tels que a = a” (c’est-a-dire égaux a U'intérieur de leur adhérence) est une algebre de
Boole complete. En particulier, si B est une algebre de Boole, ’ensemble B des parties du spectre
S de B qui sont égales a l'intérieur de leur adhérence est une algebre de Boole complete, et B est
isomorphe a une sous-algebre de Boole de B.

On dit qu'une algebre de Boole B satisfait a la condition de chaine dénombrable si toute partie [
de B telle que a A b = 0 pour a,b distincts dans I est dénombrable. C’est le cas si B est composé

2. Cf. [18], [48, chap. 2]



de parties ouvertes d'un espace compact X qui possede une mesure de Radon de support X.

2.3. Adjonction dans les ensembles ordonnés

La notion d’adjonction dans les ensembles ordonnés est un cas particulier d’'une notion générale
pour les catégories. L’'importance de ce cas particulier a été mise en évidence par Lawvere [3, 4].

Soient T' et T" deux ensembles ordonnés, f : T — T" et g : T" — T deux applications. On dit que f
est adjointe a gauche de g, et g adjointe a droite de f, si la relation f(t) < ¢’ équivaut a t < g(t')
quels que soient ¢ dans T et t’ dans 7". Cette relation se note f 4 g ou g F f. Une application f de
T dans T" a au plus une adjointe & droite.

Sous les hypotheses précédentes, on a t < gf(t) pour ¢t dans T et fg(t') < t' pour tout ¢ dans
T'; on en déduit fgf = f et gfg = g, et Papplication gf de T dans T est idempotente d’image
Ty = g(T") ; de méme, l'application fg de 7" dans 7" est idempotente, d'image 77 = f(7'). Comme
les applications f et g sont croissantes, elles induisent des automorphismes réciproques d’ensembles
ordonnés

f1
T, Tj.
g1

Si deux éléments ¢, et t5 de T ont une borne supérieure t1 V to, alors f(¢1) et f(t2) ont une borne
supérieure dans 7", et 'on a

ft1Vity) = f(t1) Vv f(ts) pourty, ty dans T. (10)
On établit de maniere analogue la relation

gt N ts) = g(t}) Ag(ty)  pour t, t dans T". (11)

Donnons des exemples d’adjonction :
a) Soit H une algebre de Heyting, et posons T'=T" = H ; fixons a dans H. Si I'on pose
fl@)=aArz,g(x)=a—2, (12)
la définition de I'opération — se traduit par f - g.

b) Soit toujours H une algebre de Heyting et soit H I’ensemble ordonné obtenu en renversant
la relation d’ordre dans H. Alors l'application a — &’ de H dans H°P est adjointe a gauche
de I'application a — a’ de H°P dans H.

Les propriétés élémentaires des algebres de Heyting découlent aussitét des propriétés géné-
rales de 'adjonction appliquées aux exemples a) et b).

¢) Pour tout ensemble X, on note P(X) I’ensemble des parties de X ordonné par inclusion. C’est
une algebre de Boole compléte®. Soit f : X — Y une application, et soit f*: P(Y) — P(X)

3. Un opérateur modal j dans P(X) tel que j(A) C A n’est autre qu'une topologie 7 dans X, ou plutdt
I'application qui associe & toute partie de X son intérieur pour 7. Dans ces conditions, P(X); est 'algebre de
Heyting formée des ouverts de X pour 7.



I’application qui a toute partie B de Y associe son image réciproque par f dans X. De méme,
lopération d’image directe est une application f, : P(X) — P(Y). On a alors f, 4 f*.

d) Sous Les hypotheses de ¢), on définit comme suit une application f, de P(X) dans P(Y)
telle que fi - f* : pour toute partie A de X, on note fi(a) 'ensemble des éléments y de Y
tels que A contienne toute la fibre de f au-dessus de y.

Dans les exemples c) et d), Lawvere écrit 3; pour f. et Vy, pour fi, a cause du lien étroit qui existe
entre ces opérations et les quantificateurs (cf. p. 135).

3. Logique intuitionniste

3.1. Logique des propositions

Rappelons les caractéristiques d’une théorie mathématique formalisée. Tout d’abord, on a un pro-
logue composé de déclarations qui spécifient que certains symboles sont des variables, d’autres des
constantes et attribuent un type a chacun d’eux (il est d’usage de postuler une infinité de variables
pour chaque type; la méthode proposée ici, qui évite certaines difficultés logiques, se rapproche
des langages de programmation du type ALGOL). On fixe ensuite des régles de production qui
permettent de définir les formules de la théorie, puis les axiomes et les régles de déduction qui
permettent de démontrer des théorémes. Nous adoptons ici la présentation de Gentzen [12] par les
séquents.

La logique des propositions comporte un nombre indéterminé de variables, toutes d’'un méme type,
dit logique et noté A, et des constantes V, F, V, A, -, = dont voici les types

vV, F type A
- type A = A
VoA, = type A X A — A

Les formules (logiques) sont toutes de type A, et sont définies par les regles de production suivantes :
a) toute variable ou toute constante de type A est une formule;
b) si A est une formule, alors = A est une formule;
c) si A et B sont des formules, il en est de méme de (AV B), (AA B) et (A = B).

Voici la signification de ces regles. Les formules sont des suites de signes, qui sont les variables
et constantes déclarées ci-dessus et les parentheses ( et ). Une construction est une suite ¥ de
telles suites, chacune de ces suites X étant soit une variable ou une constante de type A (reégle a),
soit obtenue en préfixant — a une suite A qui la précede dans ¥ (régle b), soit obtenue comme
une juxtaposition du type (A V B), etc... ou A et B précedent X dans 3 (régle ¢). Une formule
est une suite qui apparait comme la dernieére d’une construction, qui est dite la vérifier. On no-
tera que nous ne cherchons pas a définir ce qu’est une suite de symboles, ni une suite de telles suites!



Voici maintenant les axiomes :
Tautologies : FEA, ARV, AF A
Négation : “AF (A = F), (A = F)F-A

Enfin, les regles de déduction sont les suivantes :

ltoniame . AFBBEC
yiLiogisme : —AI—C

Comie o AF(BAC) AF (BAC) Ab B,AFC
onjoneton : AF B AFC (AVB)FC
b (AVB)EC (AVB)FC AFC,BFC
rjonetion - AFC BFC (AVB)FC
S _(AAB)EC AF (B = C)

b " AR (B = O) (ANB)FC

Un séquent est une suite de symboles de la forme A F B, ou A et B sont des formules. Une dé-
monstration est une suite D de séquents, dont chaque X est un axiome ou résulte d'une regle de
déduction : si 'on applique par exemple le syllogisme, X est de la forme A F C et il est précédé
dans D de deux séquents de la forme A+ B et B C. Un théoréme est un séquent qui apparait
comme le dernier d'une démonstration, qui en constitue la preuve. Un théoréme de la forme V - A
s’écrit plus simplement sous la forme F A et I'on dit alors que la formule A est valide.

La logique des propositions que 1'on vient de décrire est dite “intuitionniste”. Pour obtenir la lo-
gique classique (ou booléenne), il faut ajouter 'axiome de double négation =—A = A, qui entraine
le tiers-exclus - (A V —A).

La lectrice aura remarqué l'analogie des axiomes et regles de déduction ci-dessus avec les regles
de calcul dans une algebre de Heyting. De maniere plus précise, supposons qu’on ait introduit des
variables x4, ..., x, de type X; disons que deux formules A et B sont équivalentes si I’on a prouvé
les deux théoremes A - B et B - A. Les opérations définies dans I’ensemble des formules par
V,A,m et = sont compatibles avec cette relation d’équivalence, et définissent sur ’ensemble
H(zy,...,x,) des classes d’équivalence de formules une structure d’algebre de Heyting; la classe
de F (resp. V) est élément O (resp. 1) de cette algebre de Heyting; si a (resp. b) est la classe de
la formule A (resp. B), la relation a < b signifie que le séquent A - B est un théoreme. En un sens
évident, H(z1,...,x,) est Ialgebre de Heyting libre en les générateurs x4, ..., x, ; d’apres [20], elle
a une infinité d’éléments.

La logique classique conduit de maniére analogue & la construction de I’algebre de Boole libre
B(xy,...,2,) & n générateurs, dont les éléments peuvent s’interpréter comme les 22" applications
de Fy x ... X Fy (n facteurs) dans Fb.



3.2. Logique des prédicats

En plus des variables et constantes logiques introduites au n° 3.1, nous admettons maintenant des
variables de type individu (noté i dans la suite). De plus, on introduit des constantes de deux
especes :
- constantes de fonctions, de type i — 4, ou l'entier n > 0 dépend de la constante; pour
n = 0, on a simplement une constante de type 4 ;

- prédicats de type " — A (méme remarque sur n), parmi lesquels le prédicat d’égalité = de
type i2 — M.

Les formules sont réparties en termes de type i et en relations de type \. Les regles de production
comprennent d’abord les régles a), b) et ¢) du n® 3.1 qui s’appliquent uniquement & des relations
et fournissent des relations. De plus :

d) toute variable ou toute constante de type i est un terme;

e) soient T1,...,7T, des termes; si f eut une constante de fonction de type i" — i et p un
prédicat de type " — X alors f(T1,...,T,) est un terme et p(71,...,T,) une relation (on
écrit T'=T" au lieu de = (T, 7")).

Nous laisserons a la lectrice le soin de définir la substitution de termes Ti,...,7T, a des variables
xy,...,%, de type i dans un terme ou une relation F, le résultat étant noté F(T}|xy,...,T,|z,).

Les régles de raisonnement comprennent d’abord les régles du n° 3.1 appliquées a des relations ; on
a de plus les axiomes d’égalité et la regle de substitution :

Eqalité :

Frx==x

T=T*FS(T|x)=5S(T), T=T+AT|r) = A(T'|x)
Substitution :

AFB
A(T|z) + B(T|x)

ou x est une variable de type i, ou A, B sont des relations et S,T,T" des termes.

On peut formaliser de cette maniére les théories algébriques usuelles (groupes, anneaux, algebres
de Lie,...). Par exemple, la théorie des groupes contient une constante e de type i, une constante de
fonction s de type i — i et une constante de fonction m de type i2 — i et trois aziomes spécifiques

Fm(m(z,y),z) = m(z, m(y, 2))
= (m(z, s(x)) =€) A (m(s(z),z) = e)
E(m(z,e) = z) A (m(e, z) = x),
ou z, y et z sont des variables (distinctes) de type i. Introduisons des variables z,...,z,, de

type 7, et disons que deux termes 1" et 1" sont équivalents si T' = T” est une formule valide de la
théorie des groupes. Comme dans le cas des algebres de Heyting ou de Boole, on montre que 1’en-
semble des classes d’équivalence de termes est le groupe libre G(z1, . .., x,) construit sur z, . .., z,.



Introduisons maintenant les quantificateurs V et 3 et la notion de wvariable libre dans une relation.
Ceci se fait au moyen des regles suivantes :

f) si Ty,...,T, sont des termes et p un prédicat de type i — A, toute variable intervenant
dans p(Ti,...,T,) est libre et il n’y en a pas d’autre;

g) si A et B sont des relations, une variable est libre dans = A (resp. AV B, etc...) si elle est
libre dans A (resp. dans A ou dans B) et il n'y en a pas d’autre;

h) si x est une variable libre dans une relation p, alors Va(p) et Jz(p) sont des relations ou sont
déclarées libres toutes les variables libres dans p a ’exception de .

Nous laisserons a la lectrice le soin de généraliser ce qui précede au cas ou l'on a plusieurs types
d’individus, et définir les types libres d’une relation.

Les axiomes et régles de déduction sont ceux énoncés précédemment, aux réserves suivantes pres :

1) dans le syllogisme et la conjonction, tout type qui est libre dans la ligne du haut doit appa-
raitre comme 1'un des types libres dans la ligne du bas;

2) la tautologie A F V et I'axiome d’égalité F = = x sont remplacés par la régle suivante
AF(xy=21) Ao A (2 = 1)

ou x1,...,T, sont des variables d’individus dont les types contiennent exactement tous les
types libres dans la relation A.

Il faut ajouter les régles de déduction pour les quantificateurs :

Universel :
A+ B At Vx(B)
Ak Vz(B) A+B
FExistentiel :
BFA Jx(B)F A
Jz(B)F A BFA

ou A et B sont des relations, et ou la variable d’individu z est libre dans B, mais non dans A.

La logique des prédicats (ou logique du premier ordre) peut s’étendre en une logique des types (ou
logique d’ordre supérieur). Sans entrer dans les détails d’une description formelle, disons qu’'on a
une hiérarchie de types engendrée par la regle de production : si ¢,¢,...,t, sont des types, il en
est de méme de t; X ... X t, — t. On a alors vraiment le droit de considérer par exemple V comme
un individu de type A x A = \. La nouveauté est le principe d’abstraction suivant qui conduit au
calcul de A-conversion de Church [10] :

i) si f est une formule de type s contenant une variable libre = de type ¢, alors A, f est une formule
de type t — s, ou x n’est plus une variable libre.

Autrement dit, on a le droit de considérer une fonction de la forme = +— f(x), définie par une
formule, comme un individu du type approprié; on peut en particulier introduire des prédicats
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variables, des prédicats de prédicats, etc. On renvoie la lectrice au traité de Curry [11] pour le
développement de ces idées sous le nom de logique combinatoire.

3.3. Modéles d’une théorie

Tout groupe explicitement construit est un modele de la théorie des groupes. Dans un tel groupe,
on dispose en effet d’un ensemble G, d'un élément € de G et de deux applications T : G x G — G et
5:G — G. Soit T un terme de la théorie des groupes construit a partir de e,m et s et de variables

x1, ..., X,. En “interprétant” e comme €, ..., et xq,...,x, comme des éléments variables de GG, on
associe a T une application T' de G™ dans G. Si T et T” sont deux termes construits a partir de ces
mémes variables x1,...,xz,, la relation R égale a T' = T est interprétée comme l’ensemble R des

éléments (g1, ..., g,) de G™ tels que I'on ait T(gy,...,9n) = T'(g1,- - -, gn). A partir de 1a, on peut
interpréter des relations plus compliquées, & A A B correspondant par exemple A N B. Dire que G
est un groupe signifie que, pour toute relation A a n variables qui est un axiome de la théorie des
groupes, on a A = G"™. On a alors A = G™ pour toute formule valide A de la théorie, comprenant
n variables.

On définit de maniere analogue la notion de modele pour toute théorie qui s’exprime dans la logique
des prédicats : il est décrit par la donnée d’un ensemble de base X; pour chaque type d’individu 4,
d’une application f : X;, x...x X;, — X; pour toute constante de fonction de type iy X ... x4, — i
et d'une partie p de X;, x ... x X, pour tout prédicat de type i1 X ... x 2, — A. Comme précédem-
ment, I'interprétation d’un terme donne une fonction et celui d’une relation donne une partie d’un
ensemble X;, x ... x X, . Précisons l'interprétation des quantificateurs : si par exemple la relation
A contient deux variables libres x et y de types respectifs i et j, alors Jz(A) s’interpréte en f,(A)
et Vz(A) en fi(A) ou A est la partie de X; x X; qui interpréte A et f est la projection de X; x X
sur le deuxiéme facteur. On postule que l'interprétation de chaque axiome spécifique de la théorie
est la partie pleine du produit correspondant d’ensemble X;, et il en est alors de méme pour toute
formule valide.

Scott et Solovay ont généralisé la notion de modele en celle de modéle booléen. En plus des ensembles
X;, on se donne une algebre de Boole complete B ; 'interprétation des prédicats est modifiée, au
prédicat p de type i1 X ... X2, — A correspondant une application p de X;, x...x X; dans B. Cela
revient en fait a traiter le type logique A sur le méme plan que les types d’individus, et & considérer
les opérateurs logiques V, A, =, = comme des constantes de fonctions du type approprié, qui
seront interprétées comme les opérations de Boole dans B = X,. Avec les notations ci-dessous, la

relation Jx(A) s’interprete comme application y — sup[A(z,y)|z € X;] et de méme Va(A) s’in-
terpréte comme Papplication y — inf[A(z,y)|z € X;] de Xj dans B. On dit qu'une relation A est
validée dans le modele M (notation Fj; A) si A est la fonction constante de valeur 1. On postule
que tout axiome explicite de la théorie est validé dans le modele M et il en sera de méme de toute

formule valide.

Nous avons admis implicitement que I'on utilisait la logique classique. On peut procéder de maniére
analogue en logique intuitionniste en remplacant 1’algebre de Boole complete B par une algebre de
Heyting complete H. Classiquement, on n’admet que les modeles ot chacun des ensembles X; est
non vide; en logique intuitionniste, un ensemble peut étre partiellement vide, et cette restriction
n’est plus tenable, et ¢’est pourquoi nous avons dii amender les regles de déduction du paragraphe
3.2.
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4. Catégories et faisceaux

4.1. Topos élémentaires

Un topos élémentaire 7 est une catégorie ou est défini le produit cartésien X x Y de deux objets
X et Y, munie d’un objet final noté 1, et dans laquelle on a associé a tout objet X un objet P(X)
et un monomorphisme ex : >y — X X P(X) satisfaisant a la propriété universelle suivante :

(Top) Etant donnés deuz objets X et'Y et un monomorphisme i - S — X x Y, il existe un mor-
phisme u Y — P(X) et un seul pour lequel il existe un carré cartésien :

S—>’ XxY

_]‘/ llxXU
€X

Yx——— X x P(X)

Réciproquement, u étant donné, il existe un monomorphisme 1 et un carré cartésien comme ci-
dessus.

Intuitivement, on doit considérer P(X) comme I'ensemble des parties de X et 3"y comme le graphe
de la relation d’appartenance restreinte & X x P(X).

La structure d’un topos est extrémement riche ; elle permet en particulier I'interprétation des rela-
tions de la logique intuitionniste des prédicats. Tout d’abord, on appelle élément global (ou section)
d’un objet X de T tout morphisme de 1 dans X, et sous-objet de X tout morphisme de 1 dans
P(X). Soit ¢ : S — X un monomorphisme ; faisant ¥ = 1 dans l'axiome (Top), on obtient un mor-
phisme de 1 dans P(X); c’est-a-dire un sous-objet de X qu’on appelle I'image de i. En particulier,
'image de l'identité Iy : X — X est un sous-objet de X, qu’on note X. Posons Q = P(1). Echan-
geant les roles de X et Y dans l'axiome (Top), on associe a tout sous-objet z de X un morphisme
v, : X — €, qu’on appelle le morphisme caractéristique de z. Réciproquement, tout morphisme ¢
de X dans € est le morphisme caractéristique d’un sous-objet de X, qu’on appelle I’eztension de
¢ et qu’on note [z € X|p(z)].

Pour tout objet X de 7T, le morphisme diagonal Ay : X — X X X est un monomorphisme, et
le morphisme caractéristique de son image sera noté =y. De méme, on note €x le morphisme
caractéristique de I'image de ex : Y x — X x P(X). Si f et g sont deux morphismes de X dans

un méme objet Y, le morphisme composé X (f—’gg Y xY =5 Qest le morphisme caractéristique
d’un sous-objet de X qu’on appelle I'égalisateur de la paire (f,g). L’existence d’égalisateurs dans
T montre que 'on peut y définir les produits fibrés.

On définit ensuite les opérateurs logiques dans ’objet §2, qui joue le role d’objet des valeurs logiques.
La définition de V, A et = est particulierement simple. Tout d’abord, le morphisme Vx : x — Q
est le morphisme caractéristique du sous-objet [x] de X et V' = V. Le morphisme A de Q x Q dans
Q2 est le morphisme caractéristique de 1’égalisateur des morphismes I x Vg et Vi x Ig de Q2 x Q
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dans Q x Q. Enfin, le morphisme = de 2 x ) dans 2 est le morphisme caractéristique de 1’éga-
lisateur des morphismes p; et A de 2 x €2 dans €2, ou p; est la premiére projection du produit €2 x €.

L’étape suivante est la définition d’opérations entre les objets du type P(X). Soit f : X — Y
un morphisme. L’axiome (Top) établit une correspondance bijective entre morphismes de Y dans
P(X) et morphismes de X x Y dans Q; par les arguments fonctoriels usuels, on en déduit que
P est un foncteur contravariant, autrement dit on associe a f un morphisme f* = P(f) de P(Y)
dans P(X). On construit ensuite des morphismes f,, et f; de P(X) dans P(X) qui ont les mémes
propriétés formelles que dans le cas ensembliste (cf. § 2.3). L’image de f est un sous-objet de Y';
on peut le définir comme le composé f,[X] : 1 — P(Y). On notera aussi {.} le morphisme de X
dans P(X) qui correspond par l’axiome (Top) au morphisme diagonal Ay : X — X x X.

Pour interpréter une formule de la logique des prédicats, on doit associer a chaque type i en jeu un
objet X; de T', avec en particulier X, = {2; a chaque constante de fonction de type 23 X ... X4, — ¢
est associé un morphisme de X;, x...x X, dans X; et a chaque prédicat p de type 13 X ... X7, = A
un morphisme de X;, x...x X, dans (2. Les opérateurs logiques V, A, ... seront interprétés comme
les opérateurs de méme nom dans 2. Une constante de type i sera interprétée comme un élément
global de X;. On supposera que, pour tout type ¢ en jeu, on a deux prédicats =; et €; qui seront
interprétés au moyen de =y, et €x, respectivement. Puisque nous disposons des opérations f, et f,
on pourra interpréter les quantificateurs comme dans le cas ensembliste (cf. § 3.3). En conclusion,
Iinterprétation d’une relation A dans laquelle les variables libres sont x4, ..., z, de types respectifs
i1,...,0, sera dans la catégorie T, un morphisme A de X;, x ... x X; dans ; par exemple, si ©
et y sont deux variables de type A, 'interprétation de la relation x = x A y est le morphisme —-
de Q) x Q dans €. Le cas des termes est analogue. Enfin, toute relation étant interprétée comme
un morphisme a valeur dans €2, c¢’est le morphisme caractéristique d’un sous-objet que 'on appelle
I’extension de la relation en question.

On peut maintenant appliquer au topos 7T tous les théoremes de la logique des prédicats. Par
exemple, si A et B sont deux relations, et que 'on a prouvé A+ B et B F A, alors les extensions
de A et B seront égales dans 7. On pourra ainsi prouver que €2 se comporte comme un objet en
“algebres de Heyting”, de méme que P(X) pour tout objet X de T ; 'ensemble des sous-objets de
X est une vraie algebre de Heyting.

Les méthodes précédentes peuvent étre utilisées, non seulement pour prouver des égalités de mor-
phismes dans la catégorie 7, mais aussi pour en construire. Par exemple, soit A une relation
comportant deux variables libres x, y de types respectifs i, 7 ; si la formule

(Vo3y(A)) AV2YyYy (AN A(Y'ly) = y=1)

est valide, il existera dans 7 un morphisme f : X; — X tel que A soit le morphisme caractéristique
de I'image du monomorphisme (Ix,, f) de X; dans X; x X, (le “graphe de f”). En interprétant de
maniére convenable la formule précédente ou 'on prendrait pour A un prédicat variable du type
convenable, on peut définir le sous-objet YX de P(X x Y') formé des “applications” de X dans Y.
En particulier, on peut identifier P(X) a Q¥.

En conclusion, les topos pemettent une tres vaste extension de la notion de modele. L’objet (2 étant
un objet comme un autre dans 7, on peut traiter sur pied d’égalité les termes et les relations, et
en particulier les modeéles booléens sont des modeles comme les autres dans le cadre des topos.
Les relations permises dans un topos comportent la relation d’appartenance, mais limitée par une
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restriction de types, puisque I'on a une telle relation €y entre X et P(X) pour chaque objet X de

T.

4.2. Faisceaux

Jusqu’a présent, nous n’avons pas donné d’exemple de topos. Le premier exemple est fourni par
“la” catégorie des ensembles S (cf. la conclusion, § 5). Soient maintenant C une petite catégorie et
T la catégorie S¢” des foncteurs contravariants de C dans S. Par exemple, on pourra considérer la
catégorie C associée de la maniere usuelle a un ensemble ordonné I, les objets étant les éléments
de I, et les morphismes les paires (i,j) d’éléments de I avec i < j. Plus particuliérement encore,
on pourra prendre pour I I’ensemble ordonné par inclusion des parties ouvertes d’un espace topo-
logique X ; alors T sera la catégorie des préfaisceaux sur X.

Pour passer de la aux faisceaux, nous aurons besoin d’une construction due a Lawvere et Tierney
[34]. Soit T un topos quelconque. Un opérateur modal dans T est un morphisme j : Q — Q
satisfaisant aux relations

V=1V, 33 =17 Jl@ANy) =jz A jy (13)

ouV :1— Qestle “vrai” et ou x, y désignent les deux projections de €2 x €2 dans €2 conformément
aux principes généraux d’interprétation des relations. On notera l'analogie avec la formule (9) du
§ 2.1. D’ailleurs, j induit un opérateur modal au sens du § 2.1 dans I'algebre de Heyting des sous-
objets d'un objet X quelconque de T .

Fixons j. On note J I'égalisateur de la paire (j, Vi) et Q; I'égalisateur de la paire (j, Ip). On dira
qu'un monomorphisme u : X — Y est fermé (resp. dense) s'il existe un carré cartésien

x—Y .y x—U .y

Q) ——Q J —0Q

).

Associant aux monomorphismes leur image, on voit que 'on peut définir les notions de sous-objet
fermé et de sous-objet dense d’un objet X.

(resp.

On note 7; la sous-catégorie pleine de 7 formée des objets F' satisfaisant a la condition suivante :

(Faisc) Siu: X — Y est un monomorphisme dense, et v : X — F un morphisme quelconque, il
existe un unique morphisme x : Y — F tel que v = xu.

Alors T; est un topos, le produit cartésien dans 7; étant celui de T restreint aux objets de 7;. Le
foncteur d’inclusion de 7; dans 7 a un adjoint a gauche a : 7 — 7; qu’on peut construire comme

suit. Comme on a jj = j et que €2; est I'égalisateur de (j, I), on peut factoriser j en ER Q; = Q;

X
on considere alors le morphisme composé u : X Hogx 14 QX; T'objet a(x) est alors adhérence
de I'image I de u, a savoir I'unique sous-objet fermé de Qf dans lequel [ soit dense. On montre
ensuite que le foncteur a satisfait a un calcul de fractions, et qu’il est donc exact.
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Revenons au cas ot T est de la forme S¢. L’objet © de T est le foncteur de C°? dans S qui &
chaque objet U de C associe l'ensemble des cribles dans U, c’est-a-dire [26] I'ensemble des sous-
foncteurs du foncteur représentable hy : C°? — §. On montre alors sans difficulté que la donnée
d’un opérateur modal j : Q — € dans T revient a celle d’'une topologie J sur la catégorie C au
sens de Grothendieck et Giraud [24, 26]. Le topos 7T; est alors le topos des faisceaux sur le site
(C, J) et le foncteur a est celui qui associe a tout préfaisceau le faisceau correspondant au sens de
Grothendieck. Autrement dit, un topos au sens de Grothendieck est un topos au sens de Lawvere
et Tierney, mais la réciproque est fausse.

Plus particulierement, soit C la catégorie associée a I’ensemble ordonné des ouverts d’un espace topo-
logique X. Le préfaisceau €2 associe a toute partie ouverte U de X I'ensemble des classes héréditaires
F de parties ouvertes de U (F est dite héréditaire si les relations V' C V' et V' € F entrainent
V € F). Définissons le morphisme j :  — €2 comme la famille des applications jy : Q(U) — Q(U)
ainsi définies : si F' est une classe héréditaire de parties ouvertes de U, alors jy(F') est 'ensemble
des parties ouvertes de U qui sont contenues dans la réunion d’une famille d’ouverts appartenant
a F'. Avec cette définition, 7; est la catégorie des faisceaux sur X au sens usuel [28].

5. Conclusion

Nous venons de décrire les parties les plus fondamentales de la théorie des topos. Il convient de
la préciser en ajoutant de nouveaux axiomes qui assurent par exemple le caractere booléen de la
logique interne. On peut alors obtenir des topos qui se rapprochent de plus en plus de “la” théorie
des ensembles classique. De fait, on peut montrer que celle-ci est aussi “forte” qu'une théorie des
topos convenablement restreinte [51, 52].

La construction des faisceaux, sous la forme générale décrite au n°® 4.2 permet de construire une
large classe de topos, et une construction analogue a celle des ultraproduits permet de rendre ces
topos booléens. Chacun de ces topos fournit un modele de la théorie des ensembles élémentaire a
la Lawvere [1, 2], et c’est cette liberté accrue qui permet de démontrer facilement 'indépendance
de I'hypothese du continu (ou de I'axiome du choix).

Esquissons une construction qui est une variante de celle de Cohen [44] ou de Tierney [53]. En
termes catégoriques, ’hypothese du continu généralisée est I'inexistence de deux monomorphismes
non inversibles X — Y — P(X). Considérons alors un espace topologique S et un ultrafiltre & sur
S auquel appartiennent les parties ouvertes et denses de S. Nous disons qu’un faisceau F sur S est
parfait §'il satisfait a la propriété suivante :

(P) Etant donnés deuz ouverts U etV de S avec U C V C U, toute section de F sur U se prolonge
de maniére unique en une section de F sur V.

Etant donnés deux faisceaux F et G et deux morphismes u et v de F dans G, disons que u et v
sont équivalents s’il existe un ouvert U appartenant a @ tel que u et v coincident au-dessus de U.

La catégorie des faisceaux parfaits sur S et des classes d’équivalence de morphismes est alors un
modele M de la théorie élémentaire des ensembles. Pour contredire I’hypothése du continu dans M,
on choisit pour S un espace compact totalement discontinu de la forme {0, 1} ou I a la puissance
du continu. Alors 'algeébre de Boole formée des parties ouvertes et fermées de S a la puissance du
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continu, mais satisfait a la condition de chaine dénombrable car il existe une mesure de support
1 1
S, par exemple le produit des mesures 550 + 551 sur les facteurs [0, 1]. Soit alors X, un faisceau

constant sur S de fibre F' dénombrable et Yj le faisceau constant de fibre P(F'). On a des monomor-
phismes Xy — Yy — P(Xjp) évidents. Ils sont non inversibles, le premier de maniére évidente, et le
second parce que le faisceau constant X a beaucoup de sous-faisceaux non constants*. Les faisceaux
Xo et Yy ne sont pas parfaits, mais il est facile de prouver que la catégorie des faisceaux parfaits
est une sous-catégorie réflexive de celle de tous les faisceaux. On prend alors pour X (resp. Y) le
faisceau parfait “enveloppe” de Xy, (resp. Yp). On obtient deux monomorphismes non inversibles
X =Y — P(X) qui contredisent dans le modele ’hypothése du continu.

Pour contredire 'axiome du choix, il faut considérer des faisceaux ou opére un groupe.
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§ 4. Spectres d’anneaux et supports de modules

1. Espaces irréductibles.

DErinNITION 1. — On dit qu'un espace topologique X est irré-
ductible si toute intersection finie d’ensembles ouverts non vides de X
est non vide.

En considérant la famille vide d’ensembles ouverts de X, on
voit qu’un espace irréductible est non v¢ide ; pour qu'un espace
topologique X soit irréductible, il faut et il suffit qu’il soit non
vide et que l'intersection de deux ensembles ouverts non vides de
X soit toujours non vide (ou, ce qui revient au méme, que la réu-
nion de deux ensembles fermés distincts de X soit toujours dis-
tincte de X).

Prorosition 1. — Soit X un espace topologique non vide.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est irréductible ;

b) tout ensemble ouvert non vide de X est dense dans X ;

c) tout ensemble ouvert de X est connexe.

Par définition, un ensemble dense dans X est un ensemble qui
rencontre tout ensemble ouvert non vide, donc a) et b) sont
équivalentes. Il est immédiat que ¢) entraine a), car si U, et U,
sont des ensembles ouverts non vides disjoints, U, u U, est un
ensemble ouvert non connexe. Montrons enfin que a) entraine c) :
s1 U est un ensemble ouvert non connexe, il est réunion de deux
ensembles non vides disjoints U’, U qui sont ouverts dans U,
donc aussi ouverts dans X, ce qui implique que X n’est pas irré-
ductible.

Un espace séparé n’est irréductible que s'il est réduit & un seul
point.

On dit qu’une partie E d’un espace topologique X est un en-
semble irréductible si le sous-espace E de X est irréductible. Pour
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout couple d’en-
sembles U, V ouverts dans X et rencontrant E, Un V rencontre



120 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. II, § 4

aussi E, ou (ce qui revient au méme) que, pour tout couple d’en-
sembles F, G fermés dans X et tels que EcFuG, on ait Ec F ou
E c G. Par récurrence sur n, on en déduit que, si (F;)1<i<n est une

n
famille finie d’ensembles fermés dans X, tels que Ec U Fy, 1l
i=1

existe un indice t tel que Ec F;.

ProrosiTiON 2. — Dans un espace topologique X, pour qu’un
ensemble B soit irréductible, il faut et il suffit que son adhérence E
le sott.

En effet, pour qu’un ensemble ouvert de X rencontre E, il
faut et il suffit qu’il rencontre E, et la proposition résulte des
remarques précédentes.

ProrositioN 3. — (i) St X est un espace irréductible, tout en-
semble ouvert non vide de X est irréductible.

(11) Soit (Uy)gea un recouvrement non vide d’un espace topolo-
gique X, formé d’ensembles ouverts tels que Uy n Up # O pour tout
couple d’indices («, B).. St les ensembles U, sont irréductibles, I'es-
pace X est irréductible.

(1) Si X est irréductible, U c X ouvert non videdans Xet Vc U
ouvert non vide dans U, V est aussi ouvert dans X, done dense
dans X et a fortiori dans U. Donc U est irréductible (prop. 1).

(ii) Montrons que, pour tout ensemble V ouvert dans X et non
vide, on a Vn U, # @ pour tout a € A : il en résultera que Vn U,
est dense dans U, par hypothése, done que V est dense dans X, et
cela prouvera que X est irréductible (prop. 1). Or il existe au
moins un indice y tel que Vn U, # & ; comme U, n U, # O pour
tout «, et que Vn U, est dense dans Uy,,ona U,nU,nV £ G et
a fortiori U, n'V £ O, ce qui achéve la démonstration de (ii).

ProrositioN 4. — Soient X et Y deux espaces topologiques,
f une application continue de X dans Y. Pour toute parite irréductible
E de X, {(E) est une partie irréductible de Y.

En effet, si U, V sont deux ensembles ouverts dans Y rencon-

-1 -
trant f(E), f(U) et fEV) sont des ensembles ouverts dans X rencon-
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trant E. Par suite —fl(U) n}l(V) =}1(UnV) rencontre E, ce qui
entraine que UnV rencontre f(E) et démontre la proposition.

DEriNiTION 2. — On appelle composante irréductible d'un
espace topologique X toute partie irréductible maximale de X.

11 résulte de la prop. 2 que toute composante irréductible de
X est fermée dans X.

ProrositioN 5. — Soit X un espace topologique. Toute partie
irréductible de X est contenue dans une composante irréductible de
X, et X est réunion de ses composantes irréductibles.

Pour démontrer la premiére assertion, il suffit, en vertu du
th. de Zorn, de prouver que ensemble I des parties irréductibles
de X est inductif. Soit ® une partie de I totalement ordonnée par
inclusion ; montrons que la réunion E des ensembles Fe ® est
irréductible. Soient U, V deux ensembles ouverts dans X et ren-
contrant E ; comme ® est totalement ordonnée, il existe un en-
semble Fe ® rencontrant U et V; comme F est irréductible,
U n V rencontre F, donc aussi E, ce qui prouve que E est irréduc-
tible, donc que J est inductif. La seconde assertion résulte de la
premiére, car toute partie de X réduite a un seul point est irréduc-
tible.

CororLAIRE. — Toute composante connexe d’un espace topolo-
gique X est réunion de composantes irréductibles de X.

En effet, tout sous-espace irréductible de X est connexe en
vertu de la prop. 1, donc contenu dans une composante connexe
de X.

On notera que deux composantes irréductibles distinctes de X
peuvent avoir des points communs (exerc. 11).

ProposiTioN 6. — Soient X un espace topologique, (P¢)i<i<n
un recouvrement fint de X formé d’ensembles fermés irréductibles.
Alors les composantes irréductibles de X sont les éléments mazimaux
(pour la relation d’inclusion) de 'ensemble des P;.

On peut se borner au cas ot les Py sont deux & deux incompa-
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rables. Si E est une partie irréductible de X, on a Ec gPi,

donc E est contenu dans 'un des ensembles fermés P; ; cela prouve
que les P; sont les seules parties irréductibles maximales de X.

CoRroLLAIRE. — Sotent X un espace topologique, E un sous-
espace de X n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréduc-
tibles distinctes Q¢ (1 < i < n) ; alors les composantes irréduciibles
de Uadhérence E dans X sont les adhérences Qi des Q; (1 < i < n)
etona Qi # Q; pouri # j.

En effet, E est la réunion des Qq, qui sont irréductibles (prop.
2); comme Q; est fermé dans E, on a Q;nE = Q;; comme
Q: ¢ Q; pour i # j, on a Q; ¢ Qj, d’ot le corollaire, en vertu de la
prop. 6.

Remarque. — Supposons que X n’ait qu’un nombre fini
de composantes irréductibles distinctes X; (1 < i < n); alors

# ¢

Us = ﬂ( U X;) est ouvert dans X et dense dans X; puisque
7

Xi L#J Xj; les Us (1 € @ < n) sont done des ouverts non vides
1

de X, irréductibles (prop. 2), deux a deux disjoints, et dont la
réunion est dense dans X.

ProrosriTioN 7. — Soit U une partie ouverte d’un espace topo-
logique X. L’application V — V (adhérence dans X) est une bijec-
tion de Densemble des parties irréductibles de U, fermées dans U,
sur Uensemble des parties trréductibles de X, fermées dans X etren-
conirant U ; la bijection réciproque est Z — Z. n U. En particulier,
cette bijection appliqgue lensemble des composantes irréductibles de
U sur Uensemble des composantes irréductibles de X rencontrant U.

En effet, si V est fermée dans U et irréductible, V est irré-
ductible (prop. 2) et I'on a V = V n U. Inversement, si Z est irré-
ductible, fermé dans X et rencontre U, Zn U est un ouvert non
vide dans Z, donc est irréductible (prop. 3), dense dans Z, et, comme
Z est fermé, on a Z = Z n U. Cela démontre la proposition.
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2. Espaces topologiques nathériens

DEFINITION 3. — On dit gu’un espace topologique X est noethé-
rien si tout ensemble non vide de parties fermées de X, ordonné
par inclusion, posséde un élément minimal.

Il revient au méme de dire que tout ensemble non vide de
parties ouvertes de X, ordonné par inclusion, posséde un élément
maximal, ou que toute suite décroissante (resp. croissante) d’en-
sembles fermés (resp. ouverts) est stationnaire (Ens., chap. I1I,
§ 6, n° 5, prop. 6).

ProprositioN 8. — (i) Tout sous-espace d’un espace ncethérien
est neethérien.

(ii) Soit (As)ier un recouvrement fini d’un espace topologique
X. Siles sous-espaces A; de X sont neethériens, X est neethérien.

(i) Soient X un espace ncethérien, A un sous-espace de X,
(Fz) une suite décroissante de parties de A, fermées dans A ; on
a donc F, = F,n A, et les adhérences F,, des F,, dans X forment
une suite décroissante de parties fermées de X. Comme cette suite
est stationnaire, il en est de méme de la suite (F,).

(i1) Soit (Gn)n>0 une suite décroissante de parties fermées de X ;
par hypotheése, chacune des suites (G n Aj)n>0 est stationnaire.
Comme I est fini, il y a un entier n, tel que, pour n > n,, on ait

Gnn Ay = Gyu,n Ay pour tout iel. Mais G, = Q (Gnn Ay),

donc la suite (Gy) est stationnaire, et X est noethérien.

Proposition 9. — Pour qu’un espace topologique X soit neethé-
rien, tl faut et il suffit que tout ensemble ouvert dans X soit quasi-
compact.

Pour démontrer que la condition est nécessaire, il suffit, en
vertu de la prop. 8, de prouver que tout espace nosthérien X est
quasi-compact. Soit (U.er un recouvrement ouvert de X ;
Pensemble des réunions finies d’ensembles U. est non vide et admet

donc un élément maximal V = l?gg U, ou H est une partie finie

de I. Par définition, on a Vu U, = V pour tout e I, donc V = X,
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Réciproquement, supposons que tout ensemble ouvert dans
X soit quasi-compact, et soit (U,) une suite croissante de parties
ouvertes de X. La réunion V des U, est ouverte, donc quasi-
compacte ; comme (U,) est un recouvrement ouvert de V, il y a
une sous-famille finie de (U,) qui est un recouvrement de V,
done V = U, pour un indice n, ce qui prouve que la suite (Up)
est stationnaire.

Lemme 1 (« principe de récurrence ncethérienne »). — Soient
E un ensemble ordonné dont toute pariie non vide admet un élément
minimal. Soit ¥ une partie de E ayant la propriété suivante : st
ac E est tel que la relation z < a entraine xe F, alors ae F. On a
alors F = E.

En effet, supposons F # E; alors 6F aurait un élément
minimal b. Par définition, on a ze F pour tout z < b, ce qui
entraine b F, d’olt contradiction.

Proprosition 10. — St X est un espace ncethérien, Uensemble
des composantes irréductibles de X (et a fortiori 'ensemble des com-
posantes connexes de X) est fint.

Il suffit de prouver que X est réunion finie de parties fermées
irréductibles (n° 1, prop. 6). Montrons qu’on peut appliquer le
principe de récurrence neethérienne en prenant pour E Pensemble
des parties fermées de X, ordonné par inclusion, pour F Dlen-
semble des réunions finies de parties fermées irréductibles. Soit Y
une partie fermée de X telle que toute partie fermée # Y de Y
appartienne & F. Si Y est irréductible, on a Y e F par définition ;
sinon, Y est réunion de deux parties fermées Y,, Y, distinctesde Y.
On a donc Y, e F et Y,e F par hypothése, d’ott Y e F par défini-
tion de F. ’

Il en résulte en particulier qu’un espace ncethérien séparé est
nécessairement fini.
3. Le speclre premier d’un anneau

Soient A un anneau, X Pensemble des idéaux premiers de A.
Pour toute partie M de A, nous noterons V(M) P'ensemble des
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idéaux premiers de A contenant M ; il est clair que, si a est I'idéal
de A engendré par M, on a V(M) = V(a) ; si M est réduit & un seul
élément f, on écrira V(f) au lieu de V({f}), et on a V(f) = V(A)).
L’application M — V(M) est décroissante pour les relations d’in-
clusion dans A et X. En outre, on a les formules suivantes :

(1 Vio)y=X, V{1)=0;
(2) V( L_;, M> =V(ZM) = I"] V(M)

pour toute famille (M.).e1 de parties de A ;
3) V(an a’) = V(aa’) = V(a)u V()

pour tout couple d’idéaux a, a’ de A. En effet, les formules (1) et
(2) sont évidentes ; d’autre part, la formule (3) signifie que, pour
qu'un idéal premier p de A contienne I'un desidéaux aou a’, il faut
et il suffit qu’il contienne aa’, ou qu’il contienne a n a’ ; elle résulte
par suite du § 1, n® 1, prop. 1. La seconde formule (1) admet la
réciproque suivante : si a est un idéal de A tel que V(a) = O,
alors a = A, car il n’existe aucun idéal maximal de A contenant a.
Enfin, si a est un idéal de A et v(a) sa racine (§ 2, n° 6, déf. 4), on a

(4) V(a) = V(x(a))

comme il résulte du § 2, n° 6, cor. 1 de la prop. 13.

Les formules (1) & (3) montrent que les parties V(M) de X
satisfont aux axiomes des ensembles fermés d’une topologie (Top,
gén., chap. I, 3¢ éd., § 1, no 4).

DEFINITION 4. — Soit A un anneau. On appelle specire premier
de A et on note Spec (A) Uensemble X des idéaux premiers de A,
munt de la topologie pour laquelle les ensembles fermés sont les en-
sembles V(M) o M parcourt B(A). La topologie ainsi définie s’ ap-
pelle topologie spectrale ou topologie de Zariskt sur X.

Il est clair que la relation Spec (A) = J est équivalente &
A = ol

Soit X le spectre premier d’un anneau A; pour tout fe A,
notons Xy ’ensemble des idéaux premiers de A ne contenant pas | 3
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ona X; = X = V(f), et Xsest donc un ensemble ouvert. En vertu de
(2), toute partie fermée de X est intersection d’ensembles fermés de
la forme V(f), donc les X forment une base de la topologie spec-
trale sur X. En outre, il résulte aussitét des définitions que ’on a

(5) Xo =0, X=X,
et plus généralement Xy = X pour tout élément inversible fde A ;

(6) Xfg = Xyn Xq pour f, g dans A.

Pour toute partie Y de X, notons J(Y) Dintersection des
idéaux premiers de A qui appartiennent & Y. Il est clair que J(Y)
est un idéal de A, et que 'application Y — J(Y) est décroissante
pour les relations d’inclusion dans X et dans A. On a évidemment
les relations

) @) = A
®) N p v.) = ﬂ (Y

pour toute famille (Y,),e1, de parties de X. En outre :

ProrosiTion 11. — Soient A un anneau, a un idéal de A, Y
une partie de X = Spec (A).

(i) V(a) est fermé dans X et I(Y) est un idéal de A égal a sa
racine.

(ii) I(V(a)) est la racine de a, et V(I(Y)) est U'adhérence de Y
dans X.

(i) Les applications I et V définissent des bijections décrois-
santes réciproques Uune de Uautre, entre Uensemble des parties
fermées de X et ’ensemble des tdéaux de A égaux d leurs racines.

I’assertion (i) et la premiére assertion de (ii) résultent des
définitions et du § 2, n° 6, cor. 1 de la prop. 13. Si un ensemble
fermé V(M) (pour un M c A) contient Y, on a Mcp pour tout
idéal premier pe Y, d’ou M c I(Y) et par suite V(M) 2 V(I(Y)) ;
comme on a Y c V(I(Y)), V(3(Y)) est le plus petit ensemble
fermé de X contenant Y, ce qui achéve de prouver (ii). Enfin, il
résulte de (ii) que, si a est un idéal égal a sa racine,on a J(V(a)) = a
et que, si Y est fermé dans X, V(J(Y)) = Y ; ce qui démontre (iii).
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On déduit aussitét de la prop. 11 que, si M est une partie quel-
conque de A et Y une partie quelconque de X, on a V(M) =
V(S(VM))) et J(Y) = IJ(V(I(Y))).

CoROLLAIRE 1. — Pour toute famille (Y,)ier de parties fer-

méesde X, 3( m Y;\) est la racine de la somme des idéaux I(Y3).

A€l

En effet, il résulte de la prop. 11, (iil), que 3( m Yx) est le

A€l
plus petit idéal égal & sa racine et contenant tous les J(Y,);

cet idéal contient donc X J(Y,) et par suite aussi la racine de
AEL

2 3(Y1) (§ 2, no 6, cor. 2 de la prop. 13), d’out le corollaire.
reL

COROLLAIRE 2. — Désignons par t(a) la racine d’un idéal a
de A; st a et b sont deux idéaux de A, la relation V(a) c V(b) est
équivalente & b c ¥(a) et a t(b) c r(a).

Il est immédiat que les relations bcr(a) et v(b) cr(a) sont
équivalentes, et comme V(a) = V(x(a)), le corollaire résulte aussi-
16t de la prop. 11 ,(iii).

CoRroLLAIRE 3. — Soit (fihher unre famille d’éléments de A.

Pour qu’un élément ge A soit tel que Xyc lEil X, Ul faut et il
suffit qu’il existe un entier n > 0 tel que g™ appartienne & U'idéal
engendré par les fi.

En effet, la relation X, c U X1, équivaut 4 V(g) o ﬂ V(f),
A€L A€l

et il suffit d’appliquer le cor. 2.

COROLLAIRE 4. — Pour que deux éléments f, g de A soient tels
que Xy = Xg, il faut et il suffit qu’il existe deux entiersm > 0,n > 0
tels que fme Ag et gn e Af.

COROLLAIRE 5. — Pour que fe A soit tel que Xy = O, il faut
et il suffit que f soit nilpotent.
Cela résulte aussitoét du cor. 4.
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COROLLAIRE 6. — L’adhérence d’un ensemble réduit ¢ un point
pe X = Spec (A) est Uensemble V(p) des idéaux premiers conte-
nant p. Pour que Uensemble { | soit jermé dans X (ou, comme on
dit encore par abus de langage, pour que P soit un point fermé de
X), il faut et il suffit que p soit maximal.

COROLLAIRE 7. — Si A est un anneau neethérien, X = Spec (A)
est un espace neethérien.

ProposiTioN 12. — Pour tout f € A, ensemble ouvert Xy dans
X = Spec(A) est quasi-compact ; en particulier, Pespace X est
quasi-compact.

Comme les X,y forment une base de la topologie, il suffit de
prouver que, si (§hern est une famille d’éléments de A telle que

Xyc UXgA, alors il existe une sous-famille finie (g\)rer telle
A€L

que Xchng. Mais la relation XfCUXy;\ signifie qu’il
A€H A€EL

existe un entier n > 0 et une sous-famille finie (g)\)ycr telle que
f® appartienne & I'idéal engendré par cette sous-famille (cor. 3
de la prop. 11) ; d’ou la proposition.

ProrositioNn 13. — Soient A, A’ deuz anneaux, X =
Spec(A), X’ = Spec(A’), h un homomorphisme de A dans A’ ;

Vapplication ®h : p' — }Ll(p’) de X' dans X est coniinue.
En effet, pour Mc A, I’ensemble (“A£)(V(M)) est 'ensemble

des idéaux premiers p’ de A’ tels que M C‘l;(p’), ce qui équivaut a
h(M)cp’; cet ensemble est donc égal & V((M)) et est par consé-
quent fermé.

On dit que ®k est 'application associée & ’homomorphisme &.

Remarque. — Si h est surjective et si @ est son noyau, il résulte
de la définition de la topologie spectrale que “% est un homéomor-
phisme de X’ sur le sous-espace fermé V(a) de X ; en effet, pour
qu’un idéal premier p’ de A’ contienne un idéal b’ de A’, il faut et

il suffit que R(p’) contienne -hl(b’) ; on-voit d’abord que “% est injec-
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tive en prenant b’ premier; en outre, pour toutidéal b’ de A’, ’image
-1

par °k de V(b') est V(h(D")), d’ou notre assertion, les idéaux de la
forme h(b’) étant tous les idéaux de A contenant a.

COROLLAIRE. — Soient S une partie multiplicative de A,
A’ = SA, h lhomomorphisme canonique i3 ; alors *h est un
homéomorphisme de X' = Spec(A’) sur le sous-espace de X =
Spec(A) formé des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.

En effet, soit f' = f/s ou feA, seS; on a Xp=Xin
puisque s/1 est inversible dans A’. On sait déja que %k est injec-

tive et que, pour tout p’e X', les relations f/Lep’ et fe_it(p’) =
“h(p’) sont équivalentes, donc les conditions p’ e X/, et *A(p’) e Xy
sont équivalentes ; cela montre que *A(X}) est égal & Xyn *A(X'),
d’ou la premiere assertion, puisque les Xy (resp. X)) forment une
base de la topologie de X (resp. X’). La seconde assertion résulte
du § 2, n° 5, prop. 11, (ii).

ProposiTioN 14. — Soit A un anneau. Pour qu’une partie Y
de X = Spec(A) soit irréductible, il faut et il suffit que 'idéal I(Y)
soit premier.

Posons p = J3(Y), et notons que, pour un élément fe A, la
relation f e p est équivalente & Y C V(f). Supposons Y irréductible,
et soient f, g des éléments de A tels que fg e p. On a done

Y cV(fg) = V(f)u V(g);

comme Y est irréductible, V(f) et V(g) fermés, on a Y c V(f) ou

Y c V(g), donc fe p ou ge P, ce qui prouve que P est premier.
Supposons maintenant p premier ; on a Y = V(p) (prop. 11,

(ii)), et comme P est premier, p = J(}p}), dou Y = V(I({p})) =

ﬁpg (prop. 11, (i1)). Comme un ensemble réduit & un point est irré-
ductible, Y est irréductible (n° 1, prop. 2).

CoroLLAIRE 1. — Pour gqu’'un anneau A soit tel que
X = Spec(A) soit irréductible, il faut et il suffit que le quotient de
A par son nilradical : soit intégre. .

En effet (prop. 14, (1)), I(X) est la racine de I'idéal (0), c’est-
a-dire N.
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COROLLAIRE 2. — L’application p — V(p) est une bijection de
X = Spec (A) sur U'ensemble des parties fermées irréductibles de X ;
en particulier les composantes irréductibles d’une partie fermée Y
de X sont les ensembles V(P), o P parcourt 'ensemble des éléments
minimauz de Uensemble des idéaux premiers de A qui contien-
nent J(Y).

Comme J(V(p)) = p pour tout idéal premier p de A, et
Y = V(3J(Y)) pour toute partie fermée Y de X, la premiére asser-
tion résulte de la prop. 14; d’autre part, pour que Y o V(p), il
faut et il suffit que p = IJ(V(p)) 2 J(Y) (prop. 11), d’ou la seconde
assertion.

COROLLAIRE 3. — L’ensemble des idéaux premiers minimaux
d’un anneau nowethérien A est fini.

En effet, X = Spec(A) n’a alors qu’un nombre fini de com-
posantes irréductibles (cor. 7 de la prop. 11 et n°® 2, prop. 10) et le
corollaire résulte du cor. 2 précédent.

Prorosition 15. — Soient A un anneau, 1 un ensemble fini,
E Uensemble des familles orthogonales (e;);e1 d’tdempotents e; # 0 de
A, telles que X e; = 1. Pour tout (e)ic1€E, posons w((e)ic1) =

iel

(VA1 - e)))ier, o((&)ier) = (Ae)ier- Alors = est une bijection
de E sur Uensemble P des partitions (U;);er de X = Spec (A)
en ensembles ouverts, et o est une bijection de E sur l'ensemble S
des familles (0;);er d’tdéauz # 0 de A telles que A soit somme
directe des a;.

Soit (e)ier un élément de E et posons Y; = V(A(1-e));
sit#j,onal=1-¢+e(l-¢)cA(l-e)+ A(l-e¢), dou
Y:nY; = @ (formules (1) et (2)). D’autre part,

U Y = V(ILA(1 - ¢;)) (formule (3));

iel

par hypothése II (1 -e) =1-Ze =0, dou UY¢ =X
iel iel iel
(formule (1)). Comme les Y; sont fermés, ils sont aussiouverts, d’ot

=(E) c P. Par ailleurs, on a évidemment A = X Ae;; si 0 = X azeq
E1=3¢ i€l
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avec a; € A, on en tire, par multiplication par ¢;, 0 = ai} = ase;
pour tout ¢ ; ceci prouve que o(E) ¢ S.

Lemme 2. — St e, f sont deux idempotents de A lels que Ae et
Af aient méme racine, on a e = f.

En effet, il existe par hypothése des entiers m > 0, n > 0
tels que e = eme Af et f = fre Ae; soient z, y des éléments de
A tels que e=zf, f=ye; on a ef = 2f* = zf = e et de méme
ef =y =ye=f, don e=1f.

Le lemme 2 et le cor. 2 de la prop. 11 montrent que les applica-
tions @ et ¢ sont injectives.

Montrons que o est surjective. Si (a;);<r est un élément de
S, i1 y a des éléments e; = a; tels que 1 =‘2 e;;sii #j,ona

el

e QN a; = {O%, d'olt e; = 2ewe; = e}; enfin, on a Aecay
jiel

pour tout iel et 2 Aeg = A, d’ou1 Ae; = ay.

tel
Reste enfin & montrer que = est surjective. Soit (U;);er un

élément de P et posons Z; = 0 Us = U Uj; comme U; et Z; sont
j#i

fermés, il existe des idéaux a;, b; de A tels que U; = V(ay),
Z; = V(b;). On va montrer qu’on peut de plus supposer que
ainb;=0. On a UynZ; =@, d’ou a; + b; = A ; solent a; € ay,
byeb; tels que a; + by =1. On a X = UzuZ; = V(ashy) (for-
mule (3)); tout élément de ab; est donc nilpotent (cor. 2 de la
prop. 11) ; soit p un entier tel que a?bf = 0. On a U;c V(Aay) =
V(Ad?), Z;c V(Ab;) = V(ABY) et V(Aa:) n V(Ab) = V(Aa; + Ab;)
= @, done U; = V(Adf) et Z; = V(ADF), ce qui établit notre
assertion en remplagant a; par Aa? et b; par Ab. Les idéaux a; et
b; étant ainsi choisis, il résulte de ce que s est bijective qu’il existe
deux idempotents fiea;, e;eb; tels que 1 = e + fi, esfi = 0,
a; = Afs, by = Ae;. Si T #j, on a X = Z;uZ; = V(Aeey),
et comme eze; est un idempotent, le lemme 2 montre que ¢;¢; = 0.

Enfin e = X e; est idempotent et on a e;= Ae pour tout iel,
iel

d’olt V(Ae) c Z; pour tout ¢ ; il en résulte que V(Ae) = & = V(A.1)
et le lemme 2 montre encore que e = 1.
C. Q. F. D,
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CoroLLAIRE 1. — Soient A un anneaun, v un nilidéal de A,
h: A — Ajx Phomomorphisme canonique. Pour toute famille ortho-
gonale finie (ej);er d’idempotents de AJfx, telle que Xe; =1, il

el
existe une famille orthogonale finie (e;);e1 @' tdempotents de A telle
que X e; = 1 et hie;) = e} pour touti e I.
i€l
Posons A’ = AJr. On sait (Remarque suivant la prop. 13) que
“h : Spec (A’) — Spec (A)

est un homéomorphisme bijectif, tout idéal premier de A conte-
nant ¥ par hypothése. La prop. 15 montre qu’il existe dans A une

famille orthogonale finie (e;);e; d’idempotents telle que Xe; = 1
el

et que 'image par %% de V(A'(1 — 7)) soit V(A(L — e;)). Mais il est
clair que V(A(1 - ¢;)) est aussi I'image par %2 de V(A'(1 — h(es))) ;
comme 1 —ej et 1 — A(e;) sont des idempotents, le lemme 2 montre
que e; = h(e;), d’ou le corollaire.

CoROLLAIRE 2. — Pour que le spectre premier X = Spec(A)
d'un anneau A soit connexe, il faut et il suffit qu’il n’existe dans A
aucun idempotent autre que 0 et 1.

Dire en effet que X n’est pas connexe signifie qu’il existe
dans X un ensemble ouvert et fermé distinct de @ et de X.

4. Support d’un module

DEriNiTiON b. — Sotent A un anneau, M un A-module. On
appelle support de M, et on note Supp (M), Uensemble des idéaux
premiers P de A tels que M, # 0.

Comme tout idéal maximal de A est premier, il résulte aussi-
tot du § 3, n° 3, cor. 2 du th. 1, que, pour qu’un A-module M soit
réduit & 0, il faut et il suffit que Supp (M) = 0.

Exemple. — Soit a un idéal de A ; avec les notations du no 3,
on a
(9) V(a) = Supp (A/a).

En effet, si p est unidéal premier de A tel que a ¢ p, on sait que
(Aja)y = 0 (§ 3, n° 1, Remarque 3) ; si au contraire acp, aA, est
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Extraits de
Bourbaki - Algebre - Chapitres 5a 7

E) La notion de spectre. La dernicre en date des notions nouvelles
de I'Algébre commutative a une histoire complexe. Le théoréme spectral
de Hilbert introduisait des ensembles ordonnés de projecteurs ortho-
gonaux d’un espace hilbertien, formant une «algébre booléienne» (ou
micux un réseau booléien)*), en correspondance biunivoque avec un
réseau booléien de classes de parties mesurables (pour une mesure
convenable) de R. Ce sont sans doute ses travaux antérieurs sur les
operateurs dans les espaces hilbertiens qui, vers 1935, aménent M. H.
Stone & etudier de fagon géncrale les réseaux booléiens, et notamment a
en chercher des « représentations » par des parties d'un ensemble (ou
des classes de parties pour une certaine relation d'équivalence). 1l observe
qu'un réseau booléien devient un anmeau commutatif (d'un type trés
spécial d'ailleurs), lorsqu'on y définit la muluplication par xy = inf{x, y)
et l'addition par-x + y = sup{inf{x, y'), inflx’, ). Dans le cas particulier
ol I'on part du réseau booléien P(X) de toutes les parties d’un ensemble
fini X, on voit aussitdt que les ¢liéments de X sont en correspondance

(*) Un résean booldien est un ensemble ordonné réuculé E, ayant un plus petit élément
z ¢l un plus grand élément w, ob chacune des lobs sup el ml est disiributive par rappor
i lautre et oll, pour toul aeg E, il existe un a'¢ E et un seul tel gue infa. a) = x el
supla, a! « m(cl Enc chap 111, 2*éd. § 1, exerc. 17}
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biunivoque naturelle avec les idéaux maximaux de I'anneau «booléiens»
correspondant ; et Stone obtent précisement son théoréme général de
représentation d'un réseau booléien en considérant de méme I'ensemble
des idéaux maximaux de I'annecau correspondant, et en associant a tout
élément du réseau booléien l'ensemble des 1déaux maximaux gui le
contiennent (XXX a)).

D’autre part, on connaissait, comme exemple classique de réseau
booléien, I'ensemble des parties a la fois ouvertes et fermées d'un espace
topologique. Dans un second travail (XXX b)), Stone montra qu'en fait
toul réseau boolélen est aussi isomorphe 4 un réseau booléien de cette
nature. Il fallait natwrellement pour cela défimir une ropelogie sur
'ensemble des idéaux maximaux d'un anneau « booléien »; ce qui se
fait trés simplement eén prenant pour ensembles fermes, pour chaque
1déal a 'ensemble dos idéaux maximaux contenant a.

MNous n'avons pas & parler ic1 de I'influence de ces idées en Analyse
fonctionnelle, ou elles jougrent un rile important dans la naissance de
la théorie des algébres normées developpée par | Gelfand et son école.
Mais en 1945, Jacobson observe (XXXIV) que le procédé de définition
d'une topologie, imaginé par Stone, peut en fait s'appliquer 4 towr
anneau A (commutatil ou non) pourvu que 'on prenne comme ensemble
d'idéaux non pas I'ensemble des idéaux maximaux, mais Uensemble des
idéaux « primitifs » bilatéres (ie. les idéaux bilatéres b tels que A/b
soit un anneau primitif); pour un anneau commutatif, on retrouve bien
entendu les idéaux maximaux. De son coé, Zariski, en 1944 (XXXIII a)),
utilise une méthode analogue pour définir une topologie sur 'ensemble
des pluces d'un corps de fonctions algebrigues. Toutefois, ces topologies
restaient pour la plupart des algébristes de simples cunosités, en raison
du fair gu'elles sont d'ordinaire non séparées, et gu'on éprouvait une
répugnance assez compréhensible a4 travailler sur des objets aussi
insolites. Cette méfiance ne fut dissipée que lorsque A. Weil montra, en
1952, que toute variété algébrique peut étre munie de fagon naturelle
d'une topologie du type précédent et que cette topologie permet de
définir, en parfaite analogie avec le cas des variéiés diffiérentiables ou
analytiques, la notion d'espace fibré (XXXVII): peu apris, Serre eut
I'idée d"étendre & ces variétés ainsi topologisées la théorie des faisceaux
cohérents, price i laquelle la topologie rend dans le cas des variéiés
« abstraites » les mémes services que la topologie usuelle lorsque le
corps de base est C, notamment en ¢e qui concerne 'apphcation des
méthodes de la Topologie algébrique (XXXVII a) et b))

Dés lors 11 était naturel d'unliser ce langage géométrique dans toute
I"Algébre commutative. On s’est rapidement apergu que la considération
des idéaux maximaux est d'ordinaire insuffisante pour obtenir des
énoncés commodes(*), et que lu notion adéquate est celle de 'ensemble

(*) LYinconwinent de se borner au « specire maximal » proveent de ce que, sigp: A - B
est un homomorphisme d'anneaus et nun wdéal maximal de B, @ (n) n'est pas nécessaire-
ment un sl maximal de A, alors que pour 1oul idéal premier pde B, o (p) st un idéal
premier de A. Un ne peut donc en général assoceer a @ de lagon naturelle une application
de I'ensemble des wifaux maximaux de B dans I'ensemble des idéaux maximaax de A.
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des idéaux premiers de "anneau, topologisé de la méme maniére. Avec
I'introduction de la notion de spectre, on dispose maintenant d'un
dictionnaire permettant d'exprimer tout théoreme d Algébre commu-
tative dans un langage gecometrique trés proche de celui de la Géométrie
algebrique de I'¢pogque Weil-Zariski:; ¢ce qui d'ailleurs a amené aussitot
a dargir considérablement le cadre de cette derniére, de sorte que
I'Algébre commutative n'en est plus guére, de ¢e point de vue, que la
partie la plus clementamre [(XXXIX)L
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Représenter les algebres booléennes
Les 70 théorémes de P’article de M. H. Stone
“La théorie des représentations pour les algébres booléennes”

DEFINITION 1. Un anneau dans lequel tout élément est idempotent, i.e. tel que aa = a,
est appelé un anneau booléen.

THEOREME 1. Un anneau booléen est nécessairement commutatif; il obéit aux deux
lois équivalentes a + a = 0, a = —a; et il contient nécessairement des diviseurs de
0 s’il contient plus de 2 éléments. Tout anneau booléen A peut étre projeté dans un
anneau booléen B qui a un élément unité de telle maniere que B est unique au sens
suivant : si C' est un anneau booléen a unité contenant A, alors C' contient aussi un
anneau booléen B* isomorphe a B et contenant A. Un anneau booléen fini possede
nécessairement une unité et a un cardinal qui est une puissance de 2.

THEOREME 2. Si A est un anneau booléen d’unité e, I'introduction d’une opération
binaire V et d’une opération unaire ’ par les équations

(1) avb=a+0b+ab, (2)d =a+e
convertit A en un systeme algébrique B dans lequel
(43)aVb=0>bVa, (44)aV (bVe)=(aVb) Ve,

(4.6) (a' VV) V(d VD) =a,

les anciennes opérations étant exprimées en fonction des nouvelles par les équations
(6)a+b=abvab=(adVV)V (V)

(7) ab=(a' V).

D’un autre coté, si B est un systeme algébrique obéissant aux lois (4.3), (4.4) et (4.6),
alors B est une algebre booléenne ; et I'introduction de nouvelles opérations par les
équations (6) et (7) convertit B en I'anneau booléen A avec comme unité e = a V a’
et comme zéro 0 = € = (a V d’)’, les anciennes opérations étant exprimées en termes
des nouvelles par les équations (1) et (2) ci-dessus.

THEOREME 3. Si A est un anneau booléen avec unité e, alors le remplacement de
lopération + par une nouvelle opération V définie par la relation

() avb=a+b+ab

convertit A en un systeme B avec les propriétés

(L) avb=>bVa

(31) a(bVc)=abV ac; (32) (aVb)ec=acV be;

(41) il existe un élément 0 tel que a V 0 = a pour tout a;

(5) S’il existe un élément 0 avec la propriété (4), alors il existe au moins un tel
élément 0 auquel correspond un élément fixe e tel que les équations xtVa =e,za =0
ont une solution pour tout élément a;

Présenté a la Société (en partie), 25 Février 1933 ; voir résumé 39-3-86. Regu par les éditeurs le
10 Octobre 1935.



(61) avVa=a; (62) aa = a;

ou l'ancienne opération + est définie en fonction de la nouvelle par la relation
(7) a 4+ b est une solution, nécessairement unique, des deux équations simultanées
xVab=aVb,x(ab) = 0.

Inversement, si B est un systéme avec les propriétés dénotées (1) — (62), le remplace-
ment de 'opération V par la nouvelle opération + définie par la relation (7) convertit
B en un anneau booléen A avec les éléments 0 et e de (41) et (5) comme son zéro et
son élément unité respectivement, 'ancienne opération V étant exprimée en termes
de la nouvelle par la relation (1).

THEOREME 4. Si A est un anneau booléen, que ce soit avec ou sans unité, le rempla-
cement de 'opération + par 'opération V définie par la relation

() avb=a+b+ab

convertit A en un systeme B vérifiant les propriétés

(L) avb=>bVa;

(22) a(be) = (ab)e;

(31) a(bVc) = ab\/ ac;

(41) il existe un element 0 tel que a V 0 = a pour tout a;

(51) si ba = a, il existe un élément 0 avec la propriété (41) indépendant de a et b, tel
que les équations x V a = b, xa = 0 ont une solution;

(52) si ab = a, il existe un élément 0 avec la propriété (4;), indépendant de a et b, tel
que les équations x V a = b, ax = 0 ont une solution ;

(61) avVa=a; (62) aa = a;

ou la vieille opération + est définie en fonction de la nouvelle par la relation

(7) a + b est une solution, nécessairement unique, des équations simultanées
xVab=aVb,z(ab) = 0.

Inversement, si B est un systéme avec les propriétés indiquées (1;) — (62), le rempla-
cement de I'opération V définie par la relation (7) convertit B en un anneau booléen
A avec I'élément 0 de (4;) comme son élément zéro, 'ancienne opération V étant
exprimée en fonction de la nouvelle par la relation (1).

DEFINITION 2. Dans un anneau booléen A, I'élément a est dit inférieur ou contenu
dans ’élément b, noté a < b, et ’élément b est dit supérieur ou contenant 1’élément
a, noté b > a, a chaque fois que I'une des relations équivalentes suivantes

ab = a, aVb=0, ab =0, avVvb=e

est satisfaite, les deux dernieres n’ayant du sens que si et seulement si A a une unité e.

THEOREME 5. La relation < de la Définition 2 obéit aux regles :

(1) a < bet b < cimplique a < ¢;

(2) 0 < a pour tout a et a < e pour tout a quand l’anneau booléen A a une unité e;
(3) a < cetb<dimplique ab < cd, aVb<cVd;



(4) bc = 0 implique ac = 0 si et seulement si a < b.

DEFINITION 3. Un élément non nul a d’un anneau booléen A est dit atomique s’il a
I’une des propriétés équivalentes suivantes :

(1) a > b implique b =a ou b = 0;

(2) ab=0 ou ab = a pour tout b.

DEFINITION 4. Une classe s d’éléments atomiques est dite base atomique si tout élé-
ment non nul est la somme d’éléments de s.

DEFINITION 5. Une classe s d’éléments atomiques est dite systéme atomique complet
si b = 0 est le seul élément tel que ba = 0 pour tout a dans s.

THEOREME 6. Si a et b sont des éléments atomiques, alors a = b ou ab = 0.

THEOREME 7. Un systéme complet atomique dans un anneau booléen A contient
tout élément atomique de A.

THEOREME 8. Si A est un anneau booléen, s un systéme complet atomique dans A, et
5(b) est la classe de tous les éléments atomiques a dans s tels que ab # 0, alors A est
isomorphe a 'algebre 9 de toutes les classes §(b) selon la correspondance b <— s(b)
en accord avec les propriétés :

(1) s(b) = s(c) si et seulement si b = ¢;

(2) (b +c) = s(b)As(c) ;

(3) s(be ) s(b)s(c);

(4) s(bVc) =s(b) Us(c).!

THEOREME 9. Une base atomique s est un systéme complet atomique.

THEOREME 10. La représentation d’un élément b comme somme d’éléments d’un sys-
teme atomique complet s est unique : les sommants sont précisément les éléments de
la classe s(b), b # 0.

THEOREME 11. Pour qu'un anneau booléen A contienne une base atomique s, il est
nécessaire et suffisant que A soit isomorphe a 'algebre de toutes les sous-classes finies
d’une classe finie ou infinie X, les éléments de s étant en correspondance biunivoque
avec ceux de 2. En particulier, un tel anneau A a une unité si et seulement si les

1. Ici, comme partout dans cette note, nous utilisons les symboles U et A pour désigner I'union
et 'union (modulo 2), ou la différence symétrique, pour les classes; et nous indiquons la formation
de Pintersection par juxtaposition des symboles pour les classes affectées.



classes s et X sont finies.

THEOREME 12. Un anneau booléen fini avec au moins deux éléments contient une
base atomique s et est ainsi isomorphe a l'algebre de toutes les sous-classes d'une
classe finie 3 en correspondance biunivoque avec s.

THEOREME 13. Un anneau booléen fini avec exactement un élément est isomorphe a
I’algebre consistant en la classe vide.

THEOREME 14. Pour que le sous-anneau a(s) engendré par une sous-classe non-vide s
d’un anneau booléen A possede une unité, il est nécessaire et suffisant que s contienne
des éléments aq, ..., a, tels que b < a; V...V a, pour tout élément b dans s. Quand
cette condition est satisfaite, 'élément a = a; V ... V a, est I'unité de a(s); et a(s)
est la classe de tous les éléments qui peuvent étre construits comme des polynémes
fonctions des éléments b et a + b, ou b est dans s, et avec les opérations V et . comme
seules opérations. En particulier, si A a une unité e et s contient e, alors a(s) est la
classe de tous les éléments qui peuvent étre construits comme des polyndémes fonc-
tions des éléments b et b’ = b+ e, ou b est dans s, et avec les opérations V et . comme
seules opérations.

THEOREME 15. Si A est un anneau booléen alors la classe 4 de tous les sous-anneaux
de A a les propriétés suivantes pour les opérations d’addition et de multiplication
définies précédemment :

()a\/b—b\/a (2) ab = ba

(3) a ( ¢)=(aVb)Ve (4) a(be) = (ab)

(5) a(bVec) DabVac; (6) (aVb)(aVv )Da\/bc;

(TYaVa=a; (8) aa = a;

(9) a C b si et seulement si ab = a;

(10) si B est une classe non vide de classes non vides B de sous-anneaux a de A et si

S est 'union > B alors
BeB

S%EB(Sae%a) = Sacat;

(11) si B, B et S ont la méme signification qu’en 10, alors

Pycp(Paena) = Picsa;

(12) si b est n’importe quel sous-anneau de A et B est n’importe quelle classe non
vide de sous-anneaux a de A alors

b(Saena) D Saen(ba);
(13) if b et B ont la méme signification qu’en (12), alors :

4



Les sous-anneaux spéciaux o et e ont les propriétés suivantes :
(14) oa = o, avo=a;
(15) ea = a, aVe=ce.

THEOREME 16. Pour qu’'une sous-classe non vide a d’un anneau booléen A soit un
idéal, il est nécessaire et suffisant que

(1) a contienne a V b avec a et b,

(2) a contienne ab a chaque fois qu’elle contient a

ou, de fagon équivalente, que

(1) a contienne a V b avec a et b,

(27) a contienne ¢ avec a a chaque fois que ¢ < a.

THEOREME 17. Si s est une sous-classe arbitraire non-vide d’un anneau booléen A et
si a(s) est la classe de tous les éléments a tels que a < a; V...V a, pour des éléments
appropriés a, . .., a, dans s alors a(s) est un idéal; et tout idéal contenant s contient
a(s).

L’idéal a(s) peut étre caractérisé alternativement comme la classe de tous les éléments
a tels que a = a1y V... Vayb, ouay,...,a, sont dans s et by,...,b, sont dans A. Si
s est 'union des idéaux a dans une classe donnée B, alors a(s) est la classe de tous
les éléments a tels que a = a1 V ...V a, ou a; est dans a; et ai est dans B pour
k=1,....n.

THEOREME 18. Dans un anneau booléen A, les sous-anneaux obtenus comme sommes
ou produits d’idéaux sont eux-mémes des idéaux; en d’autres mots, la classe J de
tous les idéaux dans A est un sous-systéme du systeme U selon les opérations non
restreintes d’addition et de multiplication. Les propriétés de ces opérations qui sont
respectées dans U sont aussi respectées dans J, avec la correction que les propriétés
(5), (6), et (12) du théoreme (15) doivent étre remplacées respectivement par les pro-
priétés correspondantes :

(5) a(b V) =abVac (6)(aVvb)(aVe)=aVbc;

(12) si b est un idéal et B est une classe non vide d’idéaux a, alors

bSae‘Bu = Sae% ba

L’idéal ab, ou a et b sont des idéaux, est la classe des éléments ¢ ou ¢ = ab, a dans a
et b dans b. L’idéal a(s) du Théoreme 17 est le produit de tous les idéaux contenant
s; et dans le cas particulier ou s est une union de classes d’idéaux, a(s) est la somme
des idéaux de cette classe.

DEFINITION 6. Deux éléments a et b dans un anneau booléen sont dit orthogonaux si
ab = 0; et deux sous-classes non vides d'un anneau booléen sont dites orthogonales
si tout élément de I'une est orthogonal a tout élément de 'autre.



THEOREME 19. Si s est n’importe quelle sous-classe non vide d’un anneau booléen
A, alors la classe s’ de tous les éléments orthogonaux a chaque élément de s est un
idéal dans A qui est orthogonal & s et qui contient toute sous-classe de A orthogonale
a §. Deux idéaux a et b sont orthogonaux si et seulement si ab = 0.

DEFINITION 7. L’idéal s" associé a une sous-classe arbitraire non vide s d’un anneau
booléen A de la fagon indiquée dans le théoreme 19 est appelé le complémentaire or-
thogonal, ou plus brievement 1’ortho-complémentaire de s; et ’'opération consistant
a former 'idéal s’ est appelée la complémentation orthogonale, ou plus briévement
I'ortho-complémentation. L’ortho-complémentaire de s’ est noté s”, celui de s” est
noté s”; et plus généralement, le symbole ™ est défini récursivement pour n > 1
par les relations s = &/, 5" = (s,

THEOREME 20. L’opération d’ortho-complémentation a les propriétés générales sui-
vantes :

(1) s C t implique s’ D t';

(2) s C a(s) C 8", on a(s) est I'idéal engendré par s ;

(3) s/ = 5 quand m et n sont congrus (mod 2), s(™s™ = 0 quand m et n ne
sont pas congrus (mod 2); en particulier, s = ¢’

THEOREME 21. Dans la classe J de tous les idéaux dans un anneau booléen A, I'opé-

ration d’ortho-complémentation a les propriétés spécifiques suivantes :

(1) acC a”; (2) aa’ = o; (3) o' =e¢,¢' =0;

(4) Portho-complémentaire d'une somme est égal au produit des ortho-complémentaires
de ses sommants ; en particulier, (a V b)’ = a’b’;

(5) Portho-complémentaire d’un produit contient la somme des ortho-complémentaires

de ses termes; en particulier, (ab) D a’ VvV b'.

THEOREME 22. Si a et b sont des idéaux dans un anneau booléen A, 'ortho-complémentaire
¢ de 'idéal ab est le sous-anneau b satisfaisant la relation ¢ = a’b.

DEFINITION 8. Dans un anneau booléen A, un idéal est dit étre :

(1) principal si a = a(a) pour un élément a;

(2) semi-principal si a = a(a) ou a = a’(a) pour un élément a;

(3) simple si aVa' =e; (4) normal si a = a”.

Les classes des idéaux principal, semi-principal, simple et normal sont notées par les
lettres B, P*, S et N respectivement.

THEOREME 23. Les classes définies dans la Définition 8 satisfont les relations d’in-
clusion suivantes : (1) PCP* CcSCNCT
(2) B contient o; (3) PB* contient e.



THEOREME 24. La relation J # & implique la relation J # 91; en particulier, si
I'idéal a n’est pas simple, I'idéal a VV @’ n’est pas normal. Par conséquent, la relation
J =9 implique la relation J = &.

THEOREME 25. La relation B = P* implique la relation B = & et par conséquent
également la relation P* = &. En fait, les assertions suivantes concernant un anneau
booléen A sont équivalentes :

HP=6;  @F=F

(3) il existe un idéal a tel que a et @’ sont dans B ;

(4) 'anneau booléen A a une unité e?.

THEOREME 26. Pour qu’'un idéal a dans un anneau booléen A soit simple, il est né-
cessaire et suffisant que le produit aa(a) soit un idéal principal pour tout élément a
dans A.

THEOREME 27. Les assertions suivantes concernant un idéal a dans un anneau boo-
léen A sont équivalentes :

(1) a est un idéal normal;

(2) a est Portho-complémentaire d'un idéal dans A;

(3) a est le produit d’idéaux semi-principaux.

En général, si a est un idéal arbitraire, alors a” est le produit de tous les diviseurs
idéaux semi-principaux de a; et, en particulier, un idéal normal est le produit de tous
ses diviseurs idéaux semi-principaux. Dans le cas d’un anneau booléen avec unité, le
groupe de mots “idéal principal” doit étre remplacé par “idéal semi-principal” dans
les assertions précédentes.

THEOREME 28. La relation dyadique C' définie entre les éléments de la classe J de
tous les idéaux dans un anneau booléen A en posant a = b si a’ = b/, est une relation
de congruence dans le systéme algébrique constitué de la classe J et des opérations
d’addition non restreinte et de multiplication finie. Chaque classe d’éléments mutuel-
lement congruents dans J contient un et seulement un idéal normal comme élément,
au sens suivant : si a est n’importe quel idéal, alors a” est un idéal normal tel que
a=a";et,siaet bsont des idéaux normaux tels que a = b, alors a = b. Le systéme
algébrique J¢ consistant en la classe J avec la congruence C' comme relation fonda-
mentale d’égalité et les opérations d’addition finie et de multiplication finie est une
algebre booléenne avec unité conformément au Théoréme 3.

DEFINITION 9. Si 9B est une classe non-vide d’idéaux a, I'idéal (S,epa)” est appelé
la somme normalisée des idéaux a dans B et est notée S na; la somme normalisée
d’idéaux a et b est notée par aVb. L’opération consistant a calculer la somme nor-

2. Pourquoi ce e n’est-il pas gothique dans ’article original ?



malisée est appelée 'addition normalisée.

THEOREME 29. La somme normalisée et le produit d’idéaux normaux sont des idéaux
normaux ; mais une somme finie d’idéaux normaux n’est pas nécessairement normale.
La somme normalisée d’idéaux arbitraires est 1’idéal normal le plus petit contenant
tous les sommants. Dans la classe 91 de tous les idéaux normaux, les opérations
d’addition normalisée et de multiplication ont les propriétés suivantes :
(1) si B est une classe non vide de sous-classes non vides B de N, alors

" " _an
wes(Saend) = Syt

ou € est 'union Y B;

BEB
(2) Si B, B et € ont la méme signification qu’en (1), alors

P%GB(Pae%ﬂ) = Pucet;

(3) si b est n’importe quel idéal normal et B est n’importe quelle sous-classe non vide
de N, alors
b(Shen®) = Sqenba;

(4) si b et B ont la méme signification qu’en (3), alors
Foen(bVa) = bV Fiena;
(5) si B est une sous-classe non vide de N, alors
(Seen)’ = Piena’;
(6) si B a la méme signification qu’en (5), alors
(Presa) = Syepa’.

Sous les opérations finies V et . seuls, le systeme 91 est une algebre booléenne iso-
morphe au systéme J¢ du Théoréme 28 en vertu de la correspondance a <— a”.
Cette algebre a la propriété que ses idéaux normaux sont tous principaux.

THEOREME 30. La classe & de tous les idéaux simples dans un anneau booléen A
est un sous-anneau booléen, avec e comme unité, des algebres booléennes J¢ et N
des Théoremes 28 et 29 respectivement. L’application des opérations d’addition finie,
d’addition normalisée finie, de multiplication finie, et d’ortho-complémentation aux
idéaux simples donne des idéaux simples; en particulier, si a et b sont des idéaux
simples, aVb = a Vv b.

THEOREME 31. La classe 8 de tous les idéaux principaux d’un anneau booléen A
est un sous-anneau booléen de N et un idéal dans & ; elle est isomorphe a ’anneau



booléen A en accord avec les relations suivantes :

(1) a(a) = a(b) si et seulement si a = b;

(2) a(a+b) =a(a) + a(b) = a(a)d’(b) V a'(a)a(d) ;

(3) a(aVb) =a(a) Va(b); (4) a(ab) = a(a)a(d).

Si ’anneau booléen A a une unité e, alors & =P et a(a’) = d'(a).

THEOREME 32. La classe * de tous les idéaux semi-principaux dans un anneau boo-
léen A est un sous-anneau de &, avec ¢ comme unités, isolmorphe & I’anneau booléen
B du Théoreme 1; P et A sont des idéaux dans PB* et B respectivement. Les opé-
rations V, ., + et ’ dans le systeme & s’appliquent aux éléments de B* a la maniere
indiquée par les regles suivantes :
(1) a(a) Va(b) = ala Vb); (1) a(a) vV d'(b) = d/(b + ab)
(13) a'(a) V o’(b) = a'(ab) ;
(21) a(a)a(b) = a(ab); (22) a(a)a’(b) = a(a + ab)
(23) a’(a)a’(b) = a'(a V b);
(31) a(a) + a(b) = ala +b); (32) a(a) + d'(b) = a’(a +b)
(35) a'(a) + /(b) = a(a+b):
(41) d'(a) est dans P*; (42) (d'(a)) = a(a)
Dans le cas ou P # B*, P n’est pas un idéal normal dans P*.

THEOREME 33. Les assertions suivantes concernant un idéal a dans un anneau boo-
léen A sont équivalentes : a est sans diviseur, a est premier, a est primaire.

THEOREME 34. Si les éléments d’un anneau booléen A sont distribués selon deux
classes non vides disjointes a et b, alors pour que a soit un idéal premier dans A,
I’ensemble suivant de conditions est nécessaire et suffisant :

(1) a€aetheaimpliqueaVbea;

(2) a € aet b e A implique ab € a;

(3) a € b et b € b implique ab € b.

THEOREME 35. Dans le Théoréme 34, la condition (2) peut étre remplacée par la
condition
(2’) a € bet be Aimplique aVb e b.

THEOREME 36. Si un anneau booléen A a une unité, la condition (3) de I’ensemble
(1), (27), (3) du Théoreéme 35 peut étre remplacée par

(3’) @ € b implique a' € a.

L’idéal premier a contient un des éléments a et a’, mais pas les deux.

THEOREME 37. L’anneau booléen B du Théoréme 1 contient A comme idéal pre-
mier lorsque A n’a pas d’unité; et le systeme P est un idéal premier dans B* quand



B~ P

THEOREME 38. Dans un anneau booléen, les classes €, 0 et P* satisfont la relation
d’inclusion €91 C PB*. Plus précisément, un idéal p et a la fois premier et normal si et
seulement si p = a’(a) ou a est un élément atomique; et un idéal premier p ne peut
étre normal si et seulement si p’ = o.

THEOREME 39. Si p est un idéal premier dans un anneau booléen A et si a est un
idéal arbitraire alors

(1) les relations a C p,ap = p,a V p = p sont équivalentes ;

(2) les relations a Z p,ap # p,aV p # p sont équivalentes ;

(3) un et un seulement de ces deux ensembles de relations équivalentes est valide. Au
cas ou p est normal, les relations ap’ = o et ap’ = p’, ou p’ # o, sont respectivement
équivalentes aux relations dans (1) et (2) respectivement.

THEOREME 40. If p est un diviseur idéal premier du produit idéal ab dans un anneau
booléen A, alors p est un diviseur d’au moins l'un des facteurs a et b; en d’autres
termes, p DO ab implique p Daoup D b.

THEOREME 41. Si p est un idéal premier dans un anneau booléen A et si a est un
idéal arbitraire, alors au moins I'une des relations a C p,a’ C p est valide; si a est
simple, alors seulement 1'une de ces deux relations est valide.

PROPOSITION FONDAMENTALE DE L’ARITHMETIQUE DES IDEAUX. Dans un anneau
booléen A, tout idéal autre que ¢ est le produit de tous ses idéaux diviseurs premiers.

PROPOSITION FONDAMENTALE D’EXISTENCE. Dans un anneau booléen A contenant
au moins deux éléments, il existe au moins un idéal premier.

THEOREME 42. Si un systéme algébrique B est homomorphe & un anneau booléen
A par rapport a la paire d’opérations + et . ou par rapport a la paire d’opérations
V et ., alors B est homomorphe a A par rapport aux trois opérations +, V et .;
et B est un anneau booléen. Si le systeme algébrique B est homomorphe a un an-
neau booléen A avec unité par rapport a la paire d’opérations + et ., par rapport
a la paire d’opérations V et ’, ou par rapport a la paire d’opérations V et ., alors
B est homomorphe & A par rapport & toutes les 4 opérations +, V, . et '; et B est
un anneau booléen avec unité. L’homomorphisme A — B envoie 1’élément zéro de
A sur I’élément zéro de B, et I’élément unité de A, s’il existe, sur ’élément unité de B.

THEOREME 43. Pour qu’un anneau booléen B soit homomorphe a un anneau booléen
A, il est nécessaire et suffisant que B soit isomorphe & un anneau quotient A/a, ou a
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est un idéal dans A ; en particulier, I'homomorphisme A — B détermine a comme la
classe de tous les éléments dans A qui ont I’élément zéro dans B comme image.

THEOREME 44. Les seules congruences dans un anneau booléen A sont les congruences
modulaires. Pour que a = b (mod a), ou a est un idéal dans A, il est nécessaire et
suffisant que a 4+ b appartienne a a, ou qu’il existe des éléments ¢ et d dans a pour
lesuels a Ve=10Vd.

THEOREME 45. Si A; et Ay sont des anneaux booléens, si {; et L, sont les classes
de tous les sous-anneaux de A; et de Ay respectivement, et si I'homomorphisme
A; — A, détermine I'idéal a; dans A, alors 'homomorphisme en question induit un
homomorphisme i, — Ly selon 'opération d’addition non restreinte. En particulier,
les correspondances A; — Ao, Uy — Uy ont les propriétés suivantes :

(1) si by est un sous-anneau de Ay, les images de ses éléments par les homomorphismes
Ay — A, constituent un sous-anneau by de A, lui correspondant suivant 1’homomor-
phisme ; — s ;

(2) si by est le sous-anneau engendré par une sous-classe non vide s; de Ap, alors son
image by par les homomorphismes A; — A, et ) — il est le sous-anneau engendré
par la classe so de toutes les images des éléments de s ;

(3) si by est un sous-anneau de A, la classe by de tous les éléments de A; d’images
dans by est un sous-anneau de A; avec by comme image par les homomorphismes
Al —>A2 et Uy —>112,

(4) si by et ¢; sont des sous-anneaux de A; d’'images respectives by et ¢y dans A,
alors les relations b; V a; = ¢ V a; et by = ¢o sont équivalentes.

THEOREME 46. Si A; et A, sont des anneaux booléens, et si J; et J, sont les classes de
tous les idéaux dans A; et dans A, respectivement, et si ’homomorphisme A; — A,
détermine l'idéal a, dans A;, alors 'homomorphisme indiqué induit un homomor-
phisme J; — Ty par rapport aux opérations de I'addition non restreinte et de la
multiplication finie. En particulier, les correspondances A; — Ay et J; — J5 ont les
propriétés (1)-(4) du théoreme 45 avec le terme “sous-anneau” partout remplacé par
le terme “idéal”.

THEOREME 47. Si A; et A, sont des anneaux booléens, ’homomorphisme A; — A,
envoie tout idéal principal (semi-principal, simple) dans A; sur un idéal principal
(semi-principal, simple) dans A, ; mais il peut aussi envoyer un idéal normal dans A;
dans un idéal non-normal dans A,.

THEOREME 48. Si A; et A, sont des anneaux booléens, et si a; est I'idéal déterminé
dans A; par 'homomorphisme A; — A, alors 'homomorphisme indiqué envoie un
idéal premier p; dans A; sur un idéal p, dans A, qui est premier ou qui coincide avec
¢s selon que p; contient a; ou non. Si ps est un idéal premier dans As, la classe p; de
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tous les éléments dans A; avec des images dans p, est un idéal premier dans A;.

THEOREME 49. Pour qu’un idéal p dans un anneau booléen A soit premier, il est
nécessaire et suffisant que A/p soit un anneau booléen a deux éléments.

THEOREME 50. La somme directe S,ep A, des anneaux booléens A, ol a parcourt
la classe A est un anneau booléen. Son élément zéro est la fonction 0 qui pour tout «
prend la valeur 0(«) 1'élément zéro de A,. Elle a une unité si et seulement si tout A,
a une unité; si A, a une unité e, pour tout «, alors la fonction e qui pour chaque «
a la valeur e(a) = e, est I'unité de la somme directe.

THEOREME 51. Si a est un idéal simple dans un anneau booléen A, alors A <—
(AJa) V (A/d'),a +— A/d' a’ «— A/a. Inversement, si A, Ay, et Ay sont des an-
neaux booléens tels que A «+— A; V Ay, alors il existe un idéal simple a dans A tel
que Ay «— A/a, Ay +— AJd.

THEOREME 52. Un anneau booléen A est réductible si et seulement si il a plus de
deux éléments.

THEOREME 53. Un anneau booléen A est isomorphe a la somme directe d’anneaux
booléens a deux éléments A,, ou « parcours la classe A, si et seulement si il est
isomorphe a l'algeébre de toutes les sous-classes de A.

DEFINITION 10. Si A est un anneau booléen avec éléments a,b,c,... qui sont des
sous-classes d'une classe fixe E = E(A) avec éléments a, 3,7, .. ., alors A est dite étre
une algebre réduite de classes quand elle a la propriété suivante : tout élément o dans
E est contenu dans un élément de A et est le seul élément de E commun a tous les
éléments de A le contenant.

THEOREME 54. Tout algebre de classes avec plus d’un élément est isomorphe a une al-
gebre réduite de classes, en vertu d’une correspondance élément a élément des classes
basiques.

DEFINITION 11. Si A et B sont des algebres de sous-classes de classes F4 et Ep res-
pectivement et s’il existe une correspondance biunivoque entre £ 4 et Ep qui induit
un isomorphisme A «— B, alors les algebres A et B sont dites équivalentes.

THEOREME 55. Si A, B, et C sont des algébres de classes, alors la relation d’équiva-
lence introduite dans la définition 11 a les propriétés suivantes :
(1) A est équivalente a A;
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(2) si A est équivalente & B alors B est équivalente a A;

(3) si A est équivalente a B et B a C, alors A est équivalente a C';

(4) si A est une algebre réduite de classes et B est équivalente & A, alors B est une
algebre réduite de classes.

THEOREME 56. Si A est une algebre réduite de sous-classes a d’une classe E et si
H est n’importe quelle sous-classe de F, alors les classes Ha constituent une algebre
réduite B de sous-classes de H homomorphe & A selon la correspondance a — Ha.
Cet homomorphisme est un isomorphisme si et seulement si l'intersection Ha est non
vide pour tout a non vide dans A.

THEOREME 57. Soit A une algebre de sous-classes a d'une classe E'; soit a un idéal
arbitraire dans A ; et soit F(a) 'union de toutes ces sous-classes de E qui sont élé-
ments de 'idéal a. Alors les relations suivantes sont valides :

(1) si B est n’importe quelle classe non vide d’idéaux dans A, alors

Z E(Cl) = E(Sue%a), H E(a) D) E(Pae%a);

ac’B ac’B
(2) si a et b sont des idéaux dans A, alors E(ab) = E(a)E(b);
(3) si a et b sont des idéaux dans A, alors a C b implique E(a) C E(b);
(4) si a et b sont des idéaux dans A, alors E(a) = E(b) implique o’ = b’;
(5) Iidéal o’ consiste en ces classes de E qui appartiennent a A et qui sont contenues
dans E'(a) et seulement elles; et E(a’) C E'(a).
La correspondance a — F/(a) définit un homomorphisme du systéme J de tous les
idéaux dans A (avec addition non restreinte et multiplication finie comme opérations)
au systéme de toutes les classes F(a) (avec les opérations de formation d’unions ar-
bitraires et d’intersections finies), en accord avec (1) et (2) ci-dessus. Cette corres-
pondance a les propriétés spéciales suivantes :
(6) si a est un idéal principal a(a), alors E(a(a)) = a;
(7) si a est un idéal simple, alors E(a’) = E'(a);
(8) si a et b sont des idéaux normaux, alors F(a) = E(b) implique a = b;
(9) si p est un idéal premier, alors E’(p) contient au plus un élément.
Si la correspondance a — FE(a) est restreinte aux idéaux normaux, elle est biuni-
voque; si elle est restreinte aux idéaux simples, semi-principaux ou principaux, elle
définit un isomorphisme et les classes correspondantes F(a) constituent une algebre
de classes.

THEOREME 58. Soit A une algébre de sous-classes a d’une classe E ; soit H une sous-
classe arbitraire de E'; et soit a(H) la classe de tous les éléments a dans A qui sont
sous-classes de H. Alors a(H) est un idéal dans A avec les propriétés suivantes :

(1) Cl(Hl) vV Cl(HQ) C Cl(Hl U HQ) ;

(2)  a(Hi)a(H2) = a(H1H>);

(3)  H; C Hy implique a(H;) C a(Hy);
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(4)  a(H) est premier si et seulement si H' a exactement un élément.
En connexion avec le Théoreme 57, les relations suivantes sont vérifiées :

(5)  a(E(b)) D b; (6)  E(a(H)) C H; (7) b =a(E'(b)).

DEFINITION 12. Une algebre A de sous-classes d’une classe F est dite parfaite si
E(a) = E(b) implique a = b; c’est-a-dire si 'homomorphisme du Théoreme 57 est
un isomorphisme.

THEOREME 59. Pour qu’une algebre A de sous-classes d’une classe F soit parfaite, il
est nécessaire et suffisant que

(1) la Proposition fondamentale de I'arithmétique des idéaux soit vérifiée dans A ;
(2) E'(p) soit une classe a un élément a chaque fois que p est un idéal premier.

THEOREME 60. Les assertions suivantes concernant une algebre A de sous-classes
d’une classe E sont équivalentes :

(1) o’ = b implique E(a) = E(b);

(2) toute sous-classe a un seul élément de E est un élément de A;

(3) a(Hy) = a(H,) implique H; = Hy;

(4) E(a(H )) H pour toute sous-classe H de F;

(5) E(a') = E'(a) pour tout idéal a dans A;

(6) a(H) est un idéal normal pour tout H ;

(7) a(E(b)) = b” pour tout idéal b dans A

(8) a(H1)Va(Hy) = a(H, U Hs) pour tout H1 et Hs.

Quand ces conditions sont satisfaites, 'anneau booléen 91 de tous les idéaux normaux
dans A décrit dans le Théoreme 29 est isomorphe a I'algebre de toutes les sous-classes
de E. Inversement, si 'anneau booléen 91 de tous les idéaux normaux dans un anneau
booléen abstrait B est isomorphe a 'algebre de toutes les sous-classes d’une classe
E, alors B est isomorphe a ’algebre réduite A des sous-classes de E dans laquelle ces
conditions sont satisfaites.

THEOREME 61. Pour qu’un anneau booléen abstrait B soit isomorphe & une algebre
A de sous-classes d'une classe E avec la propriété (2) du Théoreme 60, il est néces-
saire et suffisant que B contienne un systéme atomique complet.

THEOREME 62. Pour qu'un anneau booléen abstrait B soit isomorphe a 1’algébre A
de toutes les sous-classes d'une classe F, il est nécessaire et suffisant que tout idéal
normal dans B soit principal et que B contienne un systéeme atomique complet.

THEOREME 63. Dans un anneau booléen A contenant au moins deux éléments, il
existe au moins un idéal premier.
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THEOREME 64. Si A est un anneau booléen contenant des éléments a et b tels que
ab # a ou, de fagon équivalente, tel que a < b est faux, alors il existe un idéal premier
p dans A qui contient b et non a; et, si A est un anneau booléen contenant les idéaux
a et b tels que b n’est pas un diviseur de a, alors il existe un idéal premier p dans A
qui est diviseur de a mais pas de b.

THEOREME 65. Le Théoréme 64 découle du Théoréme 63 sans l'intervention de mé-
thodes transfinies ou de I’hypotheése du bon ordre.

THEOREME 66. Dans un anneau booléen A, tout idéal autre que ¢ est le produit de
tous ses diviseurs idéaux premiers. Ce résultat découle du Théoréme 64 sans l'inter-
vention de méthodes transfinies ou de I’hypothése du bon ordre.

THEOREME 67. Soit A un anneau booléen, a un idéal arbitraire dans A, § la classe
de tous les idéaux premiers dans A, J le systeme algébrique de tous les idéaux dans
A selon les opérations d’addition non restreinte et de multiplication finie, §(a) la
classe de tous les idéaux premiers qui ne sont pas des diviseurs de a, et [(A) le
systeme algébrique qui a les classes F(a) pour éléments, et la formation d’unions non
restreintes et d’intersections finies pour opérations. Alors la correspondance a — §(a)
détermine un isomorphisme J <— I(A) en accord avec les relations
(1) §(a) = F(b) si et seulement si a =b;
(2) si B est n’importe quelle classe non vide d’idéaux, alors

§(Saena) = > §(a);

ac’B

(3) §(ab) = F(a)F(b).
Appelons §(a) la classe F(a(a)) correspondant & l'idéal principal a(a) et appelons
B(A) le systeme algébrique avec les classes §(a) comme éléments et avec les opé-
rations de formation d’unions finies, différences symétriques (unions modulo 2), et
intersections finies. Alors B(A) est un anneau booléen concret ou une algebre de
classes isomorphe & A en vertu de la correspondance a — §F(a) en accord avec les
relations
(4) F(a) = F(b) si et seulement si a = b;
(5) §(a +b) = F(a)AF(D) ;
(6) §(aVb) =F(a) CF(b);
(7) S(ab) = F(a)S(b):

Le systeme B(A) est une algebre parfaite réduite de classes.

DEFINITION 13. L’algebre des classes B(A) associée & un anneau booléen A par le
Théoreme 67 est appelée la représentation parfaite de A.

THEOREME 68. Utilisons les notations A, §,§(a), [(A), F(a) et B(A) spécifiées dans
le Théoreme 67. Soit T une sous-classe arbitraire de §; a(%’) I'idéal constitué de
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tous les éléments a tels que §F(a) C T'; I(A,T) le systeme algébrique de toutes
les classes TF(a) selon les opérations de formation d’unions non restreintes et d’in-
tersections finies; et B(A,T) le systeme algébrique de toutes les classes TF(a) se-
lon les opérations de formation d’unions finies, différences symétriques, et intersec-
tions finies. Alors la correspondance §(a) — TF(a) détermine les homomorphismes
I(A) —» I(A, %), I(A,a(T)) — I(A,T), ce dernier est un isomorphisme si et seule-
ment si F(a(T')) = T ou de fagon équivalente, T = F'(a(7”)). De la méme maniére,
la correspondance §(a) — TF(a) détermine un homomorphisme B(A) — B(A,T) et
un isomorphisme B(A,T) «— B(A/a(¥')). L’algebre des classes B(A, ¥) est parfaite
si et seulement si §F(a(T')) = T'; et, quand cette condition est satisfaite, B(A,¥) est
équivalente a B(A/a(%’)). Si b est un idéal arbitraire, alors nous avons en particulier
le résultat que B(A/b) est équivalent & B(A,F'(b)). L’idéal a(T’) est égal a ¢ quand
T est vide et égal au produit des idéaux premiers dans ¥ sinon.

THEOREME 69. Si B est une algeébre de classes homomorphe & un anneau booléen
A et si b est I'idéal dans A déterminé par 'homomorphisme A — B, alors il existe
une classe T d’idéaux premiers dans A reliés a b a travers I'équation a(T') = b telle
que B est équivalente & B(A,T). Pour que B soit parfait, il est nécessaire et suffisant
que T = F'(b). Les seules algebres parfaites de classes isomorphes a A sont celles
équivalentes a B(A).

THEOREME 70. Les propositions suivantes sont équivalentes sans utiliser des mé-
thodes transfinis ou 'hypothése du bon ordre :

(1) tout anneau booléen possede une algebre de classes isomorphe;;

(2) la proposition fondamentale de I’arithmétique des idéaux est valide dans tout
anneau booléen.
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Une théorie générale des spectres 1
M.H. Stone

La théorie mathématique des spectres traite du probleme de la valeur caractéristique
(Eigenwertproblem) pour les opérateurs linéaires, et fournit un traitement général
unifié pour les cas typiques du probléme survenant en mathématiques appliquées.
Au cours des derniéres années, la tendance a accentuer les aspects algébriques de la
théorie spectrale est devenue de plus en plus prononcée. Cette tendance est tout aussi
évidente dans les applications que dans les développements purement mathématiques,
étant une caractéristique de la théorie quantique et du calcul de Heaviside. Dans la
présente note, nous esquissons de nouvelles étapes dans le sens d’une “algebre” ap-
profondie de la théorie spectrale : nous montrerons que sans la médiation d’aucune
théorie d’intégration, il est possible de définir des fonctions générales des opérateurs
et d’élaborer leur calcul.

On considére un systeme R d’éléments a, b, ¢, ..., qui, a des fins d’illustration peuvent
étre interprétés comme des opérateurs, avec un sous-systeme P d’éléments dits “po-
sitifs”. Les conditions suivantes sont exigées :

(1) en termes d’addition et de multiplication, R est un anneau commutatif, et
associatif avec unité e;

(2) pour chaque nombre naturel n, ’équation nx = e a une solution dans R;

(3) les sommes et produits d’éléments positifs sont positifs, mais a et —a ne sont
tous deux positifs que dans le cas ou a = 0;

(4) le carré de tout élément est positif;

(5) si a est donné, il existe un nombre naturel n tel que ne + a est positif;

(6)

si e + na est positif pour chaque nombre naturel n, alors a est positif.

Ces propriétés conduisent a la fois & un certain nombre de résultats simples : les
éléments de R admettent la multiplication par les nombres rationnels ; a chaque
élément a peut étre assigné un nombre réel || a || qui est sa norme; les éléments
de R peuvent étre ordonnés partiellement en définissant a < b si b—a est positif
et différent de 0. Nous exigeons en outre que :

(7) avec la distance || a — b ||, le systéme R est un espace métrique complet.

En fait, bien sfir, nous devons nous attendre & pouvoir obtenir la satisfaction de (7)
par un processus de complétion de type familier, en adjoignant de nouveaux éléments
a R de maniere a obtenir un systeme élargi R* avec une classe élargie P* d’éléments
positifs jouissant de toutes les propriétés (1)-(7). Cela se révele étre le cas. Ce que

Source : Actes de ’Académie nationale des sciences des Etats-Unis d’Amérique, Vol. 26, n° 4
(15 avril 1940), p. 280-283.
Ministere des mathématiques, Université de Harvard
Communiquée le 12 mars 1940



nous pouvons maintenant établir est la chose suivante : le systéme R décrit ci-dessus
est algébriquement isomorphe a Uanneau de TOUTES les fonctions réelles continues
sur un certain espace de Hausdorff bicompact S(R), les éléments positifs correspon-
dant précisément aux fonctions non-négatives ; et S(R) est déterminé de fagon unique
modulo les équivalences topologiques!. Puisque les fonctions réelles continues sur tout
espace de Hausdorff bicompact constituent un systéme vérifiant les propriétés (1)-(7),
il s’ensuit que ces propriétés caractérisent en termes algébriques et ordinaux de telles
classes de fonctions réelles'. Pour prouver ces résultats, on combine des principes
généraux d’algebre et de topologie aux informations concernant 1’existence et les pro-
priétés des racines carrées dans le systeme donné R. Sans entrer dans les détails, il
est intéressant de noter que la détermination de la racine carrée positive d’un élé-
ment positif a < e est effectuée de la maniere la plus efficace grace a 'algorithme de
fraction continuée utilisé pour convertir I’équation 22 = a dans la forme équivalente
(e4+z)x = a+x et en écrivant cette derniere, d’abord dans un sens purement formel,
comme x =€ — (e —a)/(e + x).

Il est maintenant évident que, si a est un élément quelconque de R et F'(\) est n’im-
porte quelle fonction réelle continue définie pour tous les réels A, alors F'(a) peut étre
interprété de maniere unique comme un élément de R : car, si f est cette fonction
continue sur S(R) qui représente a dans I'isomorphisme décrit ci-dessus? alors F(f)
est aussi une fonction continue sur S(R) et représente donc un certain élément de R
qui peut étre désigné de maniére appropriée par F'(a). Le développement d'un calcul
opérationnel complet de telles fonctions d’éléments dans R peut étre développé d’une
maniére évidente. Si F' n’est pas continue, F'(f) ne peut généralement pas étre en
corrélation avec un élément de R, mais a toujours une signification comme fonction
sur S(R). Par conséquent, R peut étre tellement élargi que F'(a) a un sens dans le
systeme étendu méme lorsque F' n’est pas continue : par exemple, dans le traitement
de fonctions bornées F', nous pouvons utiliser comme systéeme étendu la classe de
toutes les fonctions réelles bornées sur S(R), pour lesquelles les propriétés (1)-(7)
sont facilement vérifiées. Si I'on souhaite traiter des fonctions non bornées F, une
procédure est possible mais I'extension de R employée ne peut en général pas avoir
les propriétés (5) et (7).

Dans de nombreux cas, cependant, aucun élargissement de R n’est nécessaire pour
mettre en place un calcul opérationnel en termes d’une large classe de fonctions dis-
continues F'. Exigeons que, au lieu de la propriété (7), R ait la propriété

(7’) si {an} est une séquence d’éléments positifs avec un a,, > a,1, alors elle a une
plus grande borne inférieure.

La propriété (7’) implique la propriété (7); de plus, elle est équivalente a la propriété
suivante de I'espace associé S(R) : chaque fonction de Baire bornée sur S(R) ne differe
que sur un ensemble de premiere catégorie d’une fonction continue qui lui est associée
de facon unique. Dans la preuve de cette équivalence, nous établissons en outre que la
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propriété (7) et la propriété de S(R) indiquées ci-dessus sont équivalentes a la pro-
priété suivante : S(R) est I'espace booléen représentatif (3) d'une algebre booléenne
completement additive, qui peut étre réalisée au moyen des éléments idempotents
de R. Revenant a l'interprétation de F(a), on voit tout de suite que, quand R a la
propriété (7’) et quand F' est une fonction de Baire bornée, F'(f) est une fonction
de Baire bornée sur S(R) déterminant une fonction continue unique et un élément
correspondant unique de R, qui peut étre désigné de maniére appropriée par F'(a).
On obtient ainsi un calcul opérationnel complet avec des fonctions de Baire bornées
F, applicable entierement au sein du systeme R. Il n’est pas difficile de voir que (77)
est essentiellement une condition nécessaire et suffisante pour la constructibilité d’un
tel calcul.

Les concepts généraux décrits ci-dessus peuvent étre illustrés ou appliqués de diverses
facons. Les exemples de systemes R qui conduisent a des interprétations et résultats
sont : la classe de toutes les fonctions réelles continues sur un espace topologique
arbitraire! ; la classe de toutes les fonctions bornées mesurables au sens de Lebesgue
sur un domaine général, une fonction étant considérée comme positive si elle n’est
négative que sur un ensemble de mesure zéro. On peut vérifier par des considérations
tout a fait élémentaires que tout anneau abélien d’opérateurs auto-adjoints bornés
dans 'espace de Hilbert est un systéeme R qui possede la propriété (7’) sous une
forme plus forte. La présente théorie comprend donc comme cas particulier I'ana-
lyse spectrale simultanée d’un nombre quelconque d’opérateurs auto-adjoints bornés
permutables avec le développement de leur calcul opérationnel. Afin de traiter les
opérateurs non bornés, il suffit d’utiliser 'une des méthodes disponibles pour réduire
le cas non borné au cas borné. En interprétant cette instance d'un systeme R en
termes physiques, nous avons un traitement de tout systeme de quantités physiques
réelles observables simultanément telles qu’envisagées dans la théorie quantique?. Les
systémes formels décrits par Steen® comme base pour un analogue abstrait de la théo-
rie des opérateurs auto-adjoints peuvent étre mise en proche relation avec la théorie
présente, comme on pourrait s’y attendre ; mais il faut noter que les considérations de
Steen restent a un niveau plus formel que les nétres, dans le sens ot elles ne servent
pas a identifier les systémes considérés. La existent des liens similaires entre la pré-
sente note et une théorie initiée par von Neumann® ; mais nos résultats ne s’appliquent
qu’aux sous-systeémes associatifs des algebres non associatives de von Neumann. Dans
le présent schéma, nous avons eu I'occasion de faire certaines références a la théorie
des algebres booléennes. Le fait que ces références ne soient ni accidentelles ni for-
cées provient du fait que la théorie générale de telles algebres telle que nous I'avons
développée ailleurs® est un cas particulier de la théorie présente : si I'on considere les
formes linéaires formelles & coefficients rationnels construites & partir d’'un anneau
booléen abstrait A et qu’on les traite convenablement, comme si elles représentaient
des “fonctions constantes par morceaux”, on obtient un systéme R qui peut étre
complété de maniere a vérifier les propriétés (1)-(7) ; I'espace de Hausdorff bicompact
résultant est précisément ’espace booléen attaché & A. En fait, il est plus simple de



développer la théorie des algebres booléennes indépendamment, car de nombreux as-
pects de la théorie générale décrite ici deviennent triviaux ou peuvent étre contournés
en traitant directement ce cas particulier. Enfin, nous observons que les concepts de
la présente note éclairent (et introduisent méme certaines simplifications techniques
dans) les travaux récents de Bochner sur les intégrales additives finies” et ceux de

Bochner et Wecken sur les fonctions quasi-périodiques®.

Dans une deuxieme note, nous discuterons du parallele entre la théorie actuelle et
certains résultats de la théorie des réseaux linéaires. En particulier, nous montrerons
que les principes généraux développés ici se prolongent pour donner un traitement

sans intégration du calcul opérationnel de Riesz dans un réseau linéaire?.

1. Pour des discussions au sujet des propriétés des fonctions continues impliquées dans ce contexte,
voir M. H. Stone, Trans. Am. Math. Soc., 41, 375-481 (1937), spécialement le Chapitre ITT; et Cech,
Ann. Math. (2), 38, 823-844 (1937).

2. Le domaine de cette fonction f est le spectre de a.

3. Voir M. H. Stone, loc. cit., specialement Chapitre I, et un travail précédent cité la.

4. P. A. M. Dirac, Principes de la mécanique quantique, 1931.

5. S. W. P. Steen, Proc. Lond. Math. Soc (2) 41 361-392 (1936) ; 43, 529-543 (1937); 44, 398-411
(1938) ; 45, 562-578 (1939). Les deux derniers articles traitent de systémes non-commutatifs liés de
fagon proche & ceux cités dans la référence afférente 6.

6. J. von Neumann, Matematicheskii Sbornik, 1 (43) 415-484 (1936).

7. S. Bochner, Ann. Math. (2) 40, 769-799 (1939).

8. S. Bochner, loc. cit.; F. J. Wecken, Math. Zeit., 45, 377-404 (1939).

9. F. Riesz, Ann. Math. (2) 41, 174-206 (1940).



Une théorie générale des spectres 11
M. H. Stone

Dans la présente note, nous discuterons de la théorie des groupes abéliens ordonnés
par un treillis et de sa relation avec une communication antérieure?. En particulier,
nous dérivons le traitement sans intégration du calcul opérationnel de Riesz dans un
réseau linéaire?, traitement qui avait été précédemment promis.

Nous désignons par 1-groupe tout systéeme L d’éléments a, b, ¢, ... satisfaisant la condi-
tion composée

(1’) L est un systéme avec deux opérations binaires, + et x, qui
(i) est un groupe abélien par rapport a +;
(ii) satisfait aux lois commutative et associative par rapport a x ;
(iii) satisfait a la loi de distributivité a+ (b x ¢) = (a+0b) x (a+¢) de + par rapport
a X ;

(iv) satisfait a la loi d’idempotence a X a = a.

La condition sur L est équivalente a 'exigence que L soit un groupe abélien ordonné
par un réseau : en définissant que a < b si et seulement si a x b = a, on peut facile-
ment vérifier que a x b est la plus grande limite inférieure (ou rencontre de réseau)
de a et b. Par conséquent, la terminologie habituelle de la théorie des réseaux peut
étre appliquée a L sans plus de commentaire : par exemple, nous dirons qu’a est un
élément positif ou strictement positif selon que a > 0 ou a > 0. Les parties séparées
de (1) ressemblent étroitement aux postulats des anneaux commutatifs. En effet, en
omettant (iv) et en remplacant (iii) par la loi distributive a x (b+¢) = (axb)+(ax ),
nous obtenons les postulats en question. De plus, en conservant (iv) et en rempla-
cant (iii) de la méme maniére, on obtient les postulats des anneaux booléens. Ainsi
les 1-groupes different principalement des anneaux par une sorte d’inversion de la
loi distributive. Par conséquent les extensions, homomorphismes et représentations
pour les 1-groupes peuvent étre obtenus par des arguments pas tres différents de ceux
utilisés dans la théorie des anneaux.

Sur un 1-groupe L, nous imposons une partie ou la totalité d’une série de conditions

similaires & celles supposés en (I) pour les anneaux. Ce sont :

(27) pour tout a et tout entier naturel n, I’équation nz = a a une solution dans L ;
57) pour un élément e, chaque a détermine un nombre naturel associé n tel que ne+a

P q q

est positif;

(5”) pour un élément e, les relations a > 0, e x a = 0 sont équivalentes a la relation

a=0;

Source : Actes de I’Académie nationale des sciences des Etats-Unis d’Amérique, Vol. 27, 1941
83 Page 2, Communiquée le 11 décembre 1940



(67) si b est positif et si b+na est positif pour tout entier naturel n, alors a est positif;
(7) en termes de la distance de || a—b || (définie sur la base de (2), (5°) et (6”) comme
la plus grande borne inférieure des nombres rationnels A tels que |a — b| < Ae), L est
un espace métrique complet ;

(77) si {a,} est une séquence d’éléments positifs tels que a, > a,41, alors elle a une
plus grande borne inférieure.

En (57) et en (57), I'élément spécial e doit étre strictement positif; et tout e satisfaisant
(57) satisfait également (5”). Un 1-groupe avec la propriété (7’) est dit complet. Un
1-groupe complet satisfait nécessairement la propriété (6’); et un 1-groupe complet
satisfaisant (2') et (5’) satisfait également (7). Pour qu’un 1l-groupe satisfasse (27),
(57), (67) et (7), il est nécessaire et suffisant que L soit un treillis de Banach conte-
nant un élément spécial e tel que les relations || a || < 1 et || a || < e sont équivalentes.

Tout 1-groupe L peut étre étendu a un 1-groupe L* (composé des “fractions formel-
les” a/n) qui a la propriété (2’) et aussi 'une des propriétés (5°), (57), (6”) possédée
par L. De méme tout l-groupe avec les propriétés (2’), (5), (6') peut étre étendu
(par complétion métrique) a un 1-groupe satisfaisant (2’), (5°), (6’ et (7). Ainsi, tout
1-groupe L complet satisfaisant (5’) peut étre étendu a un 1-groupe L* satisfaisant
(27), (57), (67) et (7); et nous verrons qu’en conséquence, L* a aussi la propriété (7).

Les homomorphismes d’un 1-groupe sont étudiés au moyen de ses 1-sous-groupes nor-
maux, que nous désignons ici par le terme 1-idéaux puisque leur role est analogue a
celui des idéaux de la théorie des anneaux. Une sous-classe non vide a d” un 1-groupe
L est ainsi dite étre un 1-idéal si et seulement si, a chaque fois que ay, ..., a, sont dans
aet |b] < lar| + ... + |a,], alors b est également dans a. Un 1-idéal est dit premier si
lai| x |az| € a implique a; € a ou ay € a; un 1-idéal a est premier si et seulement si
le 1-groupe-quotient L/a est simplement ordonné. Associé a une sous-classe non vide
arbitraire a d'un 1-groupe, on a a* le plus petit 1-idéal contenant a, et le 1-idéal a’ de
tous les éléments b tels que |b| x |a| = 0 pour chaque a dans a; pour eux, les relations
aca*Ccda’,ad =d” a* =a” = d sont facilement vérifiées. De plus, a* est facilement
identifiée comme la classe de tous les éléments b tels que |b| < |ai| + ...+ |a,| pour
certains éléments ay, ..., a, dans a. Dans un 1-groupe complet, les 1-idéaux a* et o
sont des 1-groupes complets.

L’analyse des 1-groupes complets peut étre facilement réduite a 1’ étude des 1-groupes
complets satisfaisant (5’), comme nous allons le montrer maintenant. Si e est n’im-
porte quel élément strictement positif dans un 1-groupe complet L, alors L est la
somme directe des 1-idéaux {e}’ et {e}” et le 1-idéal {e}” est essentiellement déter-
miné par le 1-idéal {e}* : car, si a est n’importe quel élément positif dans L, alors
a' = inf{a — (ne x a)} € {e},d" = a — a’ = sup{ne x a} € {e}", et ne x a € {e}*.
Nous avons donc une application homomorphe L — L/{e} = {e}" qui conserve
les plus petite borne supérieure et plus grande borne inérieure (pour les séquences).
Non seulement les 1-groupes {e}” et {e}* sont tous deux complets, mais ils satisfont
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aussi les conditions respectives (5”) et (5’) avec e comme élément spécial requis dans
chaque cas. Si e est maintenant autorisé a parcourir la classe de tous les éléments
strictement positifs dans L (ou simplement une classe d’éléments e, tels que a # 3
implique e, X ez = 0 tandis que e, X |a] = 0 pour tout « implique a = 0), alors aucun
élément a autre que 0 a pour image ’élément nul de {e}” par tout homomorphisme
L — {e}". En appliquant le principe de McCoy et Montgomery®, et en observant que
la somme directe des 1-groupes complets satisfaisant (5”) est un 1-groupe du méme
genre, on obtient le :

THEOREME 1. Un [-groupe complet peut se projeter de fagcon isomorphe, avec conser-
vation des plus grande borne inférieure et plus petite borne supérieure (pour les sé-
quences), en tant que l-sous-groupe dans une somme directe de l-groupes complets

satisfaisant (57) - et donc comme un l-sous-groupe dans un l-groupe complet satis-
faisant (57).

Bien siir, dans un 1-groupe complet L satisfaisant (5”), nous avons L = {e}” pour
I'élément spécial e de (57) et est donc laissé pour 1’étude le 1-groupe complet {e}*,
qui satisfait (5°).

En déplagant notre attention vers le cas d’ un 1-groupe L avec les propriétés (2'), (5),
(6”) et (7), nous déduisons pour lui une représentation en théorie des fonctions due
a Kakutani® ; cette représentation est analogue a la représentation pour les anneaux
donnée en (I). Un argument appliqué par Krull” dans le cas des anneaux commutatifs
nous permet de construire un 1-idéal maximal en omettant e. Ce 1-idéal est nécessai-
rement métriquement fermé et premier ; et le 1-groupe-quotient simplement ordonné
L/a est facilement identifiable avec le 1-groupe de nombres réels (avec leur ordre na-
turel). En particulier, si a est un élément arbitraire dans L, le 1-idéal {|| a || e — |a|}*
ne peut pas contenir e; et nous pouvons donc déterminer a pour qu’il contienne
| a || e —|a|. L’application L — L/a envoie alors |a| sur le nombre réel || a ||. En ap-
pliquant le principe de McCoy et Montgomery, conjointement avec des compléments
topologiques d’abord formulés en termes explicites par Kakutani®, nous obtenons le :

THEOREME 2. (Théoréme de Kakutani). Un l-groupe L satisfaisant (2°), (5°), (6°)
et (7) est isomorphe au l-groupe de TOUTES les fonctions réelles continues sur un
espace de Hausdorff bicompact déterminé de fagon unique S(L) ; les éléments positifs
de L sont représentés précisément par ces fonctions qui n’ont pas de valeurs négatives
et [’élément e par la fonction constante 1.

De (I) nous avons immédiatement le

COROLLAIRE. Pour que L soit complet, il est nécessaire et suffisant que S(L) soit un



espace booléen qui est associé a une algebre booléenne complétement additive.

Ainsi, dans tout 1-groupe complet satisfaisant (2’) et (5’), nous pouvons mettre en
place un calcul opérationnel de la maniére indiquée dans notre note précédente (I),
ce qui permet d’obtenir, sans recours a I’ intégration, des résultats similaires a ceux
de Riesz.

Rappelant maintenant que tout 1-groupe complet satisfaisant (5’) peut étre projeté
dans un 1-groupe L* satisfaisant (2’), (5’), (6’) et (7), on peut a la fois représenter
L isomorphiquement comme un 1-sous-groupe Lg du l-groupe des fonctions conti-
nues sur S(L*). En vertu de la construction explicite de L* en fonction de L, nous
voyons que chaque fonction continue sur S(L*) peut étre uniformément approximée
par des combinaisons linéaires rationnelles de fonctions dans Ly. En couplant ce
fait topologique’® avec le fait que Ly est complet, nous pouvons montrer que S(L*)
est I’espace booléen représentatif d’'une algebre booléenne completement additive, et
donc que L* est un 1-groupe complet. Maintenant, & tout point p de S(L*), les valeurs
prises par les fonctions dans Ly constituent un 1-sous-groupe Lgy(p) des nombres réels.
Puisque ce 1-sous-groupe peut étre discret, composé de nombres de la forme +k/n
ou n est fixé et £k =0,1,2,3, ..., nous sommes amenés a considérer I'ensemble Sy (L)
de tous les points p ou le plus petit nombre strictement positif dans Ly(p) est de la
forme k/N. Nous posons Ty (L) = S} (L)S5(L) ... S\_1(L)Sn(L)*. Des investigations
de nature topologique aménent alors :

THEOREME 3'°. Si L est un l-groupe complet satisfaisant (5°), alors il existe un es-
pace booléen bicompact déterminé de fagon unique S(L), qui représente une algébre
booléenne compléetement additive A, et une séquence déterminée de maniére unique
{Sn(L)} d’ensembles fermés dans S(L), ot Sp(L)Sn(L) = Sp(L) avec P le p.g.c.d.
de M et N et ot les ensembles ouverts complémentaires S (L) représentent les idéaux
completement additifs dans A, de telle sorte que L est isomorphe au l-groupe Ly de
toutes les fonctions réelles continues sur S(L) qui ne prennent sur chaque ensemble
Tn(L) aucune valeur autre que £k/N,k = 0,1,2,...N = 1,2,3,...; et si le point
p nappartient @ aucun ensemble Sy, alors Lo(p) est le l-groupe des nombres réels.
Inversement, si S et Sy sont choisis arbitrairement sous réserve des conditions indi-

quées, alors il existe un l-groupe complet L satisfaisant (5°) et les relations spécifiques
S(L) = S,Sn(L) = Sy pour N =1,2,3,....

Nous ne formulerons pas les théoremes décrivant les représentations pour les 1-groupes
complets satisfaisant (5”) et pour les 1-groupes complets sans restrictions, car les
détails sont assez compliqués. Cependant, nous pouvons facilement voir de fagon
générale quelles sont les représentations possibles. Dans le traitement d’un 1-groupe
complet L satisfaisant (5”), nous appliquons d’abord le théoréme 3 pour obtenir une

1. pas de prime pour Sy (L), erreur ?



représentation de {e}*, ol e est I’élément spécial donné en (5”). Nous utilisons ensuite
cette représentation pour fournir des représentants pour les éléments qui sont dans
L = {e}" mais pas dans {e}*. En raison de remarques précédentes, il est aisément
vérifiable que chacun de ces éléments a une fonction représentative unique F vérifiant
les propriétés suivantes :

() F est finie et continue sauf aux points d’'un ensemble associé fermé dense nulle
part;

(B) si n est un nombre naturel quelconque, il existe un voisinage de cet ensemble
exceptionnel associé de telle sorte que F' ne prend sur lui aucune valeur comprise
entre —n et n;

(7) sur chaque ensemble Ty ({e}*), la fonction F' ne suppose aucune des valeurs
finies autres que celles de la forme +k/N.

Dans le calcul des sommes et des jointures de treillis de telles fonctions, on doit
évidemment négliger les ensembles denses nulle part. Avec cette réserve, il n’est pas
difficile de montrer que I'agrégation combinée de toutes ces fonctions continues et
de toutes les fonctions (non bornées) vérifiant les propriétés («) et () ci-dessus est
en fait un 1-groupe complet satisfaisant (57); et que L peut y étre projeté de ma-
niére isomorphe sous la forme d’un 1-sous-groupe Lg. Clairement, Ly doit satisfaire
la condition () mais n’est pas en général caractérisé ainsi. En combinant ce résultat
de facon judicieuse avec le théoréme 1, nous arrivons finalement & une représentation
en théorie des fonctions d’un 1-groupe complet arbitraire.

Enfin, nous remarquons que le parallele étroit entre la représentation par anneaux
fournie en (I) et la représentation par 1-groupes fournie par le Théoreme de Kaku-
tani s’étend méme aux arguments de preuves. Si R est n'importe quel anneau avec les
propriétés requises en (I), nous pouvons le traiter également comme un 1-groupe satis-
faisant (27), (57), (67) et (7), en vertu de la définition a xb = 1/2(a+b)—1/21/(a — b)2.
Une sous-classe non vide fermée de R est un idéal si et seulement si elle est un 1-idéal.
Par conséquent, si les 1-idéaux premiers a utilisés ci-dessus pour prouver le théoreme
de Kakutani sont interprétés pour R, ils se révelent étre des idéaux fermés sans divi-
seur ; et les homomorphismes associés R — R/a envoient R sur le corps des nombres
réels. Inversement, la technique d’une discussion directe de R donne également une
preuve du théoreme de Kakutani. Ainsi, exceptée une construction préliminaire des
racines carrées dans R, les arguments utilisés pour établir les représentations des an-
neaux et des 1-groupes sont essentiellement identiques.

1. Pour la théorie générale des treillis et sa terminologie technique, nous nous référons a Garrett
Birkhoft, Lattice Theory, New York, 1940.

2. M. H. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci., 26, 280-283 (1940). Ce document sera cité ici comme (I).

3. F. Riesz, Ann. Math. (2), 41, 174-206 (1940).

4. Riesz a discuté longuement des systémes a* et @’ dans la réf. 3, ci-dessus.

5. Voir N. H. McCoy et Deane Montgomery, Duke Math. Jour., 3, 455-459 (1937).
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6. Voir S. Kakutani, Proc. Imp. Acad. Tokyo, 16, 63-67 (1940). La preuve esquissée ici differe de
celle qui m’a été communiquée oralement par le Dr. Kakutani en octobre dernier; elle implique
quelques simplifications techniques, si je comprends correctement la situation. Voir également le
dernier paragraphe de ce document.

7. Voir W. Krull, Math. Annalen, 101, 729-744 (1929), en particulier la page 732.

8. Voir Kakutani, réf. 6, ci-dessus.

9. Voir M. H. Stone, Trans. Am. Math. Soc., 41, 375-481 (1937), en particulier le théoréme 82 dont
la preuve provient essentiellement de la théorie des treillis.

10. Je comprends que J. v. Neumann a également obtenu des résultats en contact étroit avec ceux
énoncés dans le théoreme 3 et ceux esquissés dans le paragraphe suivant, en particulier en ce qui
concerne le “dédoublement” des 1-groupes discrets Lo(p) et du calcul modulo les ensembles nulle
part denses que 1’on trouve au paragraphe suivant. La nature précise des résultats de v. Neumann et

dans quelle mesure leurs preuves sont reliées aux observations faites en (I) me sont tous inconnus.
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Présentation topologique
du calcul propositionnel intuitionniste
Jean Drabbe

I. Introduction

La présentation élémentaire usuelle du calcul propositionnel classique par l'intermé-
diaire des tables de vérité a fait tres tot I'objet de généralisations permettant un
nombre de valeurs de vérité supérieur a 2 (voir, par exemple, E. Post “Introduction
to a General Theory of Elementary Propositions”, Amer. Journal of Math. 43 (1921),
p. 163-185).

Notons qu’il résulte immédiatement du théoreme de représentation de M. Stone (1934)
pour les algebres de Boole que si 1'on utilise les éléments d’une algebre de Boole (de
cardinal > 2) B, V, A, ’, = (ou a — b est défini par a’ V b) comme valeurs de vérité,
en interprétant :

le “vrai” par le maximun de B, V, A, ", —,

la disjonction par V,

la conjonction par A,

la négation par ’ (complément booléen),

I'implication par —,
on retrouve exactement les tautologies classiques.
Cette remarque sera utilisée plus loin.

Nous allons montrer que la présentation et 1’étude élémentaires du calcul proposition-
nel intuitionniste peuvent étre réalisées de maniére tres simple en utilisant les ouverts
de la droite réelle (avec la topologie usuelle) comme valeurs de vérité en admettant
I'ouvert impropre R comme valeur désignée (valeur “vraie”).

Cette présentation résulte essentiellement de travaux de A. Tarski, “Der Aussagen-
kalkil und die Topologie”, Fund. Math. 31 (1938), p. 103-134 et de J. McKinsey -
A. Tarski “On closed Elements in closure Algebras”, Annals of Math, 47 (1946), p.
122-162.

Une introduction (trés détaillée) a la logique intuitionniste peut étre trouvée dans
le récent ouvrage de M. Dummett “FElements of intuitionisn” Oxford Univ. Press

(1977).

II. Notations - Terminologie

Désignons par T I’ensemble des ouverts de la droite réelle.

Pour A C R, posons :
—A=R\A,



int(A) = intérieur de A,
Al=int(-A).

Nous dirons que A (€ T) est un ouvert régulier ssi A*+ = A.

L’ensemble Rég des ouverts réguliers peut étre érigé en algebre de Boole (compléte)
Rég, V, A, ’, — en posant :

AV B=(AUB)*t

ANB=ANB

A = AJ_J_

A— B=(AtUB)*t.

Ce résultat est essentiellement une conséquence des propriétés :
Si A,B €T, alors :

(i) Ac A+

(ii) AL — ALLL

(iii) Ac B = A*t c B

(iv) (AN B)*t = At n B+

(voir, par exemple, P. Halmos “ Lectures on Boolean Algebras”, Van Nostrand, 1963).

III. Tables de vérité topologiques pour la logique intuitionniste

Ensemble des valeurs de vérité : T

Valeur désignée : R

p vV q|p A q
A AUB B|A AnB B
~ plp e q
int(—A) A|A int(—-AUB) B

Notons que les tables de vérité de V et A sont naturelles car la réunion et I'intersection
de deux ouverts sont encore des ouverts. Comme il n’est pas nécessairement vrai que
si A et B sont des ouverts, —A et —A U B sont encore des ouverts, la “correction”
“int” a été apportée a la situation classique pour définir les tables de vérité de ~ et
- .

Nous appellerons “tautologie intuitionniste” toute formule dont la valeur de vérité est
R, quelles que soient les valeurs de vérité attribuées a ses variables propositionnelles.

Exemples

i) (pAq) = p est une tautologie intuitionniste car pour A, B € T,
int(—(ANB)UA) =R;

ii) ~~ p = p n'est pas une tautologie intuitionniste car ~~ p = p a la
valeur R\ {0} lorsque p regoit la valeur R\{0};



iii) On vérifie trés facilement que
pvV ~p
(~vp = ~q) = (¢ = p)
ne sont pas des tautologies intuitionnistes ;

iv) toute tautologie intuitionniste est une tautologie classique (a une traduction tri-
viale pres, les tables de vérité intuitionnistes restreintes aux cas ou les variables
prennent leurs valeurs dans {@, R} sont les tables de vérité classiques.

IV. La structure 7,V,A,/, —

Les tables de vérité intuitionnistes fournissent une motivation naturelle nous permet-
tant d’ériger T en structure 7,V,A,’, — en posant :

AV B=AUB,
ANB=ANB,
A/ — AL,

A — B =int(—AUB).
Ceci va nous permettre de donner une démonstration simple du théoreme de Glivenko.
Théoréme de Glivenko
Si ¢ est une tautologie classique, alors ~~ ¢ est une tautologie intuitionniste.

Notons que la réciproque est vraie mais triviale en vertu de la propriété (iv) ci-dessus.

V. Démonstratton du théoréme de Glivenko

(a) En vertu des propriétés (i) & (iv) ci-dessus, pour tout ouvert A, A+ est un ouvert
régulier.

Soit L I D'application de 7 dans Rég définie par

Ar—s AL

Il est aisé de vérifier (en utilisant les propriétés (i) a (iv) précédentes que L L est un
morphisme de T, V,A,, — dans Rég, V, A, —.

(b) soit ¢(p1, ..., p,) une formule du calcul propositionnel intuitionniste. Si Ay, ..., A,
sont dans 7T, nous notons p7 (A1, ..., A,) la valeur topologique de ¢ pour la valuation
topologique qui donne a p; la valeur A;, pres(A1t, ..., A-L) Touvert régulier, valeur
booléenne de ¢ pour la valuation booléenne qui donne & p; la valeur A;+.

En vertu de (a), on a :

(SOT(AM CIE 7A77,))LJ_ = SORég(Ai_J_7 .. 7A7JL_L)

Il en résulte que si ¢ est une tautologie classique, alors

(~~ )7 (A, .., Ay) =R pour tout Ay,..., A, €T



et, par conséquent, ~~ ¢ est une tautologie intuitionniste.
c.q.f.d.

On montre aisément en utilisent le théoreme de Glivenko et des considérations topo-
logiques élémentaires que si ¢ <= 1) est une tautologte classique, alors

est une tautologie intuitionniste.

VI. Indépendance des connecteurs V,A,~, =—> en logique propositionnelle
intuitionniste

Il est bien connu que chacun des connecteurs V, A, ~, = de la logique intuitionniste
est indépendant des trois autres.

Nous allons établir, a titre d’illustration, I'indépendance de V par rapport a A, ~, =
en utilisant une méthode topologique.
Posons A= [J(22,2z+1)

Z2€EZ
B=[J(2z+1,22+2).
2€EL

Trivialement, {&, A, B, R} est stable pour I'intersection. Cette partie est stable pour
"(=int-.) car @ =R, A'=B,B'=Aet R = 2.

R
AUB

A B
%)

La table suivante donne les valeurs de — pour les arguments dans {@, A, B, AUB,R}.
{2, A, B,R} est donc stable pour —.

- | A B AUB R
10/ R R R R R
A B R B R R
B A AR R R
AuB|o A B R R
R g A B AUB R




Notons que 'on a toujours :
X—=-Y=R ssi XCY.

p V ¢ ne peut donc étre équivalente a une formule ne faisant intervenir que A, ~, —
(donner a p la valeur A et a ¢ la valeur B).

VII. Remarque

Les définitions données dans le paragraphe 3 peuvent étre adaptées naturellement &
tout espace topologique F, ce qui permet d’introduire la notion de E-tautologie.

Si € est la classe de tous les espaces topologiques, on a :

() {¢ | ¢ est une E—tautologie} = 'ensemble des tautologies intuitionnistes.
Eeg

Ce résultat est établi dans I'article de McKinsey, Tarski mentionné plus haut. Cette
“propriété universelle” de la topologie réelle se retrouve notamment pour les rationnels
munis de la topologie induite (par celle des réels) et donc pour tous les espaces
dénombrables métrisables sans points isolés (théoreme de Sierpinski).

VIII. Variante d’un résultat de K. Godel

Il est trivial que si E est un espace topologique & 1 élément, alors I’ensemble des
E-tautologies est I’ensemble des tautologies classiques.

Nous allons nantrer qu’on ne peut espérer une situation aussi simple pour le calcul
propositionnel intuitionniste ; de maniére précise :

Si E est un espace topologique ne contenant qu’un nombre fini d’ouverts, alors l’en-
semble des E-tautologies est distinct de ’ensemble des tautologies intuitionnistes.

Démonstration :
Supposons que E contienne exactement n ouverts.
(a) 11 est aisé de vérifier que

V  » = p
1<i<j<n+1

est une E-tautologie.

(b) Nous montrons que la formule considérée en (a) n’est pas une tautologie intuition-
niste. Afin d’éviter des notations trop compliquées, supposons n = 5; la généralisation
sera immédiate et triviale.

Définissons les ouverts (réels) A; a Ay par :
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1 1 1 1
=Y ) ()
! nLEJw< 4dn 4n—|—1> nLEJw dn+1 4n
1 1
(en posant 0= T®g = 00),
1 1 1 1
U ) O U s )
new N\ 4An+17 4dn+2 new \4n +2"4n +1
1 1 1 1
- U i) O U )
new N An+2° 4n+3 new \4n + 3" 4n + 2
1 1 1 1
e
! nLng An+3 4dn+4) = 2 \dn+4"4n+3

Posons B, =R,
BQZA1UA2UA3UA4,
B3:A]_UA2UA3,

By = A, UA,,
BE) :Alv
BG :Q,

Si l'on attribue & p; la valeur B;, la formule considérée en (a) regoit une valeur distincte
de R car pour ¢ < j, 0 ¢ int(—B; U B;) (aucun ouvert comprenant 0 n’est contenu
dans —Bz U B])

Noter cependant que le calcul propositiomnel intuitionniste est décidable (voir, par
exemple 'ouvrage de Dummett mentionné plus haut).



Un extrait de P’article d’Emil L. Post : Une théorie générale des proposi-
tions élémentaires

Systémes de vérité m-valués.

11. Le systéme généralisé (~,V). - Nous avons vu que la généralisation des tables
de vérité, au moins par rapport aux systemes complets, est incluse dans le dévelop-
pement des postulats. Nous montrons maintenant que ce dernier est plus général en
présentant une nouvelle classe de systemes, distincts des systemes a 2 valeurs de la
logique symbolique, qui peuvent étre engendrés par un ensemble completement fermé
de postulats.

Dans ces systemes, au lieu des deux valeurs de vérité +, —, on a m valeurs de vérité
distinctes tq,%o, ..., t,, o m est n'importe quel entier positif. Une fonction d’ordre
n aura m™ configurations dans sa table de vérité, c’est-a-dire qu’il y aura m™" tables
de vérité d’ordre n. En appelant systeme complet un systéme qui a toutes les tables
possibles, nous montrons maintenant que les deux tables ci-dessous engendrent un
systeme complet.

p ~m P P9 | PVmq
t to t1tq ty
to t3 o .
... . titj, ti, i1 < J1
t t . .
ti2tj2 th i2 > .j2
tmtn tm

Nous voyons que ~,, p, la généralisation de ~ p permute les valeurs de vérité de fagon
cyclique, alors que p V., q, la généralisation de pV q a la plus grande des deux valeurs
de vérité!.

Pour construire une fonction pour toute table du premier ordre, qui sont au nombre
de m™, notons que

"H(p). = .pV ~ DNy ~2 D V.~ DY
ou ~%p.=.~~p DFf, etc., a toutes ses valeurs de vérité t;. Alors

T (D). = .~ (g (D). Vi D) Vi~ p) Df

American Journal of Mathematics, vol. 43, n°3, juillet 1921, p.180 & 182
1. La plus grande valeur de vérité a le plus petit indice.




a toutes les valeurs ¢, exceptée la premiere qui est ¢,,,. Toute table du premier ordre

peut alors étre construite par la fonction

Ty (D) Vi Ty (Nz_l

P) Voo Timg (NZ_Q p):

N o Ty (™o D).

Construisons maintenant une fonction pour la table

p

131
to

b

et définissons p.,,q. = .

~m P
tm
tmfl
151

Df qui est la généralisation de p.g

et qui a la plus basse des deux valeurs de vérité de ses arguments. Nous pouvons
maintenant construire une table dont toutes les valeurs sont les t,, excepté pour une
configuration t,,,, tm,, - - ., tm, quand elle vaut ¢ = t,, par la fonction

Mmimg...mn

Nmfm1+1

m—mao—+1
TM( m ~

P1)-mTu(~m ot

p2)-m-"7—u( m pn)a

et ainsi n’importe quelle table en construisant une telle fonction pour toute configu-
ration et en “sommant” par V,,.

12. Classification de fonctions - Analogie de ’espace de dimension m

La généralisation de la classification des fonctions en positive, négative et mixte est
permise par le théoréme suivant :

Théoreme. Une fonction contient au moins une fonction pour toute table de vérité
dont les valeurs sont contenues parmi les valeurs de la table donnée.

Soient tp, .. .tm,, les valeurs de vérité qui apparaissent dans la table d'une fonction
donnée f(pl,ps,...ps). Alors nous pouvons sélectionner y configurations qui ont res-
pectivement ces valeurs. Construisons des fonctions ¢;(p) telles que quand p a la



valeur t,,; de I'une de ces configurations, ¢;(p) a la valeur de p; dans cette configu-
ration. Il est alors facile de voir que f(¢1(p), ..., #n(p)) a la valeur ¢,,, a chaque fois
que p a la valeur t,,,. Si alors ©(q1, g2, . . ., @) a une table dont les valeurs sont parmi
les ty;, f(@1(¥), ..., dn(v)) sera une fonction contenue dans la fonction donnée avec
cette table.

Nous sommes alors amenés a une classification des fonctions au moyen de leurs tables
de vérité de telle manieére que ’ensemble des tables contenues dans une fonction
donnée est la méme pour toutes les fonctions dans une classe donnée. Nous avons
alors m classes de fonctions a une seule valeur de vérité, [m(m — 1)]/2! avec deux
valeurs de vérité, [m(m—1)...(m—pu+1)/p avec u valeurs de vérité, ..., une classe
avec toutes les m valeurs de vérité. Nous avons ainsi 2™ — 1 classes de fonctions
qui lorsque m = 2 se réduisent aux trois classes de fonctions positives, négatives et
mixtes.

Ces formules suggerent une analogie qui, si elle est bien fondée, est d’un grand inté-
rét. Dans ce but, remplagons ’ensemble des fonctions ayant un ensemble donné de p
valeurs de vérité par toutes les fonctions dont les valeurs sont parmi ces p valeurs.
Si alors nous comparons les fonctions de notre systéme complet a un espace a m
dimensions 2, les m classes de fonctions & une seule valeur de vérité correspondront
aux m axes de coordonnées, les [m(m — 1)]/2! classes de fonctions avec pas plus de
deux valeurs de vérité aux [m(m — 1)]/2! plans de coordonnées, etc., de telle fagon
qu’excepté en ’absence d’origine, toutes les propriétés de détermination et d’intersec-
tion dans les configurations de coordonnées passeront. Si alors nous appelons notre
systeme “espace de vérité a m dimensions”, nous observons la différence suivante, qui
est qu’alors qu’intuitivement, ’espace de points de la dimension la plus grande est 3,
I’espace propositionnel intuitif de plus grande dimension est de dimension 2. Mais de
la méme facon que nous pouvons interpréter les espaces géométriques de plus grandes
dimensions en utilisant d’autres éléments que les points, nous interpreterons plus tard
les espaces de plus grandes dimensions de notre logique en prenant un autre élément
que la proposition.

2. ou bien on peut prendre la table de vérité comme élément auquel cas le systéme est peut-étre
plus lisse que précédemment.



Les frissons de 1’abstraction
Paul R. Halmos

Ma femme et moi avons récemment été invités a une féte, a laquelle ont assisté quatre
autres couples, soit un total de dix personnes. Certains de ces dix connaissaient cer-
tains des autres, et pour certains, ce n’était pas le cas, certains ont été polis et d’autres
non. En conséquence, un certain nombre de poignées de mains ont été échangées de
maniére imprévisible, sous réserve seulement de deux conditions évidentes : personne
ne s’est serré la main et aucun mari n’a secoué la main de sa femme. Quand tout était
fini, je suis devenu curieux et j’ai fait le tour de la féte demandant a chaque personne :
“Combien de mains avez-vous serrées 7...”. “Et vous ?.... “Et vous ?”. “Quelles réponses
aurais-je pu recevoir 7”7 Peut-étre que certaines personnes auraient pu dire “Aucune”,
et d’autres auraient pu me donner n’importe quel nombre entre 1 et 8 inclus... C’est
vrai, non? Etant donné que les “auto”-poignées de main et les poignées de main du
conjoint étaient exclues, 8 est le nombre maximum de mains que n’importe qui parmi
les 10 a pu secouer.

J’ai demandé & neuf personnes (tout le monde, y compris ma propre femme), et
chaque réponse a été I'un des neuf chiffres de 0 a 8 inclus. Ca m’intéressait de noter
les réponses, et je déclare par la présente que les neuf personnes différentes m’ont
donné neuf réponses différentes; 'un(e) a dit 0, quelqu’'un a dit 1, et ainsi de suite,
et, enfin, quelqu’un a dit 8. Quand ¢a a été fini, ma curiosité était satisfaite : je
connaissais toutes les réponses. Le lendemain matin, j’ai raconté I'histoire a mes col-
legues de bureau, exactement comme je I’ai racontée maintenant, et je les ai défiés
de me dire, sur la base des informations juste fournies, de me dire combien de mains
ma femme avait serrées.

Je mentionne ce probléme non pas parce que c’est ce que je veux principalement dire
(mais je chuchote entre parenthéses que c’est un probleme légitime et de bonne foi,
et que mes collégues auraient pu le résoudre), mais parce qu'il illustre, en quelque
sorte, I'un des principes mathématiques de base dont je veux discuter. Voici une autre
question, qui mene a un autre principe mathématique de base : existe-t-il un nombre
qui a la propriété que quand on le multiplie par lui-méme cinq fois, le résultat est
le méme que si on lui ajoute 27 Quiconque n’a pas réussi a rester completement
innocent par rapport a ’algebre du lycée reconnaitra la question comme une maniere
non symbolique de demander si I’équation 2° = x + 2 a des solutions.

Nombres, phonémes et espéces

Voici encore une question : qu’y a-t-il de commun entre le concept biologique d’es-
pece, le concept linguistique de phoneme, et le concept mathématique de nombre ?



Je vais passer aux questions dans 'ordre inverse, mais avant de faire cela, j’aimerais
décrire le leitmotiv de toute la discussion.

Qu’est-ce qu'un trou noir? Je ne sais pas, mais j’en ai une vague idée de temps en
temps lorsque je lis un article informel dans un journal ou un magazine. Cela semble
étre quelque chose de tres tres lourd - si lourd que toute chose qui entre un jour dans
son domaine d’attraction gravitationnelle ne peut alors plus jamais lui échapper, pas
méme la lumiere, et, par conséquent, c¢’est quelque chose que nous ne pouvons jamais
percevoir avec aucun de nos sens - quelque chose que nous ne pouvons jamais voir,
entendre, sentir, goliter ou sentir. Un trou noir a une influence mesurable sur une
partie du monde que nous pouvons percevoir, mais il est lui-méme une abstraction.
Ce que j’ai dit est probablement faux, mais je pense que méme ma notion vague et
erronée d’un trou noir mérite d’étre connue - quand je ’ai appris, mon ame a grandi,
cela m’a enrichi. J’ai eu cette vision dont je n’avais jamais révé auparavant, mon
imagination était stimulée d’une maniere nouvelle.

Toutes les parties de I'effort intellectuel humain ont leurs abstractions : I’économie
I'utilité du brouillard, le “¢a” du psychologue, la molécule du chimiste, ’espéce du bio-
logiste, le phonéme du linguiste, et, bien siir, le nombre du mathématicien - tout cela
est abstractions, et chacune de ces abstractions est une partie séminale du champ au-
quel elle appartient. Quand j’ai demandé cependant ce qu’espece, phonéme et nombre
ont en commun, je ne voulais pas seulement recevoir la réponse superficielle que ce
sont toutes des abstractions. La question demande plus que cela.

Un dictionnaire pourrait définir un phonéme d’une langue comme “la plus petite
unité de parole qui distingue un mot d’un autre”. C’est trop rapide, trop superficiel,
trop simpliste, mais c’est le début d’une définition. Un exemple aidera a clarifier le
probleme. Si je remplace b par m dans “bat”, j’obtiens un autre mot anglais, “mat”,
cela signifie quelque chose de completement différent ; ¢’est pourquoi b et m appar-
tiennent a deux phoneémes anglais différents.

Considérez, d’autre part, les mots “stone” et “tone”. Est-ce que tout le monde réaliser
que le ¢ sonne différemment dans ces mots ? Dans “tone”, il est aspiré, et dans “stone”
ce n’est pas le cas. Par aspiré, le linguiste veut dire que si je tiens un bout de papier
a deux ou trois pouces de mes levres et que je dis “tone”, le papier se déplacera, mais
si je dis “stone”; ce ne sera pas le cas. Il y a des langues (je crois que I’hindi est 'une
d’entre elles) dans lesquelles le remplacement d’un ¢ non aspiré par un t aspiré peut
changer le sens (juste comme le remplacement de b par m change le sens de “bat”).
En anglais, cependant, bien que les phonéticiens et leurs machines puissent faire la
distinction entre les deux ¢, il n’y a pas de contexte dans lequel le remplacement
de I'un par l'autre change le sens. Si une personne qui n’est pas un locuteur natif
de 'anglais utilise un ¢ sans inspiration ou il ne devrait pas, nous sentons qu’il y a



quelque chose de légerement décalé, qu’il a un accent étranger dans un certain sens,
mais nous n’avons aucune difficulté a le comprendre. En ce qui concerne 'anglais, les
deux t concernés sont “iso-sémantiques”. Ce mot n’existe pas, je l'ai inventé - mais
tout le monde peut probablement deviner ce qu’il signifierait s’il existait : il signifie
que le remplacement d’un mot par I’autre préserve le sens.

Qu’est-ce donc qu’un phoneme ? Ou, mieux demandé, quel est le phoneme d’un son ?
Réponse : la collection de tous les sons qui sont iso-sémantiques avec lui. Puisque b et
m ne sont pas iso-sémantiques, b n’appartient pas au phonéme de m, mais le ¢ dans
“tone” appartient au phoneme du t dans “stone”.

Une analyse similaire de la notion d’espece est possible, mais je ne m’y consacrerai
pas maintenant. Un dictionnaire pourrait définir une espéce comme “un ensemble
d’organismes capables de métissage”, mais avant de pouvoir discuter de ’analogue
pertinent de “iso-sémantique”, nous aurions besoin de trier les sexes, et cette digres-
sion, bien que peut-étre intéressante, prendrait trop de temps.

Le concept de nombre est plus proche et, au moins dans les cercles mathématiques,
tres bien connu. Nous utilisons tous des mots comme “cing” chaque jour, mais beau-
coup de gens se demandent ce que c¢’est que “cing” ? Et, d’ailleurs, ne devraient-ils pas
avoir honte d’eux-mémes ? Nous n’utiliserions pas des mots tels que “grand — pere”,
ou “taxe”; ou “tondeuse a gazon” sans pouvoir les définir, i.e. sans, pour étre précis,
pouvoir dire a un enfant de dix ans exactement ce qu’est un grand-pere, ou une taxe,
ou une tondeuse a gazon, mais le défi est de lui dire exactement ce qu’est un nombre.
Je ne veux pas dire ce que fait un nombre, ou comment un nombre peut étre utilisé
- je veux dire vraiment ce qu’il est.

D’accord : qu’est-ce que “5” 7 Nous ne le savons peut-étre pas, mais nous savons que
si c’est la réponse a “Combien de doigts y a-t-il sur votre main droite ?”, alors c’est
aussi la réponse a “Combien de joueurs y a-t-il dans une équipe de basket-ball 7.
En d’autres termes, alors que nous ne savons pas ce qu’est un “nombre”, nous sa-
vons quand deux ensembles d’objets (que ce soit des doigts, ou quoi que ce soit) sont
“équipotents”. Ils sont tels que nous pouvons établir un correspondance entre eux
(par exemple, en désignant chaque basketteur sur I’équipe avec un doigt différent)
qui est une correspondance individuelle telle qu’a chaque objet dans chaque ensemble
correspond un objet unique dans 'autre ensemble.

Qu’est-ce donc qu’un nombre ? Ou, mieux demandé, quel est le nombre d’objets d’un
ensemble ?
Réponse : la collection de tous les ensembles équipotents & ce nombre.



Abstraction et attitude : relations d’équivalence et extensionnalisme

Ceci est une définition abstraite, c’est une définition effrayante, c’est une ingénieuse
définition. Elle est due a Bertrand Russell, et cela m’améne maintenant a commenter
deux choses : primo, une abstraction, un concept mathématique de base, qui comprend
la fagon dont les espéces, les phonémes, les nombres et de nombreux autres concepts
dans de nombreuses parties de la vie sont pensés du mieux qu’il est possible, et
secundo, une attitude, une position philosophique, que certains mathématiciens em-
brassent, et qui contribue grandement a la clarté et a la précision des mathématiques.
Le nom du concept est “relation d’équivalence”, et il est bien connu et le nom de ’at-
titude est “extensionnalisme” et, bien que cette attitude ne soit pas rare, le mot qui
lui est associé, pour autant que je sache, est quelque chose que j'utilise depuis peu de
temps en privé, mais personne d’autre n’en a jamais entendu parler.

Une relation d’équivalence est une relation qui a trois propriétés en commun avec
les relations d’étre iso-sémantique et équi-nomere, a savoir qu’elle est réflexive, sy-
métrique et transitive. Le remplacement d’un énoncé par lui-méme (qui n’est, bien
stir, pas un remplacement du tout) conserve stirement du sens, et chaque ensemble a
une correspondance individuelle avec lui-méme - c’est ce que signifie “réflexit”. Offi-
ciellement : une relation est réflexive lorsqque chaque objet dans son domaine est en
relation a lui-méme. Ainsi, par exemple, la paternité n’est pas réflexive - personne ne
peut étre son propre pére - et si la fraternité entre, disons, les hommes est ou n’est
pas selon un petit débat au sujet de la fagon dont vous voulez utiliser les mots. Suis-je
mon propre frere ?

Dire qu’une relation est “symétrique” signifie que les rdles de deux objets en relation
peuvent toujours étre inversés. Exemple : le son initial dans “pit” est iso-sémantique
avec le son initial dans “pendule”, puis, inversement, le son initial dans “pendule” est
iso-sémantique avec le son initial dans “pit”. De méme : les membres d'une équipe de
basket peuvent étre mis en relation bi-univoque avec les doigts de ma main droite,
puis, vice versa, il y a autant de doigts dans ma main droite que de joueurs dans une
équipe de basket-ball. Voici quelques contre-exemples : la paternité n’est pas symé-
trique (mon pére est en relation avec moi, mais je ne suis pas en relation avec lui),
et la tendresse n’est pas symétrique - méme s’il arrive souvent que quelqu'un que
j’aime m’aime, ce n’est pas garanti, et une seule exception réfute I'universalité de la
propriété.

La “transitivité” est un concept tout aussi simple, mais il faut un peu plus de temps
pour le dire. Si trois sons sont iso-sémantiques dans 'ordre, ¢’est-a-dire que le premier
et le second sont iso-sémantiques, et le deuxiéme et le troisieéme le sont, alors il s’ensuit
que le premier et le troisieme le sont aussi.

Un contre-exemple bien connu est ’amitié : il n’est pas toujours vrai que si Tom est



I’ami de Dick et si Dick est 'ami de Harry, alors Tom est ’ami de Harry.

Voila donc ce qu’est une relation d’équivalence : une relation réflexive, symétrique et
transitive. Et chaque fois que nous rencontrons une relation d’équivalence, les objets
auxquels elle s’applique peuvent étre divisés en ce qu’on appelle des classes d’équi-
valence et, en utilisant ce vocabulaire, je peux maintenant dire qu’un phoneme est
une classe d’équivalence de la relation étre iso-sémantique, et qu’un nombre est une
classe d’équivalence de la relation étre égal.

C’est 'un de mes principaux points, et quand je I’ai appris, j’ai senti que j’avais ga-
gné un apercu passionnant - c¢’est ce que je veux dire par un frisson d’abstraction.
La notion de relation d’équivalence est I'une des composantes de base sur lesquelles
la pensée de tous les mathématiciens est construite. C’est simple, c’est général, c’est
largement applicable, et c¢’est 100% explicite et précis. Et, de plus, cela n’a rien a
voir avec des colonnes de nombres ou des triangles ou des ordinateurs électroniques
ou quoi que ce soit d’autre dont on pense parfois que cela constitue la pensée mathé-
matique - c’est de la pensée abstraite pure.

Maintenant, a propos de “I’extensionnalisme” - 1a je ne suis pas siir de pouvoir expli-
quer ce que je ressens. En une courte phrase, ce que j’essaie de dire, c¢’est que pour un
mathématicien - en tout cas, pour moi - un concept EST son extension. Prenons, par
exemple, le chiffre 5. Qu’est-ce que c’est 7 Pas “Que fait-il 77, “Comment peut-il étre
utilisé 77, Ou “Comment le distinguer des autres?”, mais “Qu’est-ce que C’EST 77
Les mathématiciens posent généralement de telles questions : leur insistance sur les
définitions et leur insistance sur la précision totale dans la définitions et la cohé-
rence complete dans leur utilisation est I'un des signes distinctifs caractéristiques de
leur art. L’“extension” d’une propriété (un ancien terme provenant du domaine de
la philosophie) est la classe de tous les objets qui possédent cette propriété. Ainsi,
I’extension du “bleu” est la classe de toutes les choses bleues - le ciel, le Danube,
les livres, les cravates, peu importe - tout ce qui est bleu. L’extension de “5” est la
classe de toutes les équipes de quintuples - équipes de basket-ball, les doigts d’une
main, peu importe. Un lexicologue prudent pourrait étre prét a aller aussi loin avec le
mathématicien : tres bien, il pourrait dire, 5 est la propriété commune a tous les quin-
tuples. Le mathématicien rigoureux considérerait qu’il charrie, cependant. Qu’est-ce
au juste qu'une “propriété”, demanderait-il. Et comment osons-nous parler de “la”
propriété commune de ’ensemble de tous quintuples - comment savons-nous qu’il n’y
en a quun? Non, monsieur!, il dirait : tout ce que je veux vraiment savoir sur la
“cinquitude”; c’est que je suis prét a Paffirmer des doigts de ma main droite, et, a
partir de 1a, de tout autre ensemble que je peux mettre en correspondance un a un
avec ces doigts. En d’autres termes, il dirait, je connais I’extension de la cinquitude et
c’est tout ce que j’en sais. La seule fagon courageuse de définir 5, est donc de suivre
le principe selon lequel un concept EST son extension et, en tant qu’extensionna-
liste religieusement observateur, je définis donc 5 comme étant la classe d’équivalence
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d’équipotence a laquelle appartient le jeu de doigts de ma main droite.

Il y a quelque chose de froid et d’interdit, quelque chose d’impersonnel et d’effrayant, &
propos de cette définition, on pourrait penser que, méme si elle est intellectuellement,
défendable, il manque en quelque sorte ’essence du concept en cours de définition.
Cela me rappelle la définition classique, et tout aussi insatisfaisante d’un homme
comme un “bipede sans plumes”. Quand je I'ai entendu pour la premiere fois, je
m’y suis opposé. Je pensais siirement que I’humanité, c’est plus que ¢a. Qu’en est-
il de I'ame, de '’humour, de l'art, de la culture, la technologie, la guerre, 'amitié,
la maternité - qu’en est-il de tous ces caracteres “essentiels”, les caractéristiques de
I’humanité - une définition de sang-froid comme “bipéde sans plumes” ne les rate-t-
elle pas tous, et ainsi rate son but ? Apres de nombreuses années pendant lesquelles je
me suis accoutumé a 1'idée, je ne ressens plus ce malaise en présence d’une définition
par extension. S'il est effectivement vrai (je répete : s’ est effectivement vrai, je
n’affirme pas que ¢a le soit) que 'humanité est co-extensive avec la classe des bipedes
sans plumes, alors 'humanité est la classe des bipedes sans plumes. Et, de la méme
fagon, puisque la “cinquitude” est co-extensive avec la classe de tous les quintuples,
j'embrasse joyeusement la définition selon laquelle 5 est cette classe.

Réveurs et preuves non constructives

Il est temps que je me tourne vers la deuxieme des trois questions que j’ai posées,
afin de décrire une seconde croyance et un comportement mathématiques de base
tres différents. Existe-t-il, ai-je demandé, un nombre qui multiplié par lui-méme 5
fois donne le méme résultat qu’en lui ajoutant 27 Il y a des personnes, tant chez
les réveurs que chez les personnes au grand sens pratique, qui répondraient & cette
question par oui seulement si elles pouvaient produire explicitement un numéro avec
la propriété décrite, ou, a tout le moins, dans le pire des cas, si elles pouvaient explici-
tement décrire un algorithme, une procédure de calcul, qui produirait un tel nombre.
Ainsi, par exemple, si je change le nombre 2 du probléme en 240, et si j’observe que
3% = 243, qui est égal & 3 + 240, alors, je pense que nous serions tous d’accord pour
dire qu’il a été répondu a la question modifiée par 'affirmative.

Il existe cependant une autre facon de répondre a ces questions, la méthode des
preuves non-constructives, dont je donnerai un modeste exemple. Imaginez que j’ai
un ordinateur ultra-efficace mais pas spécialement intelligent, programmé pour me
dire instantanément lequel est le plus grand de z° ou x + 2, chaque fois que je lui
pose la question pour un nombre entier particulier x, mais qui ne connait que les
nombres entiers. D’accord, je dis a 'ordinateur, allons-y : x = 0. Il dit : o + 2 est
supérieur a x°. Je dis : x = 1. Il dit : # + 2 est plus grand. Je dis : o = 2. 1l
dit : x est plus grand. Je dis : Hourra! - le jeu est terminé, et la réponse est oui.
C’est vrai, non? Si je m’imagine me déplacer le long de la ligne, balayant tous les



nombres & partir de 0, et si je sais que quelque part (disons, quand x = 1), x + 2 est
le plus grand de z° et = + 2, et qu'un peu plus tard (lorsque z = 2) z° est le plus
grand, alors, par une propriété intuitivement évidente et rigoureusement prouvable, je
peux étre assuré que quelque part entre les deux, z° et x+2 seront exactement égaux.

Qu’est-ce que je sais maintenant que je ne savais pas avant ? Est-ce que je connais
un nombre z tel que 2° = x + 2?7 Non, non. Tout ce que je sais, mais je le sais avec
certitude, c’est que méme si je ne suis pas (pas encore!) capable d’en construire un,
un tel nombre existe.

Je viens de donner, comme je I’ai promis, un modeste exemple de non-constructivité
d’une preuve d’existence. J’appelle cela un exemple “modeste”, car, en fait, avec un
peu de difficultés, il peut étre converti en un algorithme concret qui produira un
nombre du type souhaité aussi précisément que voulu : au profit du lecteur qui meurt
de curiosité, je fournis une réponse arrondie a cinq décimales, qui est 1,26717.

Les véritables preuves d’existence non constructives, du genre de celles qui ne peuvent
pas étre converties en une procédure de calcul, sont parfois une source de débats
animés dans la communauté mathématique. Ce sont des démonstrations impression-
nantes de 'ingéniosité humaine et de la profondeur de la pensée mathématique. Par-
fois, par exemple, afin de prouver qu'un certain ensemble (comme l’ensemble des
points sur la droite numérique) contient au moins un objet d’un type particulier (tel
qu'un nombre x pour lequel 2° = z + 2), un mathématicien pourrait utiliser une
méthode “stochastique”. C’est un concept compliqué dont les détails de la descrip-
tion nous meéneraient trop loin, mais en termes qualitatifs, cela signifie quelque chose
comme ¢a. Concevoir un jeu de hasard, un jeu de dés, disons, dont les résultats pos-
sibles sont les objets de I’ensemble considéré ; utiliser les propriétés souhaitées pour
les objets particuliers dont on cherche a prouver I'existence, et calculer la probabilité
que le jeu de hasard produira I'un de ces objets. Si cette probabilité se révele étre
un nombre positif (en d’autres termes, pas 0), alors nous pouvons étre siirs que 1’en-
semble des objets souhaités ne sera pas vide - des objets comme ¢a doivent exister -
méme si la méthode de la preuve ne donne méme pas un espoir de ce coté du paradis
de ne jamais en exposer concretement un.

La méthode stochastique est un exemple beaucoup plus juste d’une approche non
constructive d’existence plutét que la “modeste” preuve basée sur la continuité. Beau-
coup de preuves d’existence non constructives utilisent une certaine notion de “taille”
d’un ensemble (comme la probabilité ou la dimension, ou méme un nombre cardinal),
et atteignent leur but en prouvant que la taille de ’ensemble des objets dont 1’exis-
tence n’est pas connue est suffisamment grande pour garantir que cet ensemble n’est
pas vide!



Le principe des tiroirs

La toute premiere question que j’ai posée (Vous rappelez-vous? Il s’agissait de la
question concernant les nombres de poignées de mains.) peut étre utilisée pour illus-
trer un troisiéme principe de pensée de base de mathématiques passionnantes, pures
et abstraites, le soi-disant principe des tiroirs, ou principe du trou de pigeon, mais
je pense que je vais céder a ma tendance congénitale au sadisme mathématique, et
laisser cette question en suspens comme un défi pour vous, je vais utiliser une autre
question pour expliquer le principe des tiroirs.

Supposons qu’un certain nombre d’entre nous soyons ensemble dans une piece, 100
d’entre nous, disons, et que nous formions temporairement une petite société a nous.
Dans cette société fermée, il existe un certain nombre de relations de connaissances :
certains d’entre nous en connaissent d’autres. Je ne sais pas lesquels d’entre nous
connaissent quels autres, mais je suis stir d’une chose : je parie qu’au moins deux
d’entre nous ont le méme nombre de connaissances.

Le croyez-vous ? Voyons voir si je peux vous fournir un argument convaincant. Sup-
posons que quelqu’un demande, a chacun de nous, moi-méme inclus, “Avec combien
d’autres personnes de cette société fermée étes-vous en relation ?”. Nous pourrions
tous lui répondre “un nombre entre 0 et 100”. Non, attendez une minute. Si nous
sommes exactement 100, alors personne d’entre nous ne connait 100 autres personnes ;
le plus grand nombre ne peut pas dépasser 99. Pour autant que 0 est concerné, ¢a va,
il pourrait bien y avoir des ermites parmi nous, mais ce n’est pas probable, et, en tout
état de cause, je peux facilement régler ce cas. S’il y a deux ermites ou plus, alors
j’ai déja gagné mon pari : deux ermites ont le méme nombre de connaissances. S’il
n’y a qu'un ermite, alors ostracisons-le, ne le comptons pas, allons jusqu’a prétendre
qu’il n’est pas la. Je dois encore prouver que parmi les 99 restants, nous sommes deux
avec le méme nombre de connaissances, et je vais le faire, mais parce que 100 est plus
facile a dire que 99, je suppose que méme si le seul ermite possible n’est pas compté,
nous sommes encore 100.

Alors, quels chiffres possibles chacun des 100 d’entre nous donnera-t-il au question-
neur 7 Réponse : tout nombre compris entre 1 et 99 inclus. Qu’est-ce que je parie?
Réponse : que deux d’entre nous donneront le méme numéro a celui qui pose la ques-
tion. En effet : comment pourrions-nous échouer ? Il n’y a que 99 chiffres a lui dire et
nous sommes 100 & dire : il doit y avoir au moins une répétition.

N’est-ce pas joli? Je pense que ca l'est et, soit dit en passant, c’est une application
du principe des tiroirs impressionnante mais enfantine de facilité. Le principe dit que
si nous avons un certain nombre de pigeonniers, et s’il y a plus de lettres que de
pigeonniers, alors au moins un pigeonnier contiendra plus d’une lettre. Ce principe



une simplicité enfantine est encore un autre élément de base des mathématiques
d’ licit fant t tre él t de base d thémat
que l'on utilise encore et encore, parfois dans des contextes tres sophistiqués, et c’est
la colonne vertébrale de toutes les mathématiques dites finies ou combinatoires.

Notez que les trois principes de base que j’ai décrits jusqu’a présent sont de trois
sortes différentes. La “relation d’équivalence” est un concept ; la preuve d’“existence
non constructive” est une technique (et une attitude) ; et le principe des tiroirs est un
théoréme, un fait (avec, bien siir, des millions d’applications et des cas spéciaux tres
différents). Je pourrais vous présenter, et pour plus de clarté, je suis str que j'aurais
di le faire, d’autres exemples des domaines d’application des trois principes de base
déja mentionnés, et, du méme coup, j'aurais pu et dii donner d’autres principes, qui
sont utilisés dans d’autres problemes. Tout comme 'exhaustivité dans une discussion
comme celle-ci est impossible en quelques pages, mais je pourrais peut-étre rendre
davantage justice a la fois au sujet et au lecteur en mentionnant au moins ce qui
aurait pu étre dit d’autre.

Ainsi, par exemple, est-il évident que le cadran d’une horloge est, en fait, une image
d’'une relation d’équivalence ? (Je pense a la relation entre deux nombres qui tient
lorsque 'un est obtenu de I'autre en lui ajoutant 12, ou, d’ailleurs, n’importe quel
multiple de 12, de sorte que 13 heures est représenté par la méme aiguille que 1
heure.). Ou bien est-il évident que l'arrondi vers le bas (autorisé par I'Internal Re-
venue Service lorsque nous calculons notre impdt sur le revenu) définit une relation
d’équivalence ? (En ce sens, une taxe de 317,23 $ équivaut a 317,00 $; plus généra-
lement, deux taxes calculées sont équivalentes si vous ignorez les centimes, a nombre
d’euros égal, n’importe quel nombre de centimes, compris entre 1 et 99, les rend
égaux.)

Quant aux exemples de preuves d’existence non constructives : beaucoup d’entre
elles dépendent de la fameuse loi (pour certains infime) du tiers exclu. Voulons-nous
prouver qu’une certaine construction mathématique “existe” ? Trés bien, supposons
qu’il n’y a pas de nombre, ou triangle, ou autre, qui réponde a la définition avec
laquelle nous sommes en train de travailler; nous allons supposer cette hypothese
(d’existence), et, si nous sommes chanceux, nous aboutirons alors a une contradiction.
Conclusion : la non-existence est intenable, et au moins une instance de 'objet doit
effectivement exister. Ce genre de preuve d’existence non constructive rend les gens
qui n’y croient pas plus en coléere que tout le reste.

Existe-t-il des nombres normaux ?

D’autres exemples de preuves non constructives peuvent étre faites dans la théorie
des soi-disant “nombres transcendants” (il y a, au sens de la théorie des ensembles de
Cantor, “plus” de nombres transcendants que de nombres non transcendants donc il



doit y en avoir au moins un), et dans la théorie des nombres “normaux” (la “longueur”
de ’ensemble des des nombres normaux, ou, en d’autres termes, la “probabilité” qu’un
nombre soit normal, n’est pas nulle, et donc il doit y avoir au moins un tel nombre).

La derniere chose que j’ai mentionnée est suffisamment intéressante pour que je sois
fortement tenté d’entrer dans un petit détail technique. Je promets que ¢a ne durera
pas longtemps.

Dans cette discussion, les “nombres” que je veux considérer sont les fractions propres
- les nombres positifs qui n’ont pas de partie entiere, tels que

.5000000.....

.3333000....

.3333333....
.142857142857....
.12345678901234567890....

Quand on regarde la forme décimale d’un tel nombre, on peut se demander a quelle
fréquence le chiffre 8 se présente dans cette forme, comme tendance moyenne a long
terme ? La réponse pour les trois premiers nombres ci-dessus est “jamais” - 8 n’est
tout simplement pas dans la loi. La réponse pour le quatrieme chiffre apres la virgule
est “a fréquence un sixieme”. Ce n’est pas clair 7 Il y a exactement un 8 dans chaque
groupe de six chiffres ; parmi le premier million de chiffres, le nombre de 8 est d’envi-
ron un sixiéme, et si nous remplacons “millions” par de plus en plus, ’approximation
d’un sixieme devient de plus en plus presque parfaite. Pour le dernier nombre de la
liste, le la réponse est “un dixieme” ; le raisonnement est le méme que ci-dessus.

Il y a dix chiffres a notre disposition, et nous pourrions considérer qu'un nombre
est “juste” si chacun d’eux est traité de la méme maniere que tous les autres - en
d’autres termes, si chacun des dix chiffres se produisent dans ce nombre exactement
un dixieme du temps, a long terme en moyenne. En ce sens, seul le cinquieme des
cinqg nombres de ma liste d’exemples est juste.

Il existe cependant une notion d’équité plus sophistiquée, selon laquelle aucun des
nombres de ma liste n’est juste. Pour illustrer ce que je veux dire, permettez-moi
de poser cette question. Etant donné un nombre (sous forme décimale, sans partie
entiere), a quelle fréquence est-ce que les chiffres 5 et 7 y apparaissent, cote a cote,
dans cet ordre (dans le méme sens d’en moyenne a long terme que précémment) 7 La
réponse est “jamais” dans tous mes exemples, sauf pour le quatriéme, et dans ce cas,
c’est “un sixieme”. Pour voir ce que je veux dire, parcourez les chiffres, comptez tous
les “blocs” de longueur deux, et gardez une trace de la proportion d’entre eux qui
sont “5H77.
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Quelle devrait étre la réponse si nous voulons considérer le nombre comme juste,
juste non seulement selon chaque chiffre individuel, mais aussi selon chaque paire
imaginable ? La réponse dépend du nombre de paires possibles - et la réponse est
100. C’est clair 7 Bien siir : il suffit de les compter, a partir de 00, 01, 02,. . . , 09, 10,.

., a 97,98, 99. C’est cent, et, par conséquent, la seule facon dont un nombre peut
étre “juste par paire” est qu’il contienne chaque paire possible un centieme du temps
(dans la moyenne a long terme).

Pouvons-nous écrire un nombre qui soit juste pour chaque chiffre ainsi que pour
chaque paire de chiffres ? Bien sfir, nous pourrions, avec du papier, un crayon et un
peu de temps, mais dés que la tache serait terminée, je serais prét avec une nou-
velle question a poser. La nouvelle question porterait sur des triplets, comme 293.
Je refuserais maintenant de qualifier un nombre de I'adjectif juste a moins qu’il ne
traite équitablement chaque chiffre (avec une fréquence un sur dix), chaque paire
(avec une fréquence de un sur cent), et chaque triplet (avec une fréquence - stire-
ment que la réponse est devinable - de un sur mille). Et une fois que le schéma est
clair, je peux le continuer : dans mon avidité infinie pour la justice, je vais exiger
un nombre absolument juste, ce que je veux dire, c’est que c’est un nombre dans
lequel tous les blocs de toutes longueurs se produisent avec la “bonne” fréquence (un
sur dix, ou cent, ou mille, ou dix mille, etc., pour les suites de chiffres célibataires,
doubles, triples, quadruples, etc.). Le nom technique et mathématique habituel n’est
pas “absolument juste” mais “normal”; et maintenant nous avons une question, une
vraie, dure et juteuse question mathématique. Toutes ces conditions, infiniment nom-
breuses, peuvent-elles étre satisfaites simultanément 7 En d’autres termes : existe-t-il
des nombres normaux ?

Question a laquelle je ne pense pas que la plupart des gens peuvent répondre, sauf
s’ils sont professionnels membres cotisants du syndicat des mathématiciens. Mais la
mathématicienne qui n’a pas peur des preuves d’existence non constructives, et qui a
une petite quantité de formation en théorie moderne des probabilités, peut naviguer
a travers cette question. Tout ce qu’elle doit faire est de considérer le processus de
choix d’'un nombre au hasard, pour par exemple lancer une fleche au hasard sur le
segment de la droite numérique qui se trouve entre 0 et 1, calculer la probabilité
que le nombre que la fleche frappe soit normal, et observer que la réponse n’est pas
0. Le calcul n’est pas trivial, c’est 1a que la technique mathématique est vraiment
nécessaire. La probabilité de rendement n’est pas seulement différente de 0, mais elle
en est aussi différente qu’elle pourrait 1’étre : elle est égale & 1. Dans d’autres mots :
il est presque certain qu'un nombre choisi au hasard sera normal, ce qui garantit
certainement que les nombres normaux existent.

Le nombre de ce que j’ai appelé les “principes mathématiques de base” est étonnam-
ment petit. Personne ne les a jamais répertoriés, et ce serait une chose risquée et
controversée que de le faire, mais la plupart des mathématiciens conviennent que les
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mathématiques sont une unité - tout est lié, avec tous les sujets entrelacés, et tous
les concepts applicables partout - le nombre de briques nécessaires pour construire
un édifice si merveilleusement compact ne peut pas étre tres grand.

C’est un commentaire général; je voudrais en faire un de plus. J’ai parlé des fris-
sons de I’abstraction et, en particulier, des frissons des mathématiques, que les gens
considerent en effet comme tres abstraites. Serait-ce une contradiction si je disais
maintenant que les mathématiques sont une science expérimentale ? Je pense que les
mathématiques sont abstraites, et je pense que les mathématiques sont une science
expérimentale, et je ne pense pas que ces deux croyances se contredisent.

Résoudre un probleme mathématique n’est pas un acte déductif, c’est 'acte de devi-
ner, de faires des essais et des erreurs, des expériences. Pour résoudre le probléme des
poignées de main, par exemple, pour cing couples, nous pourrions faire bien pire que
tout simplement, devine. Devinez, par exemple, que la réponse est 7, puis essayez et
voyez ce qui, le cas échéant, est faux dans cette supposition. Une autre procédure, plus
digne qui mérite plus d’étre appelée une expérience, c’est de faire varier les conditions
et d’essayer de résoudre certains cas qui, nous l’espérons, rendent le probléme plus
facile. Qu’arrive-t-il, par exemple, aux poignées de mains si on pose la question pour
seulement quatre couples? ou trois 7 ou deux ? ou méme un seul ?

Les abstractions sont des faits

Voila le genre de chemin qu'un mathématicien au travail parcourt typiquement - son
attitude n’est pas celle de la création mais celle de la découverte. La réponse est la
quelque part, et nous n’avons aucun contréle sur ce qu’elle est - tout ce que nous
essayons de faire, c’est de la trouver. Les concepts, les techniques et les théoremes
sont abstraits, mais notre apprentissage a leur sujet procede de la méme maniere que
notre apprentissage sur le point d’ébullition d’un produit chimique et l'accélération
d’un corps qui tombe. Les abstractions sont des faits, des faits extérieurs a nous, des
faits que nous n’inventons pas mais qui sont 1a pour nous si nous pouvons les trouver.

Certains lecteurs reconnaitront, bien sir, que la position que j’ai ainsi “prouvée” est
celle d’'un platonisme inflexible, mais ils ne retiendront pas, je l'espere, cela contre
moi. Mes convictions (veuillez ne pas les appeler des préjugés) ont mis longtemps
a grandir et je détesterais devoir les abandonner. Je suis convaincu que les mathé-
matiques sont infinies dans leur étendue et leurs applications, mais présentent une
unité dans leur manieére conceptuelle de regarder les choses et les décrire; les faits
des mathématiques sont 1a qui attendent que nous les devinions, expérimentions et
finalement tombions dessus; les concepts, les techniques, et les faits sont abstraits,
et, dans leur grande abstraction, ils sont 'un des plus passionnants phénomeénes de
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I'univers.

PS : La réponse au probléme des poignées de mains est 4.

Paul R. Halmos est professeur émérite de mathématiques de I’Université de I'Indiana, et Rédacteur
en chef du “American Mathematical Monthly”. Il a obtenu son doctorat & I’Université de I'Illinois et a
occupé des postes dans I'Illinois, & Syracuse, & Chicago, au Michigan, & Hawai et Santa Barbara. Il a
publié de nombreux livres et pres de 100 articles et a été I’éditeur de nombreuses revues et de plusieurs
séries de livres. L’ Association mathématique américaine lui a décerné le prix Chauvenet et (deux
fois) le prix Lester Ford pour ses exposés mathématiques. Ses principaux intéréts mathématiques
sont la théorie de la mesure et la théorie ergodique, la logique algébrique et la théorie des opérateurs
sur l'espace de Hilbert.
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Deux extraits du Que sais-je 7 La logique de Jean Largeault

Godel! a montré qu'il n’y a pas de matrice & un nombre fini de valeurs de vérité ol
seules les formules prouvables de la logique propositionnelle intuitionniste H seraient
vraies (prendraient la valeur 1). A cette fin il se donne une M = {1,..n}, élément
désigné 1, avec une valuation S, ainsi définie :

pVq=min(p,q) ; pAq=mazx(p,q); p— gvaut 1sip > g, et vaut gsip < q; p <> ¢
vaut 1 si p = ¢, et max(p,q) sinon; —p vaut n si p # n, et vaut 1 si p =n.

Une disjonction F,. =, pour 1 <i < j < r, c’est-a-dire :

(prep)V(pr<rps)... V(i< p)V(P2eps)... V(o2 pr). ..V (pro1 < pr)

est satisfaite si  est supérieur au nombre n des valeurs de vérité (alors pour au moins
une paire 4, j, p; = p;). Fy41 et les F,. avec un indice r > n + 1 sont satisfaits, non pas
les I, avec r < n. Attendu que la réalisation S,, satisfait les axiomes de H et que les
regles conservent cette propriété, aucune des disjonctions F,. n’est démontrable dans
H. 1l y a une infinité de matrices intermédiaires (une infinité de logiques intermé-
diaires) entre le systéme classique et H.

D’autre part, S, ne réalise pas le tiers-exclus puisque pour p # n, pV—p = min(p,n) >
1 si p # 1. La logique intuitionniste, sans tiers-exclus, n’a pas une tierce valeur.

IV. La logique dans l’intuitionnisme

De l'intuitionnisme on ne retient souvent que le rejet du tiers-exclus, et la faute en
incombe a Brouwer lui-méme. La logique intuitionniste, malgré son intérét mathé-
matique (interprétation en termes de treillis des ouverts d'un espace topologique,
interprétation des opérateurs intuitionnistes dans un univers de topos), et son affine-
ment de la logique classique, n’est ni ’essentiel ni le plus fort de I'intuitionnisme.

Si une affirmation générale est permise, les constructivistes sont parmi ceux qui
veulent que les mathématiques aient un sens. Dans ces contextes, sens veut dire
existence : une expression a un sens s’il y correspond une réalité. Les constructivistes
concgoivent ce sens ou cette réalité de diverses manieres selon les écoles : tantot un
acte d'intuition éventuellement doué de pouvoir créateur (Brouwer, Poincaré) ou une
connaissance directe portant sur des objets abstraits ou concrets (Weyl, Poincaré),
tantot des objets supposés immédiatement donnés, les entiers naturels (Kronecker,
Bishop) ou bien munis d’algorithmes (école russe). A la différence des idéalistes et des

1. 1932, Collected Works, L, p. 222-225



formalistes, les constructivistes refusent d’identifier existence et non-contradiction :
la logique ne contribue pas a un apport ontologique aux mathématiques.

Avec I'éloignement du temps, les idées de Brouwer ont paru désuetes aux penseurs
d’avant-garde, qui estiment qu’une logique des mathématiques doit se fonder sur une
théorie de la signification d’énoncés. La recherche d’une théorie de la signification
aura rempli le siecle. Les versés ces sujets de haut niveau savent que la signification
était fondamentale pour Frege, pour Bertrand Russell pour les néopositivistes, pour
Wittgenstein et ses épigones, pour les épigones des néopositivistes, pour les épigones
des épigones. L’énigme de la nature et de la fonction du sens n’en finit point d’occu-
per les professionnels de la philosophie verbale.

Les spécialistes de ce domaine posent en axiome que la signification est définie par
les conditions de vérité : on a saisi le sens d’une phrase quand on sait si elle est vraie
ou fausse, et en quelles circonstances elle est soit 'un soit ’autre. Les conditions de
vérité classiques ne sont pas effectives, car elles ne permettent pas de savoir si elles
sont réalisées ou non. Connaitre a quelle condition une universelle (tous les x ont
la propriété P) ou une existentielle (il existe un = qui a la propriété P) serait vraie
ne fournit pas automatiquement de moyen de déterminer si elle ’est, pour peu que
le parcours de valeurs de x soit infini (penser aux conjectures d’arithmétique non
résolues). En de pareils cas, on ignore si les conditions de vérité sont réalisées ou
non, la signification échappe a notre intelligence : elle n’existerait pour nous que si
nous étions omniscients. Au contraire, convenir que p est vrai si on a une preuve de
p replace la signification a portée de nos facultés intellectuelles, puisque, en principe,
on sait reconnaitre une démonstration quand on en a une. Aux conditions de vérité
classiques I’antiréalisme substitue des conditions d’affirmabilité.

Dans les années 1925 s’était répandue a Vienne l'opinion que le sens d’un théo-
réme réside dans sa démonstration. Ce slogan se retourne car il est aussi légitime de
considérer que le sens (l'idée, la finalité, la raison) d’une démonstration réside dans
I’énoncé du théoreéme. En tout cas I'accord de ce pseudo-axiome avec I'esprit de I'in-
tuitionnisme historique est douteux : substituer des vérifications a la vérité est plutot
conforme a l'idéologie pragmatiste. “Les vérités qui se font” (W. James) sont utiles
a la volonté. Cela va dans une direction opposée a l'attitude de désintéressement ot
Brouwer voyait un idéal. Des vérités qui procédent d’une intelligence travaillant dans
le cadre du principe d’individuation sont illusoires.

Pour descendre a un point de vue plus terre a terre, le fondateur congoit la pensée
abstraite et le langage comme deux ordres interdépendants. Puisqu’il attribue un
role primordial a une pensée intuitive sans langage, il ne peut pas avoir de théorie
de la signification d’énoncés. Il disait que les démonstrations sont des constructions
introspectives, sans préciser quoi entendre par une construction : un processus, un



résultat de processus, une réflexion sur un processus ? Brouwer admettait, a ce titre,
des schémas dynamiques qui ne sont pas forcément des algorithmes d’engendrement
(des suites de nombres non prédéterminées par une loi ou un principe génératif, a la
différence de v/2 ou de ), ce qui sort du constructivisme strict.

Détacher la logique intuitionniste des exemples et contre-exemples qui ’ont fagonnée,
la présenter comme un systeme baladeur qu’on choisirait de préférence a d’autres
(par sympathie vérificationiste ou par haine du platonisme), risque d’étre un contre-
sens. De toute facon, ce tableau est inexact : parmi les systemes non classiques, la
logique intuitionniste occupe une place & part a cause de sa connexion étroite avec
une conception originale et cohérente des mathématiques. Cette connexion est 'une
des causes de son intérét. Rien n’empéche, par changement de contexte, de considérer
que la logique intuitionniste dépend d'une philosophie du langage ou d’une théorie
de la signification (enveloppe serait moins inacceptable que dépend). L’honnéteté exi-
gerait d’avertir qu’on en prend & sa guise avec la vérité historique. Dans l'intention
du fondateur et de Heyting, la logique intuitionniste dépend d’une philosophie des
mathématiques. Le probleme auquel répond cette logique est de savoir comment une
information finie peut permettre d’énoncer des propositions sur des objets infinis.
On doute que les occurrences de la vie quotidienne nous placent devant ce genre de
probleme. Hilbert croyait qu’on atteint 'infini indirectement, par le moyen des signes
(Sur Uinfini, 1925). Brouwer était d’un autre avis : nous avons l'intuition d’un infini en
devenir, présent dans 'itération du passage de 'unité a la deux-ité. La logique intui-
tionniste est la codification de formes de raisonnement sur des objets potentiellement
infinis, autant que le contenu de ces raisonnements a déja été éprouvé. (L’expérience
introspective est la seule garantie de leur correction.

V. La critique intuitionniste du tiers exclu

Le non-contradictoire n’est pas le vrai. La logique intuitionniste inclut la critique du
tiers-exclus, dont les raisons passent souvent inapercues. Brouwer tenait a convaincre
le monde mathématique que vérité et non-contradiction ne coincident pas (la non-
contradiction de la mathématique formelle n’entraine pas sa vérité). Par expérience
de pensée, il avait découvert la possibilité de systémes incomplets, et de systemes
consistants non corrects. Dire que des théories peuvent étre non contradictoires et
non vraies? revient a dire que la correction n’y est pas réalisée. La-dessus Brouwer
anticipait les découvertes des logiciens qui, au cours des années 1930, ont exhibé des
phénomenes d’incomplétude, et confirmé la possibilité de systémes consistants non
corrects.

2. 1929, Recueil Vrin, XVIII, etc.



Dans un systéme correct, ce qui est démontrable (D : F) est vrai (V') et par consé-
quent D C V, tandis que les formules réfutables (R), c’est-a-dire les ¢ telles que
F —q sont fausses (autrement dit, VN R = A). Par suite RN D = A, ce qui est une
définition de la consistance. Un systeéme correct est donc consistant, mais un systéme
consistant peut ne pas étre correct, éventualité indiquée par Godel, qui, exactement
comme Brouwer, soutient que dés l'arithmétique, la non-contradiction n’assure pas
la vérité®. En conséquence le programme de Hilbert est insuffisant, que les démons-
trations de consistance aboutissent ou non.

Godel imagine un énoncé 3z F' () formellement dérivable, dont la négation Vo —F(x)
serait contentuellement vraie. Les nombres naturels qui vérifient F' ne sont pas nom-
mables, ils sont idéaux. Les conceptualisations du formalisme débordent la sphere du
constructif. Pourvu que toutes les inférences contentuelles soient représentables dans
le formalisme, et si les conceptualisations et les moyens d’inférence du formalisme ont
été convenablement restreints, 1’énoncé dont la négation est vraie contentuellement
cesse d’étre formellement dérivable : le désaccord entre la théorie formelle et la réa-
lité constructive s’évanouit, mais (dernier alinéa) a partir du moment ot une théorie
formelle est incompléte, on peut lui ajouter un énoncé contentuellement faux choisi
parmi les propositions indécidables, sans en détruire la consistance.

Selon la doctrine formaliste, aux propositions douées de sens de la mathé-
matique on ajoute des pseudo-assertions transfinies. qui en elles-mémes
sont dépourvues de sens [i.e. n’ont pas d’objets. N.d.T.], mais qui servent
seulement a arrondir le systéme, exactement comme en géométrie on ar-
rondit un systéme en introduisant des points da linfini [exemple d’objet
idéal]. Cette doctrine présuppose que, si on adjoint au systéme S des propo-
sitions douées de sens, le systéme T des propositions et axiomes transfinis,
et que si on prouve un théoréeme de S moyennant un détour par les théo-
rémes de T [en langage hilbertien : si on ajoute les propositions idéales
auz propositions réelles/, le théoréme obtenu est aussi contentuellement
vrai, et donc que par l'adjonction des axiomes transfinis aucun théoréme
contentuellement faux ne devient démontrable. Cette exigence est ordinai-
rement remplacée par celle de consistance. Or je voudrais souligner qu’on
ne peut pas, sans autre cérémonie, tenir ces deux exigences pour équiva-
lentes. Car si dans un systéme formel consistant A (disons celui de la
mathématique classique) une proposition douée de sens p est démontrable
moyennant les axiomes transfinis, il suit seulement de la consistance de
A que non-p n'est pas formellement dérivable a lintérieur du systéme
A. Néanmoins il reste concevable qu’on pourrait voir la vérité de non-p
grace a des argumentations contentuelles (intuitionnistes) non formelle-
ment représentables dans A. En ce cas, malgré la consistance de A, une

3. Diskussion zur Grundlegung der Mathemadk, 1931, CW, I, p. 200 et suiv.



proposition serait démontrable dans A dont on pourrait voir la fausseté par
des argumentations finitaires. Dés qu’on interpréte de maniére suffisam-
ment stricte la notion de proposition douée de sens (par exemple quand
on la restreint d des équations numériques finitaires), rien de ce genre ne
se peut produire. Toutefois il est trés possible, par exemple, qu’on puisse
prouver un énoncé de la forme JxF(x), ot F est une propriété finitaire
de nombres naturels (la négation de la conjecture de Goldbach est de cette
forme), par les moyens transfinis de la mathématique classique, et par
ailleurs affirmer grice a des argumentations contentuelles, que tous les
nombres ont la propriété non-F : en fait, et c’est la-dessus que j’insiste,
cela reste possible méme quand on a démontré la consistance du systéme
formel de la mathématique classique, Car d’aucun systeme formel ne se
peut affirmer avec certitude que toutes les argumentations contentuelles y
sont représentables.

Sous Uhypothése de la consistance de la mathématique classique, on peut
méme donner des exemples de propositions (celles du type Goldbach ou
Fermat) qui, quoique vraies contentuellement, sont indémontrables dans
le systeme formel de la mathématique classique. Par conséquent si on
ajoute aux axiomes de la mathématique classique la négation d’une de ces
propositions, on obtient un systéme consistant dans lequel une proposition
contentuellement fausse est démontrable.”

Godel a donc décrit une partie des raisons qu’avait Brouver de rejeter le tiers-exclus
plus clairement que Brouwer lui-méme. Pour que I'incomplétude et la possibilité de
systemes consistants non corrects gardent un sens, il faut maintenir une différence
entre une réalité mathématique et sa description théorique ou formelle. Les propriétés
qu’on vient de mentionner sont des propriétés des formalismes considérés par rapport
a une réalité extérieure aux formalismes. Si la théorie est la réalité, il n’en peut étre
question. En général on admet une dualité entre ’expérience et ce dont on a l'ex-
périence (réalisme naif). Au contraire, les idéalistes identifient réalité et expérience.
“La réalité est 'expérience” (Bosanquet). Brouwer aussi les identifie, mais selon lui
la dualité ne disparait pas, elle est située ailleurs, dans la différence entre expérience
introspective (actes de pensée) et théorie logique (représentation linguistique) : I'ex-
périence introspective est la réalité ; la théorie formelle, une expression.

S’ensuit que le role de la logique dans les mathématiques intuitionnistes est nul.
Entendons par logique un ensemble de régles pour la direction des raisonnements (la
théorie des modeles, I’étude des propriétés générales de systemes d’axiomes, etc., sont
hors de cause). La logique agit dans les mathématiques classiques, puisqu’il y a des
théoremes qu’on ne sait pas prouver par des moyens constructifs.



Cela jette du jour sur la critique brouwerienne du tiers-exclus. Nier ou accepter le
tiers n’est pas une affaire de choix d’une logique. La question n’est pas de savoir si
telle logique est plus idoine qu’une autre. Aucune ne [’est.

Le rejet du tiers-exclus est lié d’une part a cette conception négative du role de la lo-
gique dans les mathématiques, d’autre part a la question de savoir s’il existe toujours
une correspondance entre une réalité sémantique (contentuelle) et une description
formelle. Cela peut se traduire en termes de logique en disant qu’il y a des propo-
sitions ni démontrées ni réfutées constructivement, évidence que Brouwer obligea de
reconnaitre a force de contre-exemples. Répugnant a se servir des notions des logiciens
(complétude, correction, etc.), il ne pouvait guere s’exprimer autrement. Il n’argu-
mente ni pour ni contre la bivalence : comment croire que changer de logique créerait
des intuitions 1a ou il n’y en a pas ? Il voulait montrer que quand on prend pour base
une conception de ce qui vaut comme fait mathématique (a savoir des actes de pensée
constructifs), on doit constater que le principe du tiers exclu ne déduit pas de faits,
ou que ces faits ne sont pas constructifs. “L’intuitionnisme recherche en quelle mesure
les principes logiques sont susceptibles de faire fonction de moyens de passage siirs
entre constructions mathématiques... Pour le tiers-exclus il apparalt qu’il n’y a pas en
général de réalité mathématique qui correspond a ses énonciations ni aux inférences

reposant sur lui”*.

Dans I’absolu les autres lois de I'inférence et la logique dans son ensemble ne sont pas
en meilleure posture parce qu’elles ne peuvent pas tenir lieu d’intuition. Brouwer a
concentré sa critique sur le tiers-exclus dont le cas est typique. Il contestait la concep-
tion classique de la connaissance “objective”, c’est-a-dire détachable de I'expérience
vivante d’'un sujet de pensée. De son point de vue la logique intuitionniste, image
plus fidele de déductions intuitivement justifiées, jouit d’une petite supériorité ; pour
le fond elle n’a pas plus de pertinence que la logique classique, car elle n’est pas davan-
tage la réalité mathématique, elle est juste une application des mathématiques a leur
langage d’accompagnement, une mathématique du second ordre : “Les vérités sont
souvent véhiculées par des mots ou des complexes de mots... La logique met le sujet
en mesure de déduire, de systéemes de complexes de mots qui transportent des vérités,
d’autres complexes de mots qui en général transportent des vérités eux aussi... Cela
ne signifie nullement que ces nouveaux complexes de mots transportent des vérités
avant que ces vérités aient été objet d’expérience, ni que ces vérités puissent toujours
étre objet d’expérience. Autrement dit. la logique n’est pas un instrument a quoi on
se puisse fier pour découvrir des vérités, et elle ne peut pas déduire des vérités qui
ne seraient pas tout aussi accessibles par quelque autre moyen qu’elle” . Des énoncés
qui ne seraient prouvables que par des raisonnements sans contenu mathématique,
moyennant le tiers-exclus ou la loi de réciprocité, ne sont pas admis comme vrais.

4. 1929, Recueil Vrin, XVII p. 266.
5. 1948, Recueil Vrin, XXIV, p. 433.



Libre a M. Dummett de reconstituer la critique du tiers-exclus a partir de ’analyse
du langage. Il voit 'heure a son clocher : rien a redire sinon que 'essentiel de ce que
voulait suggérer Brouver est perdu. Subsiste I'idée d’autonomie de la connaissance,
qui se rattache & I'empirisme britannique du XVIII® siecle. Qu’a cela ne tienne, la phi-
losophie analytique est un paradigme réducteur universel équipollent a la scolastique
de I’'époque de Galilée; elle fournit réponse a toute question que I'on se peut poser.
Ne devrait-on point envier aux philosophes la possession d’un aussi bel instrument ?



Le mathématicien
JOHN VON NEUMANN

Parler de la nature du travail intellectuel est une tache difficile dans tous les do-
maines, méme dans les domaines qui ne sont pas si éloignés de la zone centrale de
I’effort intellectuel que les humains ont en commun, zone centrale dont font partie les
mathématiques. Une discussion sur la nature de tout effort intellectuel est difficile en
soi, plus difficile que le simple exercice de cette effort intellectuel particulier. Il est
plus difficile de comprendre le mécanisme d’un avion, et les théories des forces qui le
soulévent et qui le propulsent, que de simplement monter dans I’avion pour étre élevé
et transporté par lui ou méme de le diriger. Il est exceptionnel que ’on doive étre en
mesure d’acquérir la compréhension d'un processus sans avoir préalablement acquis
une profonde familiarité avec son fonctionnement, son utilisation, avant de l’avoir
assimilé de maniere instinctive et empirique.

Ainsi, toute discussion sur la nature de I'effort intellectuel dans n’importe quel
domaine est difficile, & moins que ’on suppose une familiarité facile et routiniere avec
ce domaine. En mathématiques, ces limitations sont tres séveres, si la discussion doit
étre maintenue sur un plan non mathématique. La discussion montrera alors néces-
sairement de tres mauvaises caractéristiques; les points abordés ne peuvent jamais
étre correctement documentés, et une certaine superficialité de la discussion devient
inévitable.

Je suis tres conscient de ces lacunes dans ce que je vais dire, et je vous demande &
I’avance de m’en excuser. Par ailleurs, les opinions que je vais exprimer ne sont pro-
bablement pas entierement partagées par de nombreux autres mathématiciens, vous
obtiendrez ici les impressions et interprétations pas trés bien formalisées d’un homme
et je ne peux vous apporter que tres peu d’aide pour décider si ces idées sont au point.

Malgré toutes ces difficultés, je dois cependant admettre qu’il s’agit d’'une tache
intéressante et défiante que de tenter de vous parler de la nature de I'effort intellectuel
en mathématiques. J’espere seulement que je n’échouerai pas trop.

Le fait le plus caractéristique des mathématiques est, & mon avis, leur relation
particuliere avec les sciences naturelles, ou, plus généralement, avec toute science qui
interprete 'expérience a un niveau plus élevé que le niveau purement descriptif.

Traduction d’un article de John von Neumann consultable ici http://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Extras/Vonyeumannpart,.html
Publié dans “Les travaux de lesprit”, ed. R. B. Heywood, pp. 180-196, ((© 1947 Université de
Chicago Press. Réimprimé depuis les (Euvres de John von Neumann, ed. A. Taub, Vol. I, p. 1-9).



La plupart des gens, mathématiciens et autres, conviendront que les mathéma-
tiques ne sont pas une science empirique, ou du moins qu’elles sont pratiquées d’une
maniére qui differe selon plusieurs points décisifs des techniques des sciences empi-
riques. Et pourtant, leur développement est tres étroitement lié aux sciences natu-
relles. L’une de leurs principales branches, la géométrie, a commencé comme une
science naturelle et empirique. Certaines des meilleures inspirations des mathéma-
tiques modernes (je crois, les meilleures) sont clairement issues des sciences naturelles.
Les méthodes mathématiques impregnent et dominent les divisions “théoriques” des
sciences naturelles. Dans les sciences empiriques modernes, I'un de leur critere de
réussite majeur est de plus en plus qu’elles soient devenues accessibles a la méthode
mathématique ou aux méthodes quasi-mathématiques de la physique. En effet, le
développement des sciences naturelles s’est effectué tout au long d’une chaine inin-
terrompue de pseudo-métamorphoses successives, toutes pressantes vers les mathé-
matiques, et presque identifiées avec 1'idée de progres scientifique, qui sont devenues
de plus en plus évidentes. La biologie est de plus en plus imprégnée de chimie et de
physique, la chimie I'est par la physique expérimentale et théorique, et la physique
par les formes tres mathématiques de la physique théorique.

Il y a une duplicité assez particuliere dans la nature des mathématiques. Il faut
réaliser cette duplicité, I'accepter et 'assimiler dans sa réflexion sur le sujet. Cette
double face est la face des mathématiques, et je ne pense pas qu’une simplification,
une vision unitaire de la chose soit possible sans sacrifier leur essence.

Je ne tenterai donc pas de vous présenter une version unitaire, je tenterai de dé-
crire, du mieux que je peux, le phénoméne multiple que sont les mathématiques.

Il est indéniable que certaines des meilleures inspirations en mathématiques - dans
ces parties des mathématiques aussi pures que ’on puisse imaginer - sont venues des
sciences naturelles. Nous mentionnerons les deux faits les plus monumentaux.

Le premier exemple est, comme il se doit, la géométrie. La géométrie était la partie
principale des mathématiques anciennes. Elle est, avec plusieurs de ses ramifications,
toujours 'une des principales parties des mathématiques modernes. Il ne fait aucun
doute que son origine dans I’Antiquité était empirique et qu’elle a commencé en tant
que discipline un peu comme la physique théorique d’aujourd’hui.

Mises a part toutes les autres preuves, le nom méme de