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Résumé : Dans cet article, on prouve que les zéros non triviaux de la fonction zeta de Riemann
doivent être sur la droite critique, un problème connu sous le nom d’hypothèse de Riemann.

1. Fonction zeta de Riemann

La fonction zeta de Riemann est définie sur le plan complexe par ([1]),

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns
, Re(s) > 1 (1)

où Re(s) dénote la partie réelle de s. Partout ailleurs, ζ(s) est définie par prolongement analytique.
Un simple prolongement peut être obtenu en utilisant la fonction eta de Dirichlet définie par,

η(s) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

ns
, Re(s) > 0 (2)

La fonction zeta peut s’écrire en fonction de la fonction eta ainsi ([2]),

ζ(s) = 1
(1− 21−s)η(s) (3)

Le prolongement aide à calculer ζ(s) pour Re(s) > 0 sauf pour s = 1 + 2πik
log(2) , k = 0,±1,±2 . . . qui

sont les zéros de (1− 21−s).

Les zéros de la fonction zeta de Riemann

Les zéros de la fonction eta incluent tous les zéros de la fonction zeta : les zéros triviaux pour les
entiers pairs négatifs et les zéros non triviaux qui sont sur la droite critique, 0 < Re(s) < 1. On sait
que tous les zéros non triviaux sont symétriques par rapport à l’axe des x et par rapport à la droite
critique Re(s) = 1/2 ([1], [3]).

L’hypothèse de Riemann

Tous les zéros non triviaux de la fonction zeta de Riemann sont sur la droite critique Re(s) = 1/2.
Démonstration : Supposons que s = −a+ 1/2 + it où 0 ≤ a < 1/2, t 6= 0, est un zéro non trivial,
alors

η
(
−a+ 1

2 + it
)

= −
∞∑

n=1

(−1)n

n−a+ 1
2 +it

= 1−
∞∑

n=2
(−1)nna− 1

2 e−it log(n) = 0 (4)
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ou,
∞∑

n=2
βne

−it log(n) = 1, βn = (−1)nna− 1
2 (5)

ce qui implique que,
∞∑

n=2
βn cos(t log(n)) = 1 (6)

∞∑
n=2

βn sin(t log(n)) = 0 (7)

Par symétrie par rapport à la droite critique, s = a+ 1/2 + it doit être un zéro non trivial également
; c’est-à-dire,

η
(
a+ 1

2 + it
)

= 1−
∞∑

n=2
(−1)nn−a− 1

2 e−it log(n) = 0 (8)

ou,
∞∑

n=2
n−2aβne

−it log(n) = 1 (9)

ce qui implique que,
∞∑

n=2
n−2aβn cos(t log(n)) = 1 (10)

∞∑
n=2

n−2aβn sin(t log(n)) = 0 (11)

Supposons que l’équation (7) soit satisfaite et montrons que l’équation (11) ne peut être satisfaite
(à moins que a = 0). Pour montrer cela, on utilise l’inégalité suivante ([4]),

∥∥∥∥∥∥
p∑

j=1
αjxj

∥∥∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣∣∣ |αk|

∥∥∥∥∥∥
p∑

j=1
xj

∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥

p∑
j=1

(αj − αi) xj

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣ (12)

où αj ∈ R, xj, j = 1, 2 · · · p sont des éléments arbitraires d’un espace linéaire normé et i peut
prendre n’importe quelle valeur de {1, 2 · · · p}.
Dénotons par δ la différence entre les côtés gauches des équations (7) et (11), alors |δ| peut être
borné inférieurement en utilisant l’équation (12) ainsi,

|δ| =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=2

[
1− n−2a

]
βn sin(t log(n))

∣∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣∣[1−m−2a

] ∣∣∣∣∣
∞∑

n=2
βn sin(t log(n))

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
∞∑

n=2

[
n−2a −m−2a

]
βn sin(t log(n))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣∣
∞∑

n=2

[
n−2a −m−2a

]
βn sin(t log(n))

∣∣∣∣∣
(13)

où l’équation (7) est utilisée dans la dernière étape et m ∈ {2, 3 · · · }.
Puisque a 6= 0, la somme des séries dans le côté droit de l’inégalité ci-dessus est dépendante de la
valeur dem, ainsi, il est toujours possible de trouver une valeur dem pour toute valeur de t telle que le
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côté droit ne soit pas nul. Par conséquent, pour a 6= 0, si η
(
a+ 1

2 + it
)

= 0, alors η
(
−a+ 1

2 + it
)
6= 0

ce qui contredit la propriété de symétrie des zéros non triviaux par rapport à la droite critique
s = 1/2 + it. Le seul moyen de satisfaire cette propriété est d’avoir a = 0, ce qui signifie que tous les
zéros doivent être sur la droite critique. �
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