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Nombre de solutions de [’équation x> =1 (mod n) (Denise Vella-Chemla, 15/12/2017)

On constate par programme qu’on peut distinguer les nombres premiers (ou leurs puissances) de dernier
chiffre 1 des nombres composés partageant cette propriété en étudiant le nombre de solutions de I’équation
2% =1 (mod n). En effet, dans Z/pZ pour les nombres premiers p dont le dernier chiffre est 1 (ou pour
leurs puissances), p — 1 étant divisible par 5 (i.e. se terminant par 0), ’équation 2°> = 1 (mod n) a 5
solutions. Cette méme équation a une seule solution (1° = 1 (mod n)) pour les nombres composés (autres
que des puissances de premiers) de dernier chiffre 1.

On constate aussi que modulo les nombres n qui sont soit des nombres premiers soit des puissances de
nombres premiers et qui se terminent par 3, 7 ou 9, 'équation 1% = 1 (mod n) a 2 solutions exactement.

On constate encore que modulo les nombres n qui sont soit des nombres premiers soit des puissances de
nombres premiers et qui se terminent par 1, 'équation '° =1 (mod n) a 10 solutions exactement.

Programme en python de calcul des solutions de x° =1 (mod n)

from math import *
from numpy import *
import numpy as np

def prime(atester):
pastrouve = True

k=2

if (atester == 1): return False
if (atester == 2): return True
if (atester == 3): return True
if (atester == 5): return True
if (atester == 7): return True

while (pastrouve):
if ((k * k) > atester):
return True
else:
if ((atester % k) == 0):
return False
else: k=k+1

tabfacteurs=np.zeros((200000) ,dtype=’1i")
tabpuiss=np.zeros((200000) ,dtype="1i")
tabexpo=np.zeros ((200000) ,dtype=’1")
maxnbrac = 0
for i in range(3,2017,1):

comptelesrac = 0

tabfacteurs[i] = 1

tabpuiss[i] = 1

tabexpo[i] = 1

somme = 0O

tempo = i
p = i/2
nbdiv = 1
nbdivp = 0
print(’ )

if (prime(tempo)):
print(str(tempo)+" est premier.")
tabfacteurs[1] = tempo
tabpuiss[1] = tempo
tabexpo[1] = 1
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while ((tempo > 1) and (p > 1)):
if ((prime(p)) and ((tempo\p) == 0)):
tabfacteurs[nbdiv] = p
nbdiv = nbdiv+1
tempo = tempo/p
p=p-1
if (not(prime(i))):
nbdiv=nbdiv-1
if ((nbdiv == 1) and (prime(i))):
tabpuiss[1] = i
tabexpo[1] = 1
elif ((nbdiv == 1) and (not(prime(i)))):
tempo = tabfacteurs[1]
tabpuiss[1] = i
expo = 1
while (tempo < i):
tempo=tempo*tabfacteurs[1] ;
expo = expo+l
tabexpo[1] = expo
elif (nbdiv > 1):
for k in range(1,nbdiv+1,1):
tempo = tabfacteurs[k]
expo = 1
while (((i%tempo) == 0) and (tempo < i)):
tempo=tempo*tabfacteurs [k]
expo = expo+l
tabpuiss[k] = tempo/tabfacteurs [k]
tabexpo[k] = expo-1
machaine = ""
for k in range(1,nbdiv+1,1):
machaine+=str(tabfacteurs[k])+" " "+str(tabexpo[k])+"."
print(str(i)+’ = ’+machaine)

k=1
while (k <= i-1):
if (((kxkxkxk*k) % i) == 1):
print(str(k)+" sol de x"5=1 (mod n).")
comptelesrac = comptelesrac+1
k=k+1
print(str(comptelesrac)+" sol.")
if (comptelesrac > maxnbrac):
maxnbrac = comptelesrac
print("le plus de rac.")

Résultat du programme ci-dessus :

3 est premier.

3 = 371.

1 sol de x°5=1 (mod n).
1 sol.

le plus de rac.

4 = 272,
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.
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31 est premier.

31 = 3171.

1 sol de x"5=1 (mod n).
2 sol de x°5=1 (mod n).
4 sol de x"5=1 (mod n).
8 sol de x75=1 (mod n).

16 sol de x°5=1 (mod n).
5 sol.

32 = 275.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

33 = 1171.371.

1 sol de x°5=1 (mod n).
4 sol de x°5=1 (mod n).
16 sol de x"5=1 (mod n).
25 sol de x75=1 (mod n).
31 sol de x~5=1 (mod n).
5 sol.

34 = 1771.271.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

35 = 771.571.
1 sol de x°5=1 (mod n).
1 sol.

36 = 372.272.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

37 est premier.

37 = 37°1.

1 sol de x75=1 (mod n).
1 sol.

38 = 1971.271.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

39 = 1371.371.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

40 = 571.273.
1 sol de x°5=1 (mod n).
1 sol.

41 est premier.
41 = 4171.
1 sol de x75=1 (mod n).

10 sol de x°5=1 (mod n).
16 sol de x°5=1 (mod n).
18 sol de x°5=1 (mod n).
37 sol de x~5=1 (mod n).
5 sol.

=771.371.271.

1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.
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77 = 1171.7"1.

1 sol de x"5=1 (mod n).
15 sol de x°5=1 (mod n).
36 sol de x°5=1 (mod n).
64 sol de x°5=1 (mod n).
71 sol de x75=1 (mod n).
5 sol.

78 = 1371.371.271.
1 sol de x°5=1 (mod n).
1 sol.

79 est premier.

79 = 7971.

1 sol de x°5=1 (mod n).
1 sol.

80 = 571.274.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

81 = 374.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

82 = 4171.271.
1 sol de x°5=1 (mod n).

37 sol de x°5=1 (mod n).
51 sol de x~5=1 (mod n).
57 sol de x"5=1 (mod n).
59 sol de x~5=1 (mod n).
5 sol.

83 est premier.

83 = 8371.

1 sol de x75=1 (mod n).
1 sol.

84 = 771.371.272.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

85 = 1771.571.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

86 = 4371.271.
1 sol de x°5=1 (mod n).
1 sol.

87 = 2971.371.
1 sol de x"5=1 (mod n).
1 sol.

88 = 1171.273.

1 sol de x"5=1 (mod n).
9 sol de x°5=1 (mod n).
25 sol de x~5=1 (mod n).
49 sol de x"5=1 (mod n).
81 sol de x~5=1 (mod n).
5 sol.
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100 = 572.272.

1 sol de x"5=1 (mod n).
21 sol de x75=1 (mod n).
41 sol de x°5=1 (mod n).
61 sol de x°5=1 (mod n).
81 sol de x75=1 (mod n).
5 sol.

101 est premier.

101 = 101°1.

1 sol de x"5=1 (mod n).
36 sol de x75=1 (mod n).
84 sol de x~5=1 (mod n).
87 sol de x~5=1 (mod n).
95 sol de x75=1 (mod n).
5 sol.

Le programme ci-dessous teste qu’au moins jusqu’a 1515, modulo tous les nombres premiers dont le
dernier chiffre est 3 (resp. modulo leurs puissances), I'équation z'© = 1 (mod p) (resp. 1’équation
710 = 1 (mod p*)) a exactement deux solutions. On doit également vérifier que modulo aucun nombre
composé autre qu’'une puissance d’un nombre premier de dernier chiffre 1, I’équation en question a deux

solutions exactement (faux positifs).

from math import *
from numpy import *
import numpy as np

def prime(atester):
pastrouve = True

k=2

if (atester == 1): return False
if (atester == 2): return True
if (atester == 3): return True
if (atester == 5): return True
if (atester == 7): return True

while (pastrouve):
if ((k * k) > atester):
return True
else:
if ((atester % k) == 0):
return False
else: k=k+1

11
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tabfacteurs=np.zeros((200000) ,dtype=’1i")
tabpuiss=np.zeros ((200000) ,dtype="1i’)
tabexpo=np.zeros ((200000) ,dtype=’1")
maxnbrac = 0
for i in range(3,1515,1):

comptelesrac = 0

tabfacteurs[i] = 1

tabpuiss[i] = 1

tabexpo[i] = 1

somme = 0

tempo = i
p = 1i/2
nbdiv = 1
nbdivp = 0
print(’ ’)

if (prime(tempo)):
print(str(tempo)+" est premier.")
tabfacteurs[1] = tempo
tabpuiss[1] = tempo
tabexpo[1] = 1

while ((tempo > 1) and (p > 1)):

if ((prime(p)) and ((tempo%p) == 0)):

tabfacteurs[nbdiv] = p
nbdiv = nbdiv+1
tempo = tempo/p

p=p-1

if (not(prime(i))):
nbdiv=nbdiv-1

if ((nbdiv == 1) and (prime(i))):
tabpuiss[1] = i
tabexpo[1] = 1

elif ((nbdiv == 1) and (not(prime(i)))):

tempo = tabfacteurs[1]

tabpuiss[1] = i

expo = 1

while (tempo < i):
tempo=tempo*tabfacteurs[1] ;
expo = expo+l

tabexpo[1] = expo

elif (nbdiv > 1):

for k in range(1,nbdiv+1,1):
tempo = tabfacteurs[k]
expo = 1

while (((i\%tempo) == 0) and (tempo < i)):

tempo=tempox*tabfacteurs [k]
expo = expo+l
tabpuiss[k] = tempo/tabfacteurs [k]
tabexpo[k] = expo-1
machaine = ""
for k in range(1,nbdiv+1,1):

machaine+=str(tabfacteurs[k])+" " "+str(tabexpo[k])+"."

print(str(i)+’ = ’+machaine)

k=1
while (k <= i-1):

if CCCCCCCCCCCCCCCCCCCReR) %) #k) \% i) *k) \%1) *k) \%1) *k) \Ui) *k) \%i) #k) \%i) *k) \%1i) *k) \%i)== 1)

print(str(k)+" sol de x"{10}=1 (mod n).")

comptelesrac = comptelesrac+1
k=k+1
print (str(comptelesrac)+" sol.")
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Résultat du programme ci-dessus :
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8 = 273.

1 sol de x"{10}=1 (mod n).
3 sol de x"{10}=1 (mod n).
5 sol de x~{10}=1 (mod n).
7 sol de x"{10}=1 (mod n).
4 sol.

le plus de rac.

9 = 372.

1 sol de x~{10}=1 (mod n).
8 sol de x"{10}=1 (mod n).
2 sol.

10 = 571.271.

1 sol de x~{10}=1 (mod n).
9 sol de x~{10}=1 (mod n).
2 sol.

11 est premier.

11 = 1171,

sol de x~{10}=1 (mod n).
sol de x"{10}=1 (mod n).
sol de x"{10}=1 (mod n).
sol de x~{10}=1 (mod n).
sol de x"{10}=1 (mod n).
sol de x"{10}=1 (mod n).
sol de x~{10}=1 (mod n).
sol de x"{10}=1 (mod n).
sol de x"{10}=1 (mod n).

[y

© 00 N O O W N

10 sol de x~{10}=1 (mod n).

10 sol.
le plus de rac.

12 = 371.272.

1 sol de x"{10}=1 (mod n).
5 sol de x~{10}=1 (mod n).
7 sol de x~{10}=1 (mod n).

11 sol de x"{10}=1 (mod n).

4 sol.

13 est premier.
13 = 1371.
1 sol de x"{10}=1 (mod n).

12 sol de x"{10}=1 (mod n).

2 sol.
youpi premier

14 = 771.271.
1 sol de x"{10}=1 (mod n).

13 sol de x"{10}=1 (mod n).

2 sol.

15 = 571.371.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).
4 sol de x~{10}=1 (mod n).

11 sol de x"{10}=1 (mod n).
14 sol de x~{10}=1 (mod n).

4 sol.

14
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16 = 274,

1 sol de x"{10}=1 (mod n).
7 sol de x"{10}=1 (mod n).
9 sol de x~{10}=1 (mod n).

15 sol de x"{10}=1 (mod n).

4 sol.

17 est premier.
17 = 1771.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).

16 sol de x"{10}=1 (mod n).

2 sol.

18 = 372.271.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).

17 sol de x~{10}=1 (mod n).

2 sol.

19 est premier.
19 = 1971.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).

18 sol de x~{10}=1 (mod n).

2 sol.

20 = 571.272.
1 sol de x"{10}=1 (mod n).
9 sol de x~{10}=1 (mod n).

11 sol de x~{10}=1 (mod n).
19 sol de x"{10}=1 (mod n).

4 sol.

21 = 771.371.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).
8 sol de x"{10}=1 (mod n).

13 sol de x"{10}=1 (mod n).
20 sol de x~{10}=1 (mod n).

4 sol.

22 = 1171.271.

1 sol de x~{10}=1 (mod n).
3 sol de x"{10}=1 (mod n).
5 sol de x~{10}=1 (mod n).
7 sol de x~{10}=1 (mod n).
9 sol de x"{10}=1 (mod n).

13 sol de x"{10}=1 (mod n).
15 sol de x~{10}=1 (mod n).
17 sol de x"{10}=1 (mod n).
19 sol de x"{10}=1 (mod n).
21 sol de x~{10}=1 (mod n).

10 sol.

23 est premier.
23 = 2371.
1 sol de x°{10}=1 (mod n).

22 sol de x"{10}=1 (mod n).

2 sol.
youpi premier

15
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24 = 371.273.

1 sol de x"{10}=1 (mod n).
5 sol de x"{10}=1 (mod n).
7 sol de x~{10}=1 (mod n).

11 sol de x"{10}=1 (mod n).
13 sol de x"{10}=1 (mod n).
17 sol de x~{10}=1 (mod n).
19 sol de x"{10}=1 (mod n).
23 sol de x~{10}=1 (mod n).

8 sol.

25 = 572,

1 sol de x~{10}=1 (mod n).
4 sol de x"{10}=1 (mod n).
6 sol de x~{10}=1 (mod n).
9 sol de x~{10}=1 (mod n).

11 sol de x"{10}=1 (mod n).
14 sol de x~{10}=1 (mod n).
16 sol de x~{10}=1 (mod n).
19 sol de x"{10}=1 (mod n).
21 sol de x~{10}=1 (mod n).
24 sol de x~{10}=1 (mod n).

10 sol.

26 = 1371.271.
1 sol de x"{10}=1 (mod n).

25 sol de x~{10}=1 (mod n).

2 sol.

27 = 373.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).

26 sol de x"{10}=1 (mod n).

2 sol.

28 = 771.272.
1 sol de x~{10}=1 (mod n).

13 sol de x~{10}=1 (mod n).
15 sol de x"{10}=1 (mod n).
27 sol de x~{10}=1 (mod n).

4 sol.

29 est premier.
29 = 2971.
1 sol de x"{10}=1 (mod n).

28 sol de x~{10}=1 (mod n).

2 sol.

30 = 571.371.271.
1 sol de x"{10}=1 (mod n).

11 sol de x"{10}=1 (mod n).
19 sol de x"{10}=1 (mod n).
29 sol de x"{10}=1 (mod n).

4 sol.
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