Essayer de comprendre deux théorémes, une proposition et deux lemmes de l’article de Connes-Consani
de juin 2020 [2].

Théoréme 3. La fonctionnelle Tr(¢(f)S) est positive et on a
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Il est dit plus haut dans article que la définition de A(n) est a trouver dans la référence de Wang [6] : les
A(n) sont les valeurs propres de I'opérateur suivant : fixons ¢ = 27. L’opérateur est défini par

For[d](z) = J-—1 X (t)dt avec T € (—1,1).

Il s’agit d’utiliser des fonctions d’onde sphéroidales prolate (en anglais Prolate Wave Spheroidal Functions
ou PSWF), dont 'ensemble est noté
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parce que ce sont des fonctions toutes réelles, lisses et qu’elles forment un systéme orthonormé complet
dans L?(I) (note : & la place de 2, on peut prendre n’importe quelle constante ¢ > 0).

Voici comment on note 'orthonormalité :
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Omn dénotant le symbole de Kronecker qui vaut 1 si m = n et 0 sinon.

La définition de W, (f) est :
1~
Woo(f) = — 5 Te(Fu du) 3)
ou fest la transformée de Fourier d’une fonction-test f, u = uy est I'unitaire habituellement associé a la

transformée de Fourier composée avec I'inversion et du est la différentielle quantifiée de u (voir these de
Tate [5] et appendices).

Proposition 4.5.
(i) Appelons &, = P1¢n/|Pidnl, nn = Feyén et ¢ = Pnp. On a

Plnn = ,Pl]Fe]Rgn = )\(n)fn (4)

(i) Pour p =1
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(#31) Les fonctions ¢, = PF.., sont a valeurs réelles, deux & deux orthogonales, et : |1, = /1 — A(n)?,
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Théoréme 4.7. Soit S la projection orthogonale de L?(R)., sur le sous-espace fermé S(1,1). La fonctionnelle
suivante est positive

TOUS) = Walh) + [ 1 (;) (o)d*p,  VfeCP(RY), ®
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€(p) est la fonction de p € R%, avec € (> = ¢(p), qui est donné, pour p > 1, par
p

ou Wy, est définie par
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Lemme 5.1. Soient &,n € L?(R)ey des fonctions lisses.
1
Alors avec @ défini par Q(g) := (—(p(?p)2 + 4) g=fetD:=D?+D,,ona

M [HQNE = = I(f)DE),  Vfe CLRY). (10)

Lemme 5.2. Soit £ € C*°((0,1]) et ¢ € C®([1,0)) des fonctions lisses et & valeurs réelles.

Prolongeons d’abord &, ¢ a [0,00) comme suit : £(x) := 0 pour = > 1 et {(z) := 0 pour = < 1.

0
Alors, avec @ toujours définie de la méme fagon par Q(g) := <(p(3p)2 + i) g=fetk(p) = \/ﬁj &(x)¢(pr)dz,
0

pour p € (1,2], on a
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Appendice 1 : résumé de calcul quantifié

Soit C' un groupe abélien localement compact doté de 'homomorphisme (propre ?)
Mod : C' — R¥, Mod(u) = |u| ueC.
On note C le dual de Pontrjagin de C' doté de sa mesure de Haar.
Les éléments f € L® (6’) agissent comme des opérateurs multiplicatifs sur I'espace de Hilbert H := L2 (6’)

On définit la différentielle “quantifiée” de f comme étant 'opérateur
df:=[H, fl=Hf - fH, (12)

ou l'opérateur H sur H est
H:=2Fc1pF;' — 1, (13)

olt Fe : L?(C) — H est la transformée de Fourier, et 1p est la multiplication par la fonction caractéris-
tique de l'ensemble P = {u € C' de module |u] > 1}.

Prenons le cas C = R avec le module exp : R — R* considéré dans cet article et identifions le dual C~R
en utilisant le bi-caractére v(s,t) := e~ "’ qui correspond a I'équation u(v,s) = v™", Vv e R seR.
sous lisomorphisme donné par le module. Nous donnons une preuve “géométrique” du lemme suivant
(voir le livre d’Alain Connes [1], Chapitre IV pour la théorie générale, un opérateur compact est d’ordre
infini quand ses valeurs caractéristiques forment une suite de décroissance rapide ; cela implique qu’il est
de classe trace).



Lemme 1. Pour [ € S(é), la différentielle quantifiée [H, f] est un infinitésimal d’ordre infini et en
particulier est un opérateur de classe trace.

Appendice 2 : Signes et normalisations

Nous suivons la thése de Tate [5] et utilisons la formule classique exprimant la transformation de Fourier
comme une composition de I'inversion

I(f)(s) = f(s7) (14)
et de 'opérateur multiplicatif de convolution.

Dans notre modeéle, I'unitaire u est donné par le ratio des facteurs locaux archimédiens sur la droite critique

72T (2/2)

u(s) = T ART((1 = 2)/3) z=1/2+1s. (15)

En fonction de la fonction angulaire de Riemann-Siegel définie par 6(F) = —% logm + Slogl (i + zg) ,
on a

u(s) = e2190), (16)

de telle facon que la fonction Z(t) := ()¢ (3 +it) est a valeurs réelles. En effet, cela découle de I'équation
fonctionnelle puisque la fonction de zeta (g(z) := 7~%/2T'(2/2)¢(2) est de valeur réelle sur la droite critique.

La différentielle quantifiée df de f est donnée par le noyau

i f(s)=f(t)
k(s,t) = — ————~. 17
(s,0) = = 12— (1)
Par conséquent, quand on prend la dérivée logarithmique de u, on obtient sur la diagonale
* _ 72i9(s)£ 2i6(s) _ _g 1 * _ _2659(3)
u*du(s) = e ﬂ&se 7T659(5) = Su du(s) — (18)
Donc on peut écrire
~ (1 “ 20:0(t)
Tl'(hl —u~du hg) hl( )hg( ) dt. (19)
2 27
= . d
Cela correspond a I’équation qu’on peut lire dans [3] et [4] Wo(f) = J hy (T)f(w)2—7 (qui contient
w=1/2+iT T
une transformée de Mellin) puisque Wr = — W, et a la formule de trace semi-locale
(1 |w|1/2 *
Tr(hy (2 du) ;J - w| (w)d*w, h = hy *ha, (20)

pour 'unique place archimédienne.
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ofes mathemaligues somt un lamgage.




