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1 Introduction

Dans une lettre a Euler du 7 juin 1742, Goldbach énonce “il semble que tout
nombre supérieur a 2 soit la somme de trois nombres premiers”. Euler reformule
cette conjecture en une forme équivalente qui est “tout mombre entier naturel
pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres premiers”.

Une nouvelle fagon d’étudier la conjecture de Goldbach est présentée ici. Elle est
basée sur I’arithmétique des tissus, d’Edouard Lucas, qui consiste a représenter
les caracteres de divisibilité des nombres comme les mailles colorées de pieces
de Jacquard, et sur la notion de réécriture, qui est utilisée dans la théorie des
langages.

Il s’agit de mettre a jour un raisonnement qui assurerait ’existence d’au moins
un décomposant de Goldbach pour tout nombre pair.

2 Présentation de la modélisation choisie

A chaque nombre pair, nous avons associé une grille de divisibilité, telle que
celle présentée ci-dessous, qui est associée au nombre pair 98 :
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On a choisi de représenter les caracteres de divisibilité des nombres intervenant
dans les décompositions de 2z, un nombre pair donné, en deux nombres impairs
compris au sens large entre 3 et z selon le code couleur suivant (remarque : on
ne colorie que les cases (i, 7) telles que j <1i) :



reme

la case (4, ) est colorée en gris si 25 + 1 divise p (le 4 nombre impair &
partir de 3) sans diviser ¢ = 22 — p ;

la case (4, 7) est colorée en bleu si 25 + 1 divise ¢ sans diviser p ;

la case (i, ) est colorée en gris et contient un B (on la dit mizte) si 25+ 1
divise a la fois p et g ;

e la case (4, ) est colorée en blanc sinon.
Quelques remarques :

e notre choix de modélisation ne permet pas le repérage des décompositions
de Goldbach de 2z qui font intervenir un “petit premier” (i.e. les décompositions
de 2z en p + g avec p nombre premier impair inférieur & [/z]) ;

e les lignes associées aux nombres composés n’ajoutent pas d’information
supplémentaire (si un nombre composé = divise y, tout diviseur premier
de x divise y également) mais dans la mesure ou elles nous ont permis
le repérage de certaines régularités, on les a conservées dans les grilles
fournies en annexe ;

e les cases grises et mixtes “ne bougent pas” dans les grilles (i.e. ne changent
pas de position) alors que les cases bleues avancent systématiquement
d’une colonne vers la droite.

Puis, on associe a chaque colonne une lettre, selon les couleurs des cases qu’elle
contient et on obtient ainsi pour chaque nombre pair un mot (selon la théorie des
langages), constitué de différentes lettres. L’association d’une lettre & chaque
colonne s’effectue de la fagon suivante :

e on associe la lettre V a une colonne ne contenant que des cases blanches ;

e on associe la lettre G a une colonne ne contenant que des cases grises ou
blanches ;

e on associe la lettre B a une colonne ne contenant que des cases bleues ou
blanches ;

e on associe la lettre M a une colonne contenant soit au moins une case grise
et une case bleue, soit au moins une case mixte.

En annexe 2 sont fournis les mots associés aux nombres pairs compris entre 24
et 100.

On comprend aisément que les colonnes auxquelles est associée la lettre V cor-
respondent aux décompositions de Goldbach de 2z en une somme p + ¢, avec

P> Vel

3 Réécriture des mots

Puisqu’on a choisi une modélisation a quatre couleurs, on obtient 16 possibilités
d’associations de couleurs pour deux colonnes successives et on va étudier s’il
existe des reégles de réécriture qui permettent de déduire les couleurs de deux
colonnes successives de la grille associée au nombre pair 2z + 2 a partir de



celles des mémes colonnes de la grille associée au nombre pair 2z. Ces regles de
réécriture sont les suivantes :

GG — MG

GB — GV ou GG ou MV ou MG
GM — GG ou MG

GV — MV

BG — VM ou BM ou MM

BB — VB ou BB

BM — VM ou GM ou BM ou MM
BV — BB ou MB ou VB

MG — GM ou MM

MB — GB ou GM ou MB ou MM
MM — GM ou MM

MV —- GB ou GM ou MB ou MM
VG — BG

VB — BV

VM — BG ou VG

vv  — BV ou MV

Le gros probleme est qu’il y a non-déterminisme quant au résultat obtenu par
la plupart des regles.

Apres analyse de ces regles de réécriture, on peut envisager deux raisonnements
qui permettraient de déduire que le mot associé a tout nombre pair contient
au moins un V (i.e. que le nombre pair en question admet au moins une
décomposition de Goldbach) :

e on peut constater que les paires de lettres GV, VB et VV assurent d’obtenir
un V dans le mot transformé ; on pourrait essayer de démontrer qu’ a par-
tir d’un certain rang, le mot associé a un nombre pair contient toujours
I’une de ces configurations au moins ;

e on peut également réaliser que toutes les regles de réécriture sauf celles
concernant 4 paires de lettres ne font pas diminuer strictement le nombre
de V (les regles de réécriture “risquant la diminution du nombre de V”
sont celles des paires BV, MV, VG et VM). 1l faudrait étre capable
de démontrer que les mots ne peuvent contenir uniquement ces 4 config-
urations “problématiques”, en ce sens qu’elles pourraient entralner une
diminution du nombre de V qui pourrait alors s’annuler.

Annexe 1 : Grilles associées aux nombres pairs
de 24 a 100
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Annexe 2

24 a 100

==
SN

So=S=u=
S N N
SN N N

SOU=SU=SS0=2200
S N N e S T NN

SOUSUUSU=SSU0=S=S00==

SSUOSVUSUOSSU=S=SUU==0
S T N N T T SN N
S Y TN T SN N N NN Y N

SUOUSSUSVUSUSSU=SS0U0=S=SU=00

= I == A = CEC IR O O == CR U= =S =R CR O =
T N S S N e N e S I S s

SUOSSOU =SSRV SUSSUS S0 =S=SuSUU==
o N T I S N B S o B I P o T S S S o R N o
S R N e T N N o T N T N N SN N

=RCECE = ECECE = RO ECRCE= RO OB= = ECECE= = RO ACROR= = EC IR o=
S RN R NN N SN N N RO = SR CR O A C IR =
S E S NN N ICICE ICE U R CRC =R O R CRCR= =R CR=RC =1
SRR RO ECRCE= G ECEC == G R CR O R OB~ R CRC == R C =R =R
CECE=ECE=RCACI= RO RCECE O =GR CRC =S C=RCRCI= R OB~ RGN =
OO RORCR= = ECR=ECRCE= RO G ICEC =G ACEC I =R ORGP R O ===
SRR RCACE= = EC=ECEC I EC = IC = ICEC = RO R ORGP =R CR= R CR=R=RCR===J

100

T O 0O AN F O ONF O 0OANF O N0ONFTONONF O©0OAN F O 0O < © 0
A AN NN MmO N I FFHFFIOL0I0I0I1I0 O O O O © D~ DD D-D-00 00 00 D

Bibliographie

théorie et

[1] AM. Decaillot, L’arithméticien FEdouard Lucas (1842-1891) :
instrumentation, Revue d’histoire des mathématiques, 4, 1998, p. 191-236i.

[2] C.A. Laisant, Sur un procédé de vérification expérimentale du théoréme de
Goldbach, Ed. Bulletin de la S.M.F., n°25, p.108, 1/12/1897.

10



