
Aligner dans le plan complexe les images des nombres premiers par une fonction assez
bizarre (Denise Vella-Chemla, 2/10/2022)

On revient sur une fonction définie sur les entiers et qui semble aligner les images des
nombres premiers et d’eux seuls sur une droite du plan complexe.

Présentons le programme python calculant cette fonction sur la copie d’écran ci-
dessous. Les nombres premiers ont pour images par cette fonction des nombres com-
plexes de la forme a+ 1

2a i tandis que les images des nombres composés semblent être
systématiquement extérieures à cette droite.

On avait étudié cette fonction après des travaux autour de la somme des diviseurs,
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suite à la lecture d’un article d’Euler Découverte d’une loi tout extraordinaire des
nombres par rapport à la somme de leurs diviseurs.

On peut calculer la somme des diviseurs des nombres comme une somme de cosinus.
Pour n ≥ 1, on définit :

σ(n) =
n∑
k=1

k∑
l=1

cos
(

2iπnl
k

)

Pour 1 ≤ k ≤ n, on a :
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On en déduit que σ(n) est la somme des diviseurs de n :

σ(n) =
n∑
k=1

σk(n) =
∑
k|n

k

Fin 2018, on avait eu comme idée1 de calculer une somme alternée des mêmes cosinus,
mais en voulant simplifier cette formule et en commettant plusieurs erreurs, on aboutit
à la définition suivante d’une fonction fD(n) définie sur les entiers (pour n ≥ 1) :
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L’ajout du terme bizarre
[
−1 + 1

2

(
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n
2
)]

en fin de formule consiste à ajouter à la
somme des diviseurs l’un des 4 complexes qui sont les affixes des sommets du carré
(A = −1.5, B = −1 − 0.5i, C = −0.5, D = −1 + 0.5i) (remarque : on a soustrait
de la somme des diviseurs les deux diviseurs triviaux que sont 1 et n : pour effectuer
cette soustraction la somme englobante d’indice k est prise pour k variant de 2 à
n− 1).

1Voir http://denise.vella.chemla.free.fr/premiers-image-un-demi.pdf.
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On ne sait pas pour l’instant pourquoi la fonction fD(n) envoie les nombres premiers
sur la droite complexe a+ 1

2a i.
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