La conjecture de Goldbach stipule que tout nombre pair sauf 2 est la somme de
deux nombres premiers. Dans la suite, on s’intéresse aux décompositions d’un
nombre pair n en somme de deux nombres impairs p + ¢ avec 3 < p < n/2 et
n/2<qg<n-—3.

— X.(n) le nombre de décompositions de n de la forme premier + premier ;
(n) le nombre de décompositions de n de la forme composé + premier ;
— X.(n) le nombre de décompositions de n de la forme premier + composé;
- Xa(n
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le nombre de décompositions de n de la forme composé + composé.

Ezxemples :
-n=232:
X.(32) = #{3+ 29,13+ 19} = 2.
Xp(32) = #{9+ 23,15+ 17} = 2.
X.(32) = #{5+27,7+ 25,11 + 21} = 3.
Xq(32) = #2=0.

-n=234:
Xo(34) = #{3+31,5+29,11 4+ 23,17+ 17} = 4.
Xp(34) = #{154+ 19} = 1.
Xo(34) = #{7+27,134+ 21} =2
Xq(34) =#{9+ 25} = 1.

D’autre part, on note Ty, (n) le nombre de décompositions de la forme 3+premier
n
avec 3 < p < 2{1J —1.

Ezemples : To(32) = T,(34) = #{3+3,3+ 5,3+ 7,3+ 11,3 + 13} =5.

On note T.(n) le nombre de décompositions de la forme 3 4+ composé avec
n
3< gzPJfL
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Exemples : T.(32) = T.(34) = #{3+ 9,3 + 15} = 2.

On note Y,(n) le nombre de décompositions de la forme 3 + premier avec

2{%J—1<p<n—3.

Ezemples :
- Y,(32) = #{3+ 17,3+ 19,3+ 23,3 +29} =4,
- Y,.(34) = #{3+ 17,3+ 19,3+ 23,3+ 29,3 + 31} = 5.

On note Y, le nombre de décompositions de la forme 3 + composé avec
%gJ—l<c<n—&

Ezemples : Yo(32) = Y.(34) = #{3 +21,3 + 25,3 +27} = 3.



Pour tout entier pair n, les contraintes suivantes sont vérifiées :

MY, =X+ Xp
(2)Y. = X, + X4
BT +T.+Y, + Y. +e=2(X,+ Xp + X. + Xy)

€ vaut 1 si n est un double d’impair et 0 sinon.

L’égalité (1)Y, = X, + X, découle du fait que 'on a une bijection sur le second
sommant des décompositions comptées par Y, d’une part et comptées par X,
et X; d’autre part.

Identiquement, (2)Y, = X. + X4 découle du fait que ’on a une bijection sur le
second sommant des décompositions comptées par Y. d'une part et comptées
par X, et X; d’autre part.

BT, +T.+Y,+Y.+e=2(X,+ Xp+ X.+ Xy4) correspond a la manipulation
suivante : on prend les décompositions de n et on obtient a partir d’elle deux
décompositions pour chacune, en remplacant soit le premier, soit le second som-
mant par 3.

Prenons comme hypothése qu'un nombre n n’admet aucune décomposition de
Goldbach. Puisque X,(n) compte les décompositions de n sous la forme d’une

somme de deux nombres premiers, poser cette hypothese s’écrit X, (n) = 0.

Onaalors T, +T.+e= X, +Y,.
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On a X, <Y, :1il y a forcément moins de décompositions de n de la forme
composé + premier (comptés par X;) que de nombres premiers compris entre
n/2 et n — 3 (comptés par Y,) (on utilise ici une sorte de “principe des tiroirs
inversé” : si I'on met 0 ou 1 objet dans k tiroirs, on ne peut avoir plus d’objets
que de tiroirs, i.e. plus de k objets).

On a, pour k£ > 25, moins de premiers que de composés impairs dans l'intervalle
[2k + 3,4k + 1]. Ceci s’écrit avec nos variables Vk > 25,Y, (k) < Y.(k). Pour
notre nombre n trés grand, censé ne pas vérifier la conjecture de Goldbach, on
déduit Y, < Y. et Xp +Y. <Y, +Y,. <2Y,..

n—4
Or liJ est pour tout entier supérieur & un certain entier assez petit (tel que

100) supérieur a 2Y,. Cela assure qu’on a jamais 1’égalité T, + T. + ¢ = X, + Y,
qui découlerait de I’absence de décompositions de Goldbach d’un certain nom-
bre pair.

Il est donc impossible qu'un nombre pair contredise la conjecture de Goldbach.
On a utilisé pour le démontrer un simple “langage d 4 lettres”.



