Sur les sommes de séries d’inverses
Leonhard Euler

§ 1. Tant de travail a été fait sur les séries d’inverses de puissances d’entiers naturels qu’il semble
difficilement vraisemblable de pouvoir découvrir quoi que ce soit de nouveau les concernant. Car
presque tous ceux qui ont réfléchi au sujet des sommes de séries générales se sont également inter-
rogés sur les sommes de ces sortes de séries en particulier, et ils n’ont pu trouver aucun moyen de
les exprimer sous une forme pratique.

Je n’ai moi aussi rien pu faire de plus, malgré mes efforts répétés, si ce n’est d’approximer les
valeurs de ces sommes et de les réduire a la quadrature de courbes hautement transcendantes ; le
dernier résultat de ces tentatives est décrit dans I'article ci-dessous, et les autres résultats que j’ai
mis au jour sont décrits dans les articles précédents.

Je parle ici des séries de fractions dont les numérateurs sont des 1, et dont par exemple les

dénominateurs sont des carrés, ou des cubes, ou des puissances d’autres rangs, des entiers na-

1 1 1 1
turels ; le d t 1+-+ -4 —+ —+4 etc., égal tl1+-4+—+—
urels ; on a comme exemple de ce type +4+9+16+25+ec’egaemen +8+27+64+

etc. et de la méme maniere pour des exposants plus élevés des puissances, dont les termes généraux

sont contenus dans la forme —.
T

§ 2. J’ai trouvé récemment, d’'une facon assez inattendue, une expression élégante pour la somme

1 1 1
de cette série 1 + 1 + 9 + 1—+ etc., qui dépend de la quadrature du cercle, de telle facon que si
la somme effective de cette série est obtenue, a partir d’elle découle directement la quadrature du

cercle. Notamment, j’ai trouvé que le produit de la somme de cette série par 6 est égale au carré
du périmetre d’un cercle dont le diametre est 1 ; ou, en appelant s la somme de cette série, alors
V6s vaudra l'inverse du ratio du diametre au périmétre .

En effet, j’ai montré récemment que la somme de cette série est approximativement égale a
1,644934066842264364 ; multiplions ce nombre par 6 et prenons la racine carrée du produit obtenu,
on trouve 3, 141592653589793238 qui est le périmetre d’un cercle de diametre 1.

En suivant a nouveau les mémes étapes par lesquelles je suis arrivé a cette somme, j’ai découvert

que la somme de la série 1+ 6 + 30 + 256 + @—i- etc. dépend également de la quadrature du cercle.

Notamment, la somme de ceci multipliée par 90 donne le bicarré du périmetre d’un cercle dont le
diametre est 1.
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Et par un raisonnement similaire, j’ai pu déterminer les sommes des séries suivantes dans lesquelles
les exposants sont des nombres pairs.

§ 3. Je vais donc détailler minutieusement comment j’ai réalisé cela ; je vais d’abord définir tous
les éléments dans l'ordre dans lequel je les ai utilisés.

Dans le cercle AMBN A décrit avec pour centre C', pour rayon AC ou BC = 1, j’ai considéré
un arc AM, dont le sinus est M P et dont le cosinus est C'P. Maintenant, en appelant I'arc
AM = s, le sinus PM = y, et le cosinus CP = x, alors par une méthode bien connue, le si-
nus y, et également le cosinus x, peut étre défini par une série a partir de 'arc donné s, comme

s° s7
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+ etc. et aussi

r=1

C’est en considérant ces équations que j'ai été amené aux sommes ci-dessus des séries d’inverses
en question ; et en fait, n’'importe laquelle de ces équations peut étre indifféremment utilisée pour
aboutir au méme résultat, il suffit donc de n’étudier que I'une d’entre elles, ce que je vais faire
maintenant.
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ainsi une relation entre 'arc et le sinus. Car a partir d’elle, et a partir d’un arc, son sinus peut
étre déterminé, et de méme inversement pour un sinus donné, on peut déterminer l'arc. Mais
maintenant, je vais considérer le sinus y comme donné, et je vais rechercher comment 'arc peut
émerger. En effet, on devrait d’abord remarquer que puisque des arcs innombrables correspondent
au méme sinus ¥y, I’équation donnée devrait étre satisfaite par d’innombrables arcs. Certainement,
si dans cette équation on voit s comme une inconnue, elle aura un nombre infini de degrés, et il ne
serait pas surprenant que cette équation contienne des facteurs simples que I’on ne peut dénombrer
qui, quand on les rend égaux a zéro, amene une valeur adéquate pour s.

§ 4. La premiere équation y = s — + etc. exprime

§ 5. De plus, si tous les facteurs de cette équation étaient connus, alors toutes ses racines, ou
valeurs de s, seraient connues, et d’un autre coté, si toutes les valeurs de s se voyaient assigner
une valeur alors, également, tous les facteurs de cette équation seraient obtenus. Par conséquent,

puisqu’il est plus simple pour moi de déterminer les facteurs que les racines, je transforme ’équation
3 5

, s s s
donnée en cette forme : 0 =1 — — + —

y 123y 1-2:3.4-5-y
racines de cette équation, ou tous les arcs de méme sinus y, étaient A, B,C, D, E, etc., alors de
s s

s
méme les facteurs seraient toutes ces quantités, 1 — i 1— B 1— ok 1— o’ etc. Et on aurait donc
3 5

1245 i +oet (1 3)(1 8)(1 8)(1 5) ¢
- = — etec. = (1 — — — = - — — — ) ete.
y 123y 1-2:3.4-5-y A B c D

4 etc. Si maintenant toutes les

§ 6. Mais a partir de la vraie nature de la résolution des équations, il apparait que le coefficient

1
du terme dans lequel apparait s, ou —, est égal a la somme de tous les coefficients de s dans les

1 1 1+1+t
—+ etc.
D

facteurs, c’est-a-dire, — = — + = + —
y A B (C

Ensuite, le coefficient de s2, qui est = 0 parce que ce terme n’apparait pas dans I’équation, est

11 1

égal a la somme des facteurs obtenus a partir de deux termes de la série, —, —, =, —=
g p Y A7 B’ C? D’

1 L . : : .
retour, 1 9.3.4 sera égal a la somme des facteurs obtenus a partir de trois termes de la série

. . . y

11 1 1
A'B C’'D’

quatre termes de la série, et +1 5 3. 4.5 0 la somme des facteurs obtenus a partir de cinq
. . . . . y

etc. En

etc. et de la méme fagon, on aura que 0 = la somme des facteurs obtenus a partir de

termes de la série, et etc.

§ 7. Mais en appelant AM = A le dernier arc dont le sinus est PM = y, et le semi-périmetre
du cercle = p, alors A,p — A,2p+ A,3p — A, 4p + A, 5p — A,b6p + A, etc. et de facon similaire

—p—A, —2p+A, -3p—A, —4p+ A, —bp— A, etc. seront tous les arcs avec le méme sinus y. Puisqu’on
1 1 1 1 1 1
etc. est transformée en ceci —

A'B C'D’ A p—A —p— A

a supposé précédemment que la série
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2p+ A" —2p+ A 3p—A 3p—A" dp+ A —dp+ A’

donc = — ; de plus, la somme des facteurs obtenus a partir de deux termes de la série est égale a 0
()

etc., la somme de tous ces termes est

; la somme des facteurs obtenus a partir de trois termes de la série est = ; la somme de

1-2-3-y

facteurs obtenus a partir de 4 termes de la série est = 0 ; la somme de facteurs obtenus a partir de
, . +1 . .
5 termes de la série est = 1 9.3.4.5 ; la somme de facteurs obtenus a partir de 6 termes de
. . . . . y

la série est = 0. Et etc.

§ 8. D’un autre coté, si une série arbitraire a +b + ¢+ d + e + f+ etc. est considérée, dont la
somme est «, la somme des facteurs obtenus a partir de deux termes de la série est = 3, la somme
des facteurs obtenus a partir de trois termes de la série est = ~, la somme des facteurs obtenus a
partir de quatre termes de la série est = 9, etc., alors la somme des carrés de tous les termes sera
a? 4+ b + 2+ d?* 4 etc. = a® — 20 ; la somme des cubes a® + b3 + 3 + d® + etc. = o® — 3a8 + 3y
: la somme des bicarrés sera = a* — 40?3 + 4ary + 23% — 46. Pour rendre claire la facon dont ces
formules fonctionnent, on rend la somme de ces termes a, b, c,d, etc. = P, la somme des carrés
des termes = (), la somme des cubes des termes = R, la somme des bicarrés des termes = 5, la
somme des puissances cinquiemes des termes = 7', la somme des puissances sixiemes des termes
=V, etc. Cecifait,onaura P=«a ; Q= Pa—-28; R=Qa—Pf+3v;S=Ra—QF+ Py—46
;T'=Sa— RB+ Qv — P + be ; ete.

§ 9. C d ; de la séri 1 1 1 1 1 1
. Comme dans notre cas de la série —
Ap—A —p—A"2p+ A —2p+ A 3p—A" -3p— A’
1
etc., la somme de tous les termes, ou «, sera = — ; la somme de tous les facteurs a partir de
-1
deux ou 8 = 0, et ainsi de suite pour des nombres de termes plus grands, v = T 234 ;0=0
. . . y
1
;€ = + ; ¢ = 0 ; etc., par conséquent, la somme de tous les termes dans cette
1-2-3-4-5-y
P 1
série sera P = — ; la somme de tous les carrés de ces termes Q = — = — ; la somme de tous
(Y Y

1 R P
les cubes de ces termes R = Q - ; la somme de tous les bicarrés § = — — —.
Y 1-2-y9 Y 1-2-3-y

1 T R P
Et alors, en retour T' = — — ¢ + V=== +
y 1-2-3.y 1-2.-3-4-y y 1-2.3-y 1-2-3-4-5-y
% S 1

W= — — + De cette regle, les sommes des

y 1-2:3-y 1-2:3-4-5-y 1:2:3-4:-5-6-y
puissances plus élevées restantes sont aisément déterminées.

§ 10. On va maintenant rendre le sinus PM = y égal au rayon, de telle facon que y = 1. Le
plus petit arc A dont le sinus est 1 sera égal a un quart du périmetre, = 5P» ou, en appelant ¢

un quart du périmetre, on aura A = g et p = 2¢. La série ci-dessus se transforme par conséquent
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en celle-ci, -, -, - —, ——, +—, +—, ——, ——, +—, +—, etc., ou les termes surgissent par
¢ q 3¢ 3¢ 5¢ 5S¢ Tq Tq 9611961111

paires égales. Donc la somme de ces termes, qui est — (1 —3 + 5T + 9 11 + etc.), est égal

. o , : 11 1 1 q D L. . .

a P =1 lui-méme. Il découle donc de ceci que 1 — 3 + =T + 9711 +etc. = 5= 1 Ainsi, 4 fois

cette série est égal au semi-périmetre d’un cercle de rayon 1, ou le périmetre total d’un cercle dont
le diametre est 1. Et effectivement, ceci est exactement la série découverte il y a quelques temps
par LEIBNI1z, par laquelle il a défini la quadrature du cercle. A partir de cela, si notre méthode ne
semblait pas assez fiable a quiconque, une grande confirmation vient a la lumiere ici ; il ne devrait
donc pas y avoir de doute a propos du reste des éléments qui découleront de cette méthode.

§ 11. On va maintenant prendre les carrés des termes qui émergent dans le cas ou y = 1, et la série

PRI S S S S itra, dont 1 R S S N
—_—t T T T T — etc. a aralitra ont la somme est — — — — —_— etcC.
2 2 92 92 2654 254 PP ! 2\1 792519

1

qui sera alors égale a ) = P = 1. De cela, il découle que la somme de la série 1 + 9 + % + E—'—
2 2

etc. est = 4 _ p—, ou p dénote le périmetre total d'un cercle dont le diametre est = 1. Mais la

2 8

1 1 1
somme de cette série 1 + — + —-+ etc. détermine la somme de la série 1 + — + — + — + —+ etc.
+9+25—|— 1 1 +4+9+16+25+ ,

parce que la derniere série moins un quart d’elle-méme donne la premiere, et par conséquent, la
somme de la premiere série plus un tiers d’elle-méme est égale a la somme de la derniere série.

1 1 1 1 2
Donc, on aura 1+ 1 + 3 + 6 + % + 0 +etc. = p_’ et en effet, la somme de cette série multipliée

par 6 est égale au carré du périmetre d’un cercle dont le diametre est 1 ; ceci est exactement la
proposition que j’ai mentionnée au début.

§ 12. Puisqu’alors dans le casouy =1, ona P =1 et Q) = 1, les valeurs des autres lettres seront

1 1 5 2 61 17

commesuit : R==;95==-;T=—;V=—;W=— ;X =— etc. Alors, de plus
2 7 T3 T 15 720 335 O P

i 1 d b t égale a R 1 ! + ! ! + t L
uisque la somme des cubes est égale a R = —, onaura — |1 — —+ — — == + — —etc. | = =.
pisq : 9’ 7 SR C I T 2
1 1 1 1 ¢ _p . .
Donc on aura 1 — — + R + 5 —ete. = T =30 Par conséquent, la somme de cette série
multipliée par 32 donne le cube du périmetre du cercle dont le diametre est 1. De fagon similaire,
) , , 2 1 1 1 1 o | o

la somme des bicarrés, qui est ? <1 + 31 + i + o + o + etc.) devrait étre égal a 3 et ainsi,
- +1+1+1+t q* 4M. fait. cotte sér tiplic 16

on aura — + — 4+ — + — 4+ etc. = — = =—. Mais en fait, cette série multipliée par — es

ST TI TR T 6 96 ’ PHee PAL 15

, . . 1 L , N 2
égale a la série 1 + BT + 31 + a + i + @—l— etc., et donc cette série est égale a 00 c’est-a~dire
que la somme de la série 1 + 5 + 31 + E+ etc. multipliée par 90 donne le bicarré du périmetre
d’un cercle dont le diametre est 1.



§ 13. Les sommes des puissances supérieures peuvent étre trouvées d’une facon similaire ; il

Ve fait que 1 PRI R S 0 el P14 =Ly
s averera €n 1al ue —_ _— = — — — elC. = — = 7 el egalemern —_— —_—

4 SR I 18~ 1536 & 36 56
L -+ ! + et Q6 p6 Et ffet tt 5] d tt Ari t
— —_— etc. = — = ——. en eirre en ayvan rouve la somme e cette serie, on eu
76 96 15 _ 960 » O 8y » onp

1 6
immédiatement trouver la somme de la série 1 + — + — 4+ — + —+ etc., qui sera = P Ensuite

26 36 46 ' 56 945"
1 . tie 1 n 1 1 . 1 ; 61q" 61p” )
our les puilssances septiemes, on aura —_ — —_— = — — — elc. = = e our
P P P ’ 37 Ty 7 T 1440  184320° O P
les huitiomes, 1+ & 4+ & 4+ & 4+ L 4ope = O _ 1TV squent, on déduit
€S ultliemes —_— —_— —_— —_— elc. = = . ar consequen on edul ue
Pt T T s T T gs 630 161280 ' © quett, q
TR I TS I I P On devrait ob tant d i
— — — —_— — etc. = ———. n devralt observer ourtan ue ans ces series
28 T3 T s T 5 g8 9450 P » 4

de puissances, les signes des termes des exposants impairs alternent, alors que pour les exposants

pairs, ils sont en fait égaux ; a cause de cela, la somme de la série générale 1 + — + — + —+ etc.
2n - 3n 4n
peut étre trouvée seulement dans les cas ou n est un nombre pair.

115 2 61 17

Malgré cel d it not dlet énéral de la série 1,1, -, =, —, —, —, ——, etc.

a grAe ce a,/ on fav/ral noter que quand le terme gen}era e /a‘ ser/le L5390 15 707 315

peut étre déterminé, dont les valeurs qu’on a trouvées et désignées par les lettres P, Q, R, S, etc.,
alors avec cela, la quadrature du cercle peut étre donnée.

§ 14. Ici, nous avons jusque-la rendu le sinus PM égal au rayon. On peut aussi voir quelle sorte

de série est produite si d’autres valeurs sont prises pour y. Ainsi, si y = —=, le plus petit arc

V2

1 1
correspondant au sinus est —p. Par conséquent, en posant A = Zp, la série des termes simples, ou
4 4 4 4 4 4

premieres puissances, sera — + — — — — — + —+4 —— etc. La somme P de cette série est égale a
p 3p Sp Tp 9p llp

1 P 1 1 1 1 1 1 1

— = +v/2. On obtiend ; t —— =14-—=—= -4 ————— tc. ; laregl

J V2. On obtien ra par consequent que 23 +3 5 7+9+11 3 15+ec ; la regle

des signes de cette série differe de celle de LEIBNIZ, et en fait, elle a été publiée précédemment par

16 1 1
NEWTON. En effet, la somme des carrés de ces termes, notamment — (1 + 9 + % + 0 + etc.),
p
2

1
est égale a Q = 2. On aura donc 1 + - + — + — + etc. = p—, comme ce qui avait été trouvé plus

A 9 25 49 8
tot.
: : 3 . . . :

§ 15. Si on prenait y = 5 alors le plus petit arc correspondant a ce sinus serait 60°, et alors
L. : . 3 3 3 3 3 3

A = —p. Dans ce cas, la série suivante de termes apparaitra, — + — — — — — + =+ ——
) p 2p 4p Sp Tp ) 8p

etc., et la somme de ces termes est égale a — = — lui-méme. Par conséquent, on aura P
y V3 3v3



11 1 1 1 1 1 fot. 1 d s d 1 4
1+§—Z—g+?+§—1—0—ﬁ+etc.Ene et, la somme des carres ecestermesest=;=§
drott il découle que 22 =143 4 L L L L oi dans cette série, les troisi
; d’ou il découle que — = -+ — 4+ — + — 4+ —+ etc., ou dans cette série, les troisiemes
’ e o7 1716 25 19 64 ’ ’

termes manquent toujours.

1
Et en fait, cette série dépend de la série 1 4 1 + 9 + E—i— etc., dont la somme avait été trouvée

précédemment comme étant égale a = 6 ; pour cette raison, la série moins un neuvieme est égale

2 1 4 2
a la série ci-dessus, dont la somme devrait par conséquent étre = % (1 — 5) = 2_p7 De fagon

similaire, si d’autres sinus étaient supposés, alors une autre série émergerait, car les termes sim-
ples, les carrés des termes et également les puissances plus grandes, qui de méme font intervenir la
quadrature du cercle.

§ 16. Mais si on posait y = 0, aucune autre série ne pourrait étre assignée de cette maniere parce
que y a été mis au dénominateur, c¢’est-a-dire que 1’équation originale a été divisée par y.

D’autres séries peuvent effectivement étre calculées d’une autre facon, ce sont des séries de la forme

1 1 1 ) . , )
1+ -+ 0 + 4—n+ etc. avec n un nombre pair : pour les sommes de ces séries qu’on cherche, je
peux déja les déduire séparément dans le cas ou y = 0. Si on pose y = 0, I’équation fondamentale

s° s7
1-2-3-y+1-2-3-4-5_1-2~3-4-5-6-7
donnent tous les arcs dont le sinus est = 0.

devient 0 = s— + etc., et les racines de cette équation

Il y a une racine minimale s = 0, de telle facon que quand 1’équation est divisée par s, elle ex-
hibe tous les arcs restants dont le sinus est = 0, ces arcs sont toutes les racines de 1’équation
2 4 6
s s
0=1-

1.2.3 1.2.3.45 1234567

+ etc.

Bien siir, ces arcs dont le sinus est = 0 sont p, —p, +2p, —2p, 3p, —3p, etc., dont le second de chaque
paire est négatif, ce que nous apprend aussi 1’équation elle-méme, parce que les puissances de s
sont des puissances d’exposants pairs.

S S S

Par conséquent, les diviseurs de cette équation seront 1 — —;1 + —,1 — —,1 + —, etc., et en

p p 2p 2
S

5
binant ch d ires de divi bl 1 - —
combinant chacune de ces paires de diviseurs ensemble, on aura 5.3 + T 5.3 4.5

86 82 32 82 32 .
o= (12 (1= ) (1= ) (1- 2 ) ete
1234567 < p2>( 4p2)( 9p2>< 16p2>ec

§ 17. Maintenant, il est évident du fait de la nature des équations que le coefficient de s, ou
(ol 3 11
est égal a E+4_p2+9_]?2+ 1652

1-2-3°
+ etc. Et en effet, la somme des facteurs de deux termes de cette série




1 1

sera = ——— ; et la somme des facteurs de trois d’entre eux sera = , ete.
1-2-3-4-5 ) ) 1-2-3-4-5-16-7
A de cel = = N =
cause de cela, on aura, comme au § 8, « 11-2‘31,5 %.2.3‘4.5,7 1 9.3.4.5.6.7
; etc. En appelant la somme des termes — + — + — + + etc. = P, et la somme des carrés

2 4p? T op? ' 16p?
de ces termes = () ; la somme des cubes = R ; la somme des bicarrés = S ; etc., on aura, par le §8,

1 1 1 1

1 « T5.3 6,Q a—20 901,R Qo B+ 3y 945,5 Ra—Qp+ ggl )

. T—Sa—R _PS§4Be=—— V =Toa—SB+Ry— 06+ Pe—60 = —
9450 a—RE+Qy €= 93555 @ = SP+ Ry = Q0+ Pe=0( = reoraaers

§ 18. De ces observations, on peut dériver les sommes suivantes

1 1 1 1 2
14— 4+t tete.=2 =P

22 1 32 ' 42 | g2 6

1 1 1 p
+?+3—4+4—4+§+et(:—%—@
1+ +1+1+ + _ P

267 36 46 56 045
1+1+1+ +1+t i

St e = _

28 138 ' 48 | 58 9450

1 1 1 1 plo
1+ﬁ+ﬁ+m+m+etc.:93555:’f
LIS S SN SO 2

— + =+ — + — Fetc. = =V;

212 ' 312 T 412 ' 512 6825 x 93555 ’

ces séries sont dérivées de la regle donnée avec, cependant, une grosse quantité de travail pour les
exposants plus élevés.

Egalement, en divisant chacune de ces séries par la précédente, on obtient les équations suivantes

1 21R 1 T 682
p_gp_ D@ 2L 10S 99T 6825V

P 20) R 10S  691T
carré du périmere d’un cercle dont le diametre est 1.

, etc., ol chacune de ces expressions est égale au

§ 19. Meéme si les sommes approximatives des séries présentes peuvent étre calculées aisément,
elles ne nous sont pas d’une grande aide pour exprimer le périmetre approximatif d’un cercle a
cause de la nécessité de calculer des racines carrées ; des séries précédentes que I'on avait trouvées,
on peut éliminer quelques expressions qui sont égales au périmetre p lui-méme. Ce sont celles



ci-dessous :

LA S S
—+ =+ =+ 5+ — +etc.
325 79 ]2

T 1 1 1

3 +_5 7-+.9 11

1 ! + ! = + = ! + et
— =4+ = — =+ = — — +etc.
3 5 793 113

ARSI S
—+ =+ =+ =+ — +etc.
32052 T2 920 112

1 1 1 1

1
1+ — + — + — + — + — +etc.

3 5t 74 9t 114

p=2
p=4
p=3
16
P=
25
P=rg
192
P="61

1 1 1 1 1

l——+—— =+ — — — +etc

3B 5 79 113

1 1 1 1 1
1—3—54-5—%4—@——115—1-6130

1 1 1 1 1
1+—+—+%+§+—114+6t0.

1 1 1 1 1
1+§—|—@+%+@+F+etc.

1 1 1 1 1
1—3—54-5—%4—@——115—1-6130

1 1 1 1 1

—?—1—?—%—1—&—?—1—%0.

1

1 1 1 1 1
1+§+§+%+$+m+etc.



