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Sur une égalité équivalente a I’hypothéese de Riemann

V. V. Volchkov

Résumé : On prouve que 'hypotheése de Riemann sur les zéros de la fonction ((s) est équivalente a
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est la constante d’Euler.

Actuellement, de nombreux énoncés équivalents a I’hypothése de Riemann a propos des zéros de
la, fonction zeta ((s) sont connus (voir, par exemple, [1, p. 379]). Mais, comme une regle, tous
ces énoncés sont des estimations de certaines valeurs liées a des fonctions arithmétiques. Dans cet
article, nous prouvons le théoreme suivant :

Théoreme. L’hypothese de Riemann est équivalente a l’égalité
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est la constante d’Euler.

Preuve. Comme habituellement, p = § + iy dénote les zéros de ((s) dans la bande critique. On
sait (voir, par exemple, [2, p. 92]) que
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Puisque f,(x) est convexe sur [0,1], on a f,(8) + f,(1 — 5) < 2f,(1/2) ; ici, I'égalité est vérifiée
seulement pour § = 1/2. Puisque les zéros de p sont symétriques par rapport a la droite critique,
ce fait et (1) impliquent que I’hypothese de Riemann est équivalente a 1’égalité

Zf 1 _§+1+1n47r
T\2) 4 2 4

>0

Il reste a calculer la somme du coté gauche ; dénotons-la par la lettre A. On a
A= /fx(1/2)dN(x),
0

ou N(z) est le nombre de zéros de ((s) dans le domaine 0 < o <1, 0 <t <z (s =0+ it).
En intégrant par parties et en prenant en compte 'estimation N(z) = O(z In z) pour de grandes
valeurs de z [1, p. 211], on obtient

A= 7 N(2)g(x)dz,

olt g(r) = 162/(1 + 42?)%. On sait (voir, par exemple, [1, p. 210]) que
N(z)=1—(zln7/27) +Im In T'(1/4 + iz /2) /7 + S(x),

ou S(z) = (Aparg((s))/m est 'incrément de I'argument de ((s) le long de la ligne brisée de sommets
d’affixes s = 2,5 = 2 +ix, et s = (1/2) 4 iz. Par conséquent, A =2 —1In 7/4+ I; + Im I /7, ou

I = 7S(x)g(m)dx, I = 7111 r G + %) g(z)dz.

En intégrant par parties et en utilisant la formule

on obtient

L =- 751(:c)dg(:c).
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Finalement, au vu de 1'égalité

S@) =1 [ (nlglo +it)] - m|g(o)) dor
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les relations obtenues démontrent le théoreme.
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