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Résumé : Cet article considere les formules logiques construites sur le seul connecteur de 'implication et un nom-
bre fini de variables. Quand le nombre de variables devient grand, on prouve les résultats quantitatifs suivants :

asymptotiquement, toutes les tautologies classiques sont des tautologies simples. 11 en découle qu’asymptotiquement,
toutes les tautologies classiques sont intuitionnistes.

1. Introduction

On calcule la proportion de formules de taille n qui sont des tautologies parmi toutes les formules
de taille n pour les formules propositionnelles construites sur I'implication et contenant k vari-
ables. Notre intérét réside dans le fait de prouver 'existence et de calculer la limite du rapport
quand n tend vers I'infini. Cette limite peut étre appelée la densité de vérité pour la logique avec
k variables. Apres avoir isolé le cas particulier des formules appelées des tautologies simples, de
densité 1/k + O(1/k?), on exhibe quelques familles de non-tautologies dont la densité cumulée est
1 —1/k+ O(1/k?). 1l en découle que la proportion de tautologies, pour k grand, est tres proche
de la borne inférieure déterminée pour les tautologies simples. Une conséquence de cela est que
la logique classique et la logique intuitionniste sont proches I'une de 'autre lorsque le nombre de
variables propositionnelles est grand. Ce travail s’inscrit dans un domaine de recherche dans lequel
la vraisemblance de la vérité est estimée pour la logique propositionnelle avec un nombre restreint
de variables. Nous renvoyons a Gardy [4] pour un survol de la distribution de probabilité sur les
fonctions booléennes induite par les expressions booléennes aléatoires. Pour la logique purement
implicationnelle d'une variable, et en méme temps pour les systemes de type simple, la valeur exacte
de la densité de vérité a été calculée dans un article de Moczurad, Tyszkiewicz et Zaionc [9]. La
logique classique en une variable et avec les deux connecteurs que sont I'implication et la négation a
été étudiée dans Zaionc [12]. Sur le méme langage, la proportion exacte entre les logiques classique
et intuitionniste a été déterminée dans Kostrzycka et Zaionc [6]. Quelques variantes dans lesquelles
interviennent des formules avec d’autres connecteurs logiques ont aussi été considérées. Le cas des
connecteurs et/ou a regu beaucoup d’attention - voir Lefmann et Savicky [7], Chauvin, Flajolet,
Gardy et Gittenberger [1] et Gardy et Woods [5]. Matecki [8] a considéré le cas du connecteur
d’équivalence.

On donne ensuite un couple de définitions. La section 2 présente brievement 1'utilisation de
I’énumération via les fonctions génératrices et la combinatoire analytique, qui constitue I'outil prin-
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cipal que nous utiliserons. Les différentes classes de formules que nous considérons sont décrites
dans la section 3, alors que la section 4 est consacrée a I’énumération de ces classes et au calcul de
leur densité.

Définition 1 : Soit {x1,x9,...,2} un enemble de variables propositionnelles booléennes. On
définit Fy, comme étant l’ensemble des expressions booléennes (ou formules) sur ces variables et le
connecteur d’implication par la grammaire suivante : F:= x| ... |z | (F = F).

De facon évidente, les expressions peuvent étre représentées par des arbres planaires binaires, con-
venablement étiquetés : leurs nceuds internes sont étiquetés par le connecteur — et leurs feuilles par
certaines variables booléennes. Par ||¢||, on désigne la taille de I'expression ¢ qu’on définit comme
le nombre total d’occurrences des variables propositionnelles dans 'expression (ou les feuilles dans
la représentation arborescente de I’expression). Les parentheses qui sont quelquefois nécessaires et
le signe d’implication lui-méme ne sont pas inclus dans la taille de I’expression. Formellement,

zill =1 et |l =l = ¢l + [[¥].

On dénote par F}' 'ensemble des expressions de Fj, de taille n.

On peut maintenant définir la forme canonique d’une expression. Soit T' une expression. Elle peut
étre décomposée selon sa branche droite - voir la figure 1. Par conséquent, elle est de la forme

A — (As(... = (Ap — (1)) ;

on Décrira
T = Al, ...7Ap — T’(T)

Les formules A; sont appelées les prémisses de T et r(T), la feuille de 'arbre la plus a droite est
appelée le but de T'. Bien stir, l'expression 7' = A; — (A — (... = (4, = 7(T))...)) est logique-
ment équivalente a Ay V Ay V...V A,V r(T), ou A; représente la négation de A;.

/'%;é
2 / \
Ay r(

A

T)
Figure 1: La décomposition canonique d’un arbre.

Pour un sous-ensemble A C Fj, on définit la densité p(A) comme :

C{te R ) =n}]
A) = lim
WA = o e A T =n)]
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si la limite existe. Le nombre u(.A) s’il existe est une probabilité asymptotique (selon la distri-
bution uniforme) de trouver une formule de la classe A parmi toutes les formules de Fi ; cela
peut étre interprété comme la densité asymptotique de I’ensemble A dans ’ensemble Fj. On peut
immédiatement voir que la densité est finiment additive de telle facon que si A et B sont des
classes disjointes de formules telles que u(.A) et p(B) existe alors p(A U B) existent également et
(AU B) = p(A) + u(B).

2. Fonctions génératrices.

Dans cet article on recherche la proportion entre le nombre de formules de taille n qui sont des
tautologies et le nombre de toutes les formules de taille n pour les formules propositionnelles du
langage Fj. Notre intérét consiste a trouver la limite de cette fraction quand n tend vers l'infini.
Dans ce but, ’analyse combinatoire a développé un outil extrémement puissant, sous la forme des
séries génératrices et des fonctions génératrices. On trouve un bel exposé de la méthode dans
Wilf [11], ou dans Flajolet, Sedgewick [2, 3] ; voir également Gardy [4, 5.2] pour une application
systématique de ces techniques aux densités pour les fonctions booléennes. Comme le lecteur peut
s’y attendre, alors qu’on travaille en logique propositionnelle, on utilisera souvent I'analyse com-
plexe, les fonctions analytiques et leurs singularités.

Soit A = (Ao, Ay, As, ...) une séquence de nombres réels. La série génératrice ordinaire pour A est
la série de puissances formelles >~ A, 2". Et, bien sur, les séries de puissances formelles sont en
bijection avec les séquences. Pourtant, en considérant z comme une variable complexe, cette série,
comme on le sait en théorie des fonctions analytiques, converge uniformément vers une fonction
fa(z) dans un certain disque ouvert {z € C : |z| < R} de diametre maximal, et R > 0 est appelé son
rayon de convergence. Donc a la séquence A, on peut associer une fonction complexe f4(z), appelée
la fonction génératrice ordinaire pour A, définie dans un voisinage de 0. Cette correspondance est
bijective a nouveau (a moins que l'on ait R = 0), puisque, comme on le sait bien en théorie des
fonctions analytiques, ’expansion d’'une fonction complexe f(z), analytique au voisinage de zg, en
une série de puissances Y~ A,(z — 29)" est unique. Pour F' une fonction de z analytique dans un
voisinage de 0, on dénotera par [2"|F' le coefficient de z™ dans I'expansion en série de F'.

Beaucoup de questions concernant le comportement asymptotique de A peuvent étre efficacement
résolues en analysant le comportement de f4 sur le cercle complexe |z| = R. C’est I'approche
que nous prenons pour déterminer la proportion de tautologies et de nombreuses autres classes de
formules parmi toutes les formules d’une taille donnée.

Tout ensemble d’expressions est défini récursivement a partir d’ensembles plus simples ; on con-
struit les fonctions génératrices qui énumerent les éléments de ces ensembles par taille (nombre
de feuilles), en utilisant des fonctions & une variable avec la variable z marquant les feuilles, et
on obtient une fonction génératrice ¢ (z) pour I'ensemble considéré. On extrait alors le coefficient
[2"]1(2) et on obtient la densité de I'ensemble étudié comme lim,, . [2"|1(2)/[2"] fr(2), fr(z) étant
la fonction génératrice pour ’ensemble de toutes les expressions de Fy.

On rappelle maintenant trois constructions sur les classes d’objets combinatoires, et comment elles
se traduisent en fonctions génératrices ordinaires. Soit A et B deux classes d’objets combinatoires,



avec les fonctions génératrices fa(z) et fp(z). La premiere construction, appelée somme combi-
natoire, capture I'union d’ensembles disjoints. La fonction génératrice de la somme combinatoire
de A et B est fa(z) + fp(z). La seconde construction appelée produit cartésien forme toutes les
paires ordonnées possibles d’objets a partir de A et B - la taille de (a,b) étant la somme des tailles
de a et b. La fonction génératrice énumérant cette classe est fa(z)fp(z). Finalement, la construc-
tion de séquences fabrique toutes les séquences d’objets a partir de A. A nouveau, la taille d'une
séquence d’objets est la somme de leurs tailles. La fonction génératrice énumérant cette classe est

1/(1 = fa(2)).

Le nombre de Catalan C,, est défini comme le onmbre d’arbres binaires complets (i.e. tout sommet
a soit deux sommets fils soit aucun) avec n noeuds internes et n + 1 feuilles. Les résultats de base
a propos des nombres de Catalan et de leur fonction génératrice sont résumés ci-dessous.

Proposition 2. Soit C(z) la fonction génératrice énumérant les arbres binaires complets selon
leur nombre de feuilles ; elle satisfait :

C(z) =2+ C(2)?,

et est égale a :
1—+1—-4z
2

[2"tC(2) = C, = 1 <2n>

n+1\n

C(z) =

Ses coefficients sont

Il s’ensuit que le nombre d’expressions booléennes de taille n sur k variables est k"C,,_1, puisqu’une
telle expression est obtenue en étiquetant les n feuilles avec n’importe laquelle des variables z1, ..., z.

Comme exemple, dans le reste de cette section, on montre comment on peut obtenir la fonction
génératrice fi(z) pour l'ensemble de toutes les expressions construites sur k variables et avec le
connecteur d’implication, avant de définir quelques sous-ensembles d’expressions dans la section 3
et de calculer leurs fonctions génératrices dans la section 4.

Proposition 3. La fonction génératrice énumérant l’ensemble Fy, de toutes les expressions booléennes

sur k variables est
1—+1—4kz
5 .
Preuve : En utilisant la forme canonique d’une expression, on sait qu’'un arbre est une séquence

(possiblement vide) d’arbres, suivie par une feuille - voir la figure 1. La fonction fi(z) satisfait
ainsi

fr(z) = kzC(kz) =

kz
fr(z) = = A2

Résoudre I'équation et choisir entre les deux possibilités (fx(0) = 0) donne la solution.
La proposition 3 donne une autre maniere d’obtenir le nombre d’expressions de taille n en extrayant
les coefficients de fi(z). Dans le reste de 'article, on abregera f; par f.

e fu(2) = kz 4 fu(z)?



Finalement, les calculs basiques suivants seront utilisés intensivement dans le reste de l'article.
Remarquons d’abord que pour tout j.

De plus,

[2"V1 — dkz = (4k)"[2"|V]1 — z = =2k"C), ;1.

3. Tautologies et non-tautologies

Définissons maintenant quelques classes d’expressions, toutes étant des types particuliers soit de
tautologies soit de non-tautologies.

Définition 4.0n définit les sous-ensembles de Fj. suivants :

e (', est 'ensemble de toutes les tautologies classiques i.e. les formules qui sont vraies selon
n’importe quelle valuation.

e Int; est 'ensemble de toutes les tautologies intuitionistes i.e. les formules pour lesquelles il
y a des A-termes fermés (des preuves constructives) de type identique a la formule.

e Pierce; est I'ensemble de toutes les expressions de Pierce i.e. des tautologies classiques qui
ne sont pas des tautologies intuitionnistes.

e SN, est 'ensemble des expressions simples qui ne sont pas des tautologies classiques, défini
par

T = Al, ceey Ap — T(T),
tel que pour tout 4, r(A4;) # r(T).
e (5 est 'ensemble des tautologies simples i.e. des expressions qui peuvent s’écrire

T=A,... A =),

ou il existe ¢ tel que A; est une variable égale a r(T).

o LN est 'ensemble des expressions moins simples qui ne sont pas des tautologies classiques,
défini par ’ensemble des arbres de la forme

T:Blw‘-;Bi—laC)Bi)""Bp_>T<T)7

tels que
C= 01,02, .. .Cq — T(C),

our(C)=r(T),q>1,et
Ol = Dl,DQ, ceny .l)S — T’(D),

(T),s > 0, et I'assertion suivante est vérifiée : pour tout j, r(B;) € {r(T),r(D)}

our(D)#r
¢ {r(T),r(D)}.

et r(D;)



Ajouter un exposant n aux ensembles que nous venons juste de définir signifie qu’on considere
seulement les expressions de taille exactement égale a n (I’arbre qui représente l’expression a n

feuilles).

Notons que les tautologies simples sont des tautologies intuitionnistes puisque I'une de leurs prémisses
est égale au but. Les relations évidentes entre les classes ci-dessus sont les suivantes :

SNy NLN, = ©
Pierce, = Clp\Inty

Notre objectif dans la suite de cet article est de calculer les densités de ces ensembles. Les
résultats sont résumés dans la figure 2 ; les preuves sont données dans la section suivante. Comme
conséquence, on obtient le résultat suivant, donnant une réponse positive a la conjecture de [9, page
593].

Théoréme 5. Asymptotiquement (pour k un grand nombre de variables booléennes), toutes les
tautologies sont simples i.e.
w(Gr)
im =

Preuve : On sait que pour tout k, la densité de la logique classique avec k variables propositionnelles
w(Cly) existe. Un tel résultat est obtenu par des techniques standards d’analyse des algorithmes ;
on saute les détails et on renvoie le lecteur intéressé a Flajolet et Sedgewick [3] ou a [4].

Puisque Gy C Clp C Fi\(SNx U LNy), et a partir des densités obtenues dans les propositions 7, 8
et 9, on a

kel k(k—1)  2k(k—1)?
m = ,U(Gk) < M(Clk) <1- ((k—l— 1)2 (k+2)4 )

Les bornes supérieure et inférieure sont asymptotiquement identiques, égales & 1/k + O(1/k?). O

En utilisant exactement le méme argument, on peut aussi obtenir un résultat reliant le comporte-
ment asymptotique de la logique classique versus celui de la logique intuitionniste.

Corollaire 6. Asymptotiquement (pour k un grand nombre de variables booléennes), les tautologies
classiques sont intuitionnistes i.e.
“(Int
tim A1)
k—o0 M(Clk)
[Inty)
Fel
Preuve : A partir du fait que Gy C Int, C Cli, on a

ou = (Inty) = lim inf,,

k Int Tnt? n
w(Gy) = limﬂ < lim infﬂ < lim su | Int}| < 1 |C1}

n—>oof’?\ n—oo | S e | F] et |2

= p(Cly).



Le résultat découle du fait qu’a la fois u(Gy,) et u(Cly) sont égaux a 1/k+O(1/k?). O

Ce résultat permet également d’estimer la taille de la différence entre les logiques classique et in-
tuitionniste (appelées les formules de Pierce). Des détails sont donnés en section 4.4.

4. Enumération des classes

On calcule maintenant les densités des trois ensembles SNy, Gj et LN,. Le calcul de ces densités
est fait de facon systématique. D’abord, chaque ensemble d’expressions est défini récursivement
a partir d’ensembles plus simples ; cela permet de construire les fonctions génératrices énumérant
les éléments de ces ensembles par leur taille (le nombre de feuilles), et d’obtenir une fonction
génératrice pour la classe considérée. Alors on extrait le coefficient [2"]1)(z) et on obtient la den-
sité de l'ensemble étudié comme lim,,_,[2"]1)(2)/[2"]f(2) - on rappelle que f dénote la fonction
génératrice de toutes les formules.

La derniere partie traite les formules de Pierce. Bien que nous ne sachions pas si cet ensemble de for-
mules a une densité, on donne quelques bornes et on montre que leur ordre de grandeur est O(1/k?).

Fi\Cly : Non — tautologies Cly : Tautologies
//”%
SN : Simple non — tautologies % Gl ?
/ Simple /
%mutoiogies %
=1+ 0G) %m"—f}w %
/ =+ 0() /
% 7
77,
LNy, : Less simple / y
-n.o-rj— tam‘olog-ie; //O/—/%
o 2%
A?ﬁi?)li} =21 0(%) [tautologies’]
2

Figure 2: Densité des tautologies simples, des non-tautologies simples et moins simples.
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4.1. Non-tautologies simples

On considere d’abord I'ensemble SN, des expressions simples qui sont des non-tautologies. Si
T € SN, alors T est du type suivant

T=A, ... A, — r(T),

tel que pour tout i, r(A;) # r(T). On vérifie d’abord que ceci n’est en effet pas une tautologie.
Considérons juste la valuation suivante des variables propositionnelles. Définissons 7(7) comme
valant faux et tous les 7(A;) comme valant vrai. Selon cette valuation, I’expression entiere est
fausse. Calculons ensuite la fonction génératrice SN (z) associée a SNy.

Fixons d’abord une variable booléenne « et considérons tous les arbres avec r(7T) = a. Un tel
arbre est une non-tautologie simple si et seulement si toutes ses prémisses A; satisfont r(4;) # a.
La fonction génératrice de toutes les prémisses possibles est % f(2). Comme une non-tautologie
simple de but a est une séquence de telles prémisses suivie par la feuille «, la fonction génératrice
SN* des non-tautologies simples de but « est égale a

SN(z) = %

Puisque « peut étre choisi arbitrairement parmi les k litéraux, on a SN(z) = k- SN%(z), ce qui
donne

kz
1—21f(2)

Proposition 7. La densité des non-tautologies simples existe et est égale a

SN(z) =

k(k—1)

1(SNi) = [ESE

Pour k grand, cette densité est 1 —3/k + O(1/k?).

Preuve : Ce résultat était déja donné dans l'article [9, page 586], avec une preuve différente. On
donne une preuve alternative ici. Si elle existe, la densité est donnée par la formule suivante :

SNp| L [2"]SN(2)
SNi) = lim ——"= = lim —————".
M) = TR T )

Apreés modification du dénominateur et du numérateur de la fonction génératrice SN(z), on obtient
k(k+1)z+ kz(1 — k)1 — 4kz
2(1+4 z(k —1)?) '

Le dénominateur de la fraction rationnelle SN(z) a un unique zéro p = —1/(k — 1)?. Pourtant
cette valeur élimine aussi le numérateur de ’expression puisque

SN(z) =

k(k+1)p+ k(1 —E)py/(=p)(k — 1)2 + 4k) = 0.



Ainsi p n’est pas un pole effectif. Par conséquent la seule singularité qui compte asymptotiquement
est z = 1/4k. En mettant a part le terme d’erreur, on obtient

2k*(k — 1) 4k(k —1)
MSN(2) = ————— L[NV —dkz = ——2k"C,, _s.
158) = -2 v - B e
Cela domne SNP| Ak(k—1) .. Cho k(k—1)
SNi) = li Elo e lim =
SN = lim T = gy e T e
par conséquent la densité de SNy existe et est égale a k(k—1)/(k+1)% O

4.2. Tautologies simples
Si T' est une tautologie simple, alors T peut s’écrire
T = Al,...Ap —>T'(T),

avec I'un des A; égal a r(T). 1l est trivial de vérifier que T est en effet une tautologie, puisque T
est logiquement équivalent a

T~A V. . NVr(T)V..VAVr(T).

qui a de facon évidente la valeur vras.

Calculons maintenant la fonction génératrice des tautologies simples. Un arbre T n’est pas une
tautologie simple si et seulement si toutes ses prémisses sont différentes de r(7") - voir la figure 3.
La fonction génératrice pour Fi\Gy, est donc égale a kz/(1 — (f(z) — 2)). Il découle de cela que la
fonction génératrice de Gy, est

G(z) = f(2) — sz—_Zf(Z)
/
Al 75 T(T) \—>
A2 75 T’(T .'—>

)
/
Ap # (1)

Figure 3: Arbres qui ne sont pas des tautologies simples.

AN

(T)

Proposition 8. La densité limite des tautologies simples sur k variables existe et est égale a

4k + 1
w(Gr) = S



Pour k grand, cette densité est asymptotiquement égale a 1/k — 3/4k* + O(1/k?).

Preuve : Une autre preuve antérieure de ce résultat est donnée dans l'article [9, page 584]. Nous
en donnons ici une preuve alternative. La fonction génératrice G(z) peut s’écrire comme

P(z) — (14 2)V/1 — 4kz
20+ k+ 2)

G(z) =

avec P(z) un polyndéme convenable. Soit p son pole ; p = —1 — k. Mais p est plus grand que la
singularité algébrique 1/(4k) ; par conséquent, 1/(4k) est la singularité dominante de G(z).

Finalement, on obtient (au terme d’erreur pres)

2% 2%
n - _ —[2"\V/1 — 4 S Y 1—-4
(2" G(z) OE [2"]V/ kz k1) 2"V kz
ik 4
S T e

Démontrons 'existence et calculons la valeur de la densité de GJ.

|Gy . 4k 4 1
= ool = oolim [ —————k"Cppy + —————k"Cpy ) - ——
pGh) = oolimpp, = oclim | =gk Oy + g3 Coe |- e

o4k 4 i Cna
TRk+12 @kt 12 s O

Donc u(Gy) existe effectivement, et est égal & (4k +1)/(2k + 1)% O
4.3. Les non-tautologies moins simples

Dans la famille SNy des non-tautologies simples, on n’a pas autorisé une prémisse a avoir une feuille
la plus a droite égale a r(7"). Mais ici on va considérer des arbres avec exactement une telle prémisse.

On rappelle qu'un arbre T' définit une non-tautologie moins simple s’il est du type
T = Bh ceny Bi*l? C, Bi; ceey Bp — T(T),

ou C =0C,....Cp = r(C), avec 7(C) =r(T),q = 1, et Cy = Dy, Dy, ..., Dy — r(D) est tel que
r(D) # r(T),s > 0, et Passertion suivante est vérifiée : pour tout j, r(B;) & {r(T),r(D)} et
r(D;) & {r(T),r(D)}. Voir la figure 4 pour la forme générale de 'arbre et la figure 5 pour le sous-
arbre C' ; dans ces figures, si un sous-arbre A est souligné, cela signifie qu’il respecte la contrainte

r(A) € {r(T),r(D)}.
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B =
5]\
C/ \—>
/
& —
/" \
B, T)

Figure 4: Non-tautologies moins simples.

s /"
& — Cy —
/7 N\ RN
D, r(D) # r(T) C, r(C)

Figure 5: Sous-arbre C' d’une non-tautologie moins simple.

Démontrons d’abord qu’un tel arbre n’est pas une tautologie. Pour cela, considérons la valuation
selon laquelle toutes les variables sont vraies, exceptées r(T') et r(D) qui sont fausses ; selon cette
valuation, la totalité de I’expression a pour valeur faux ; pour vérifier cela, remarquons simplement
que la fonction calculée par un tel arbre peut étre développée en une conjonction de termes, I'un

d’eux étant A, 7(B;) Ar(T) AN, r(D;) Ar(D),

Nous calculerons maintenant la fonction génératrice de LNy. Fixons « et 3, deux variables dis-
tinctes. Nous calculerons d’abord v(z), les fonctions génératrices de tous les arbres LN P A partir
de LNy tel que r(T) = a et (D) = 5. Par symétrie, ¥(2) est indépendant du choix de « et (.

Soit b(z) la fonction génératrice de tous les arbres T € Fy telle que r(T) ¢ {«,5}. Bien sur,
b(z) = (k—2)/k - f(z). Cette fonction génératrice énumere les sous-arbres possibles B; mais
également les sous-arbres possibles D;. Ainsi, la fonction génératrice de tous les arbres possibles
pour D est d(z) = z/(1 — b(z)), puisque c’est une séquence d’arbres D; telle que r(D;) & {«, 8},
suivie par la feuille f. De la méme maniere, la fonction génératrice pour le sous-arbre C' est

c(z) = d(z) - 1/(1 = f(2)) - =
Notons qu’un arbre de LN}’ # est construit comme une séquence d’arbres B; avec r(B;) & {«, B},

puis un sous-arbre C' comme décrit ci-dessus, puis une autre séquence d’arbres B; avec r(B;) ¢
{a, p}, suivie par la feuille a. De plus, cette décomposition est unique. La fonction génératrice
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pour LN est ainsi égale &
1 1

viz) = 1-— b(z)c<z) 1-— b(z)Z

Maintenant, on peut facilement voir que LN}, est 'union disjointe des LN, P En effet, étant donné
un arbre T' € LNy, alors a est égal a r(T) et la prémisse C' de T est déterminée de maniere
unique parce que c’est la seule prémisse de T avec comme but (7). Ainsi, f est déterminée de
maniere unique également puisque c’est le but de la premiere prémisse de C'. Il découle de cela que

¢(z) = k(k — 1)v(2).
Proposition 9. La densité des non-tautologies moins simples est égale a

2%(k — 1)2

Pour k grand, elle est égale a 2/k + O(1/k?).

Preuve : Apres modification du dénominateur de la fonction génératrice ¢(z), on obtient :

_ P(2) + k(k — 1)(—k> + (2k% — 6k* 4+ 8)2)2*V/1 — 4k=
¢(z) = 22+ (k= 2)72) ,

ou P(z) est un polynoéme convenable. Le dénominateur de la fraction rationnelle ¢(z) a un zéro
p = —2/(k — 2)?. Pourtant cette valeur annule également le numérateur (et les deux premieres
dérivées) de I'expression, et ce n’est pas un pole effectif de ¢. Par conséquent, la seule singularité
qui importe asymptotiquement est z = 1/4k. En mettant a part le terme d’erreur, on obtient :

Kk — 1)
9 (2 + ("j,f)2>3

—1 2 3 2"—
2 2 k—2)?
( ( 4k) )

Rk =1 , kR(k = 1)K - 6k 4 8)

= 7 __.<3%“n-3 3
(2+%22) (2+422)

[2"]LN(z) = — [2"2V1 — 4k=

Ch-a.
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Démontrons 1'existence et calculons la valeur de la densité de LN} :

. |LNp|
p(LN) = lim —-
n—00 |Fk|

k=1 Chg KR =1)(2K =6k +8) Chy

= lim
n—o0 k—2)2 3 knCn, k—2)2 3 knCnf
<2+(4k>> 1 <2+<4k)> 1
64k (k —1) . Cu_y  64k(k — 1)(2K> —6K2+8) . Chy
= — hm — . llm
(k‘ -+ 2)6 n—00Cy,_1 (]{j -+ 2)6 n—00Cy_1

ARk — 1) — k(k — 1)(2k3 — 6K +8)  2k(k —1)2
- (k + 2)6 ~ (k+2)

La densité existe effectivement, et est égale a :

2k(k — 1)%/((k +2)").
Pour k grand, la densité est asymptotiquement égale & 2/k + O(1/k?).
4.4 Formules de Pierce

Nous sommes préts a estimer le nombre de formules de Pierce. Bien que 'on ne sache pas si

: . ) Pierce}
I’ensemble des formules de Pierce a une densité, on donnera des bornes sur lim sup,, _m%
k
o | Piercey| L. ) . ) . )
et lim 1nfn_>00W. Une borne supérieure simple pour Pierce; peut étre obtenue a partir de
k

Pierce, = Cli\Inty C Fy\(SNr U LNy UGYy).

Puisque SN, LN}, et Gy, sont disjoints, on a une estimation supérieure simple basée sur les propo-
sitions 7, 8 et 9 :

lim sup———"+ < = s

| Pierce}l| _k(k—1)  2k(k - 1)? 4k +1 63 Lo 1
nooo |FP T (k+1)2 (k+2)4 (2k+1)2  4k2 ‘

Pourtant, on peut obtenir une borne plus précise sur le nombre de formules de Pierce. Pour cela,
on bornera ensuite la densité des tautologies qui ne sont pas simples - cette densité existe puisque
nous savons déja qu’a la fois la densité de toutes les tautologies et la densité des tautologies simples
existent. Notons que ce résultat fournit une preuve alternative pour le théoreme 5.

Lemme 10. La densité des tautologies non simples T telles qu’exactement une prémisse a un but
égal a r(T) est bornée supérieurement par 5/k* + O(1/k?).

Preuve : Soit A une tautologie non simple de but 7(A) = «. Soit p le nombre de prémisses de A.
On appelle B la prémisse de A dont le but est r(A) et ay,...,a,_1 les buts des prémisses autres
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que B. Par hypothese, a; # « pour tout ¢ € {1,...,p — 1}. Bien str, B ne peut pas étre réduit a
une feuille (sinon A serait une tautologie simple). Décomposons B = (B, ..., By, a), avec m > 1.
Comme B = By A ... A B,, A @, en développant I’expression A, on obtient que nécessairement, pour
tout j € {1,...,m},

Bj/\al/\.../\ap_l/\a

a la valeur vrai. Dénotons par C(q,....a,_1,0) I'ensemble d’arbres tel que
CATA... ATy 1A

a la valeur vrai. Soit C' € Clqy... 0y 1,0)-

e Si C est réduit a une feuille v alors nécessairement v € {ay,...,qp_1}.

e Sinon, décomposons C' = (CY, ..., Cy,y) avec s > 1. Soit v; = r(C;). Alors
NN NANFsANY N Ao AN
doit prendre la valeur vrai. Il s’ensuit que o € {y1,...,7sf ouy € {7y, ..., Vss 1, ..., p_1}.

On va maintenant calculer une fonction génératrice c(a,....a,_,,o) donnant une borne supérieure sur
9 ’ .
le nombre d’arbres de Ciqa,....a,_,,a).- Définissons

_ 1 f2)
Clarymap1a)(2) = (P = 1)z + 7= GoORFE kT ket Zf (s+p—1)z

le premier terme correspondant au premier point ci-dessus, le second terme correspondant au cas
a € {7,...,7s} et le troisieme au cas v € {y1,...,vs,1,...,,_1}. Cette fonction génératrice
dépend seulement de p ; ainsi, on va maintenant la dénoter par c,. Définissons maintenant

() = 2 _(2) -z

Cette fonction donne maintenant une borne supérieure sur le nombre d’arbres B (pour p > 1 et
a,ag, ..., o, fixés) tels que
BAG A ... ATy A

prend la valeur vrai. Bien sur

On définit maintenant
ap(2) =p- ((k =1)/k- f(2)P - by(2) - 2 - k.

La fonction génératrice a, donne une borne supérieure sur le nombre de tautologies non simples A
avec p prémisses, I'une d’entre elles exactement ayant un but égal a r(A). En effet, z correspond a
r(A) = «, k correspond au choix de a parmi les litéraux et p correspond a la position de 'unique
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prémisse qui a pour but a.

On définit maintenant a(z) = > *, a,(2). Cette fonction limite le nombre de tautologies non sim-
ples A avec seulement une prémisse de but (A). Le calcul basé sur la fonction génératrice définie ci-
dessus amene A une densité asymptotique 5/k%+O(1/k3). O

Lemme 11. La densité des tautologies non simples T telles qu’exactement deux prémisses ont un

but égal a r(T) est O(1/k3).

Preuve : considérons une tautologie non simple A avec exactement deux prémisses By et B, ayant
un but égal a r(A). Soient oy, ..., o les buts des autres prémisses. Puisque A n’est pas simple,
a la fois By et By ne sont pas réduits a une feuille. Soit C' la premiere prémisse de By, et D la
premiere prémisse de By. Soit v le but de C' et 71, ..., 75 les buts de ses prémisses (avec s > 0). On
définit 6, 1, ..., &, les litéraux correspondant pour I’arbre D. Puisque A est une tautologie, on peut
argumenter comme dans le lemme précédent et on obtient que nécessairement

V.. VHVAVEV...V&EVEVarV... Va3 Va

prend la valeur vrai. La méme méthode que dans le précédent lemme (non détaillée ici) amene a
une densité O(1/k3). O

Lemme 12. La densité asymptotique des arbres T’ tels qu’au moins trois prémisses ont un but égal
ar(T) est O(1/k3).

Preuve : La fonction génératrice de cette famille d’arbres est égale a

1 RO S
(1—(k/(k—1))f(2) k) T

On obtient une densité O(1/k%). O

Proposition 13. La densité asymptotique des tautologies non simples est bornée supérieurement

par 5/k* + O(1/k?).

Preuve : Une tautologie n’est pas réduite a une feuille. De plus, une tautologie 7" a (au moins)
une prémisse avec un but r(7") : sinon, ce serait une non-tautologie simple. La densité des tau-
tologies non simples est ainsi bornée supérieurement par la somme des trois densités obtenues dans
les lemmes 10, 11 et 12. Par conséquent, elle est bornée supérieurement par 5/k*+O(1/k?). O

On peut obtenir une borne inférieure pour les formules de Pierce par 'argument suivant. Con-
sidérons les formules spéciales de Fy, de la forme ((a = T) — a) 2 aouT = Ay, ..., A, = r(T) est
une non-tautologie simple prise dans Fj (voir la section 4.1) et ou la variable a differe de r(T"). On
observe que ((a — T') — a) — a doit étre une formule de Pierce. C’est évidemment une tautologie
classique. Supposons que ((a — T') — a) — a est aussi une tautologie intuitionniste. Cela signifie
qu’il doit exister un terme fermé du type ((a — T') — a) — a. La forme normale longue de ce
terme est de la forme Ap(o—1)5aAgqe-t 011 T est un terme de type T avec pour seules variables libres
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p et ¢q. Considérons un terme fermé A\p,—7)-aAqq-t. Le type de ce terme est la formule implicative
((a—=T)—a)— (a—=T).

Mais ce type est & nouveau une non-tautologie simple puisque les variables a et r(T') sont différentes.
Ainsi la formule n’est pas prouvable classiquement et par conséquent, de facon intuitionniste non
plus ; contradiction. Pour plus de détails a propos de la relation entre la logique intuitionniste et
le lambda calcul consulter par exemple Sgrensen, Urzyczyn [10].

Maintenant nous devons compter les éléments de cette famille. Le nombre de telles formules est
(k—1) - |SN]3|. Ainsi la densité de cet ensemble particulier de formules de Pierce existe et est
égale a
k—1)-|SN}™° k—1)-|SN}™° - 1 (k—1)
g DN G SN A L (1
nyoo [Fi| e T Y \Fel - 64k% (k+1)

puisque lim,, .| F 2| /| Fr| = 1/(4k)3.

Proposition 14. On a les bornes suivantes sur le nombre de formules de Pierce :

1 1 .. .|Pierce}| _ . | Pierce}| 5 1
-0|=]| <l pa— L | RS +0 (=)
64%2 (k;3> AL SO TRERT SETOR

Preuve : La borne inférieure vient de la discussion précédente. Puisque les formules de Pierce sont
des tautologies non simples, la borne supérieure est une conséquence de la proposition 13. U

5. Dernieres remarques

On a montré qu’asymptotiquement, toutes les tautologies avec implication sont simples, i.e. I'une
de leurs prémisses est égale a leur but. La méthode développée dans cet article étend la logique de
I'implication a des litéraux a la fois positifs et négatifs. Dans ce nouveau paradigme, a nouveau,
on peut démontrer que la plupart des tautologies, quand le nombre des variables devient grand,
exhibent une structure tres simple ; plus précisément, la plupart des tautologies ont I'une de leurs
prémisses égale au but (comme précédemment), ou ont deux de leurs prémisses qui sont des litéraux
OpPOSEs.

Quelques questions subsistent a propos de ’ensemble des formules de Pierce. On conjecture que

pour tout k, les densités p(Inty) et p(Piercey) existent. Si c’était le cas, il serait intéressant
d’évaluer les densités asymptotiques de ces ensembles.
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