
Traduction d’extraits de l’article arxiv:math/0601054, A walk in the noncommutative
garden, d’Alain Connes et Matilde Marcolli

9. Pavages

En général, par “un pavage T dans Rd” on désigne l’objet suivant. On considère une suite finie
{τ1, . . . , τN} de sous-ensembles bornés fermés de Rd homéomorphe à la sphère unité. On appelle ces
sous-ensembles des prototuiles. On suppose habituellement que les prototuiles sont des polytopes
dans Rd avec une unique cellule d-dimensionnelle qui est l’intérieur de la prototuile, mais cette
supposition peut être omise.

Un pavage T de Rd est alors un recouvrement de Rd par des ensembles d’intérieurs disjoints, chacun
d’entre eux est une tuile, c’est-à-dire un translaté de l’une des prototuiles.

Figure 1 : Prototuiles pour pavages

Étant donné un pavage T de Rd, on peut former la fermeture de son orbite par translations. Une
métrique sur les pavages est définie en disant que deux pavages sont proches s’ils sont presque
toujours en accord sur une grande sphère centrée à l’origine dans Rd (pour davantage de détails et
des définitions équivalentes, voir par exemple [1], [6]).

Les pavages peuvent être périodiques ou apériodiques. Il y a de nombreux exemples de pavages
périodiques, alors que les exemples les plus connus de pavages apériodiques sont les pavages de
Penrose [30]. Des sortes similaires de pavages apériodiques ont été largement étudiées en physique
des quasi-cristaux (cf. par exemple [5], [6]). On a compris très tôt pendant le développement de la
géométrie non commutative (cf. [16] et p. 5–7, p. 88–93, et p. 175–178 de [13]) que les pavages de
Penrose fournissent une classe intéressante d’espaces non commutatifs.
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En fait, on peut considérer, sur l’ensemble Ω des pavages T par des prototuiles {τ1, . . . , τN}, la
relation d’équivalence donnée par l’action de Rd par translations, i.e. on identifie des pavages
qui peuvent être obtenus l’un à partir de l’autre par des translations. Dans le cas des pavages
apériodiques, cela amène le type de construction de quotient décrit dans la Section 4, qui amène
naturellement aux espaces non commutatifs. On peut trouver une description explicite de cet espace
non commutatif pour le cas des pavages de Penrose dans le § II.3 de [13].

Figure 2 : Pavages quasi-périodiques et zelliges.

Pour simplifier légèrement l’image, on peut considérer le problème similaire (de façon duale) de
l’étude d’arrangements de points dans Rd plutôt que l’étude de pavages. C’est la formulation
utilisée dans la théorie des solides apériodiques et des quasi-cristaux (cf. [6]). Alors, au lieu des
pavages T , on considère des sous-ensembles discrets de points L ⊂ Rd. Un ensemble L est un
ensemble de Delaunay s’il existe des rayons r, R > 0 tels que toute sphère ouverte de rayon r
rencontre L en au plus un point et également tels que toute sphère fermée de rayon R rencontre L
en au moins un point. On peut décrire L par la mesure de comptage

µL(f) =
∑
x∈L

f(x),

et on peut prendre la fermeture de l’orbite Ω de l’action de Rd par les translations

µL 7→ T−aµL = µL ◦ Ta, pour a ∈ Rd,

dans l’espace M(Rd) des mesures de Radon avec la ∗-topologie faible. La fermeture convexe de L
est le système dynamique (Ω, T ), où T dénote l’action de Rd par des translations.

Ce système dynamique détermine l’espace non commutatif correspondant, le quotient de Ω par les
translations, notamment la C∗-algèbre produit croisé

A = C(Ω)⋊T Rd. (1)

En fait, on peut aussi considérer le groupöıde avec comme ensemble d’unités les flèches transversales

X = {ω ∈ Ω : 0 ∈ Support(ω)}, (2)
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de la forme (ω, a) ∈ Ω × Rd, et avec comme applications domaine source et domaine image
s(ω, a) = T−aω, r(ω, a) = ω et (ω, a) ◦ (T−aω, b) = (ω, a + b) (cf. [6]). Cela définit un groupöıde
localement compact G(L, X).

Les C∗-algèbres C∗(G(L, X)) et C(Ω)⋊T Rd sont équivalentes selon Morita.

Dans le cas où L est un arrangement périodique de points avec groupe de symétrie cocompact
Γ ⊂ Rd, l’espace Ω est un espace commutatif ordinaire, qui est topologiquement un tore Ω = Rd/Γ.

La C∗-algèbre A est dans ce cas isomorphe à C(Γ̂)⊗K, où K est l’algèbre des opérateurs compacts

et où Γ̂ est le dual de Pontrjagin du groupe commutatif Γ ∼= Zd, isomorphe à T d, obtenu en prenant
le dual de Rd modulo le treillis réciproque

Γ♯ = {k ∈ Rd : ⟨k, γ⟩ ∈ 2πZ,∀γ ∈ Γ}. (3)

Par conséquent, dans le langage de la physique, Γ̂ est identifié à la zone de Brillouin B = Rd/γ♯

du cristal périodique L (cf. Section 8). Dans ce cas périodique, la transversale X = L/Γ est
un ensemble fini de points. La C∗-algèbre groupöıde C∗(G(L, X)) est dans ce cas isomorphe à

C(Γ̂) ⊗Mk(C), où k est le cardinal de la transversale X. Ainsi, le cas périodique revient dans le
royaume des espaces commutatifs, alors que les formes apériodiques donnent vraiment naissance à
des espaces effectivement non commutatifs, qui sont hautement non triviaux et intéressants.

Figure 3 : Pavages quasi-périodiques et muqarnas.

L’une des sources les plus riches de pavages intéressants, c’est l’ensemble des zelliges et desmuqarnas
largement utilisés en architecture ancienne. Appelés collectivement des “arabesques”, non seule-
ment ces motifs présentent des géométries hautement non triviales, mais ils reflètent l’interaction
imbriquée entre la philosophie, les mathématiques et l’esthétique (cf. [4], [9]). Quelques-unes
des meilleures études sur les zelliges et les muqarnas se concentrent sur les motifs périodiques
2-dimensionnels. Par exemple, on trouve dans [4], p. 43 :

“Comme la Nature est basée sur le rythme, l’arabesque est conceptuellement ryth-
mique. Elle reflète le mouvement marqué par la récurrence régulière de motifs, éléments,
phénomènes ; elle a ainsi une certaine périodicité.”
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Il semble selon ce point de vue que seule la théorie des pavages périodiques (i.e. la géométrie
commutative) devrait être adaptée à ce contexte. Pourtant, des études plus récentes (cf. [9],
[10], [11], [28]) suggèrent que la conception des zelliges et des muqarnas ne se limitait pas aux
groupes cristallographiques 2-dimensionnels, mais, spécialement pendant la période témouride, elle
étudiait également des motifs apériodiques de symétrie 5, analogue à ceux observés dans les quasi-
cristaux. Ceci n’est pas accidentel et a dû certainement être le résultat d’une théorie géométrique
de haut niveau : déjà le livre historique de Abu’l-Wafa’ al-Buzjani (940-998) au sujet des con-
structions géométriques [38] fait explicitement mention de rencontres et discussions lors desquelles
des mathématiciens étaient directement mis à contribution par des artisans dans la conception des
motifs des arabesques.

L’apparence des pavages apériodiques est documentée dans le manuscrit perse anonyme [2] “Sur des
figures congruentes et similaires imbriquées”, qui date du xie-xiiie siècle. Certains de ces aspects
apériodiques des zelliges et muqarnas ont été étudiés par Bulatov dans le livre [9], qui contient
également la traduction russe de Vil’danova de l’ancien texte perse.

10. Espaces non commutatifs provenant de systèmes dynamiques

On va regarder quelques exemples d’espaces non commutatifs associés à un système dynamique dis-
cret T , par exemple ceux donnés par un automorphisme d’un ensemble de Cantor. De tels espaces
non commutatifs ont été intensivement étudiés dans une série d’articles (cf. [22] et [36] pour un
survol) où C. Skau et ses collaborateurs ont obtenu de remarquables résultats sur la classification
des actions minimales de Z sur des ensembles de Cantor en utilisant la K-théorie de la C∗-algèbre
associée.

Il a été trouvé récemment (cf. [17], [18], § 4 de [27] et § 8 de [26]) que le tore d’application de
tels systèmes peut être utilisé pour modéliser le “graphe dual” des fibres pour les nombres pre-
miers archimédiens des surfaces arithmétiques, en géométrie d’Arakelov, dans le cas particulier
où le système dynamique T est un sous-décalage de type fini qui encode l’action d’un groupe de
Schottky Γ ⊂ SL2(C) sur son ensemble limite ΛΓ ⊂ P1(C). En fait, les résultats de [17] étaient
motivés par des résultats précédents de Manin [25] qui avait fourni un modèle géométrique de tels
graphes duaux en fonction de la géométrie hyperbolique et des uniformisations de Schottky.

Plus généralement, étant donné un alphabet des lettres {ℓ1, . . . , ℓN}, l’espace S+
A d’un sous-décalage

de type fini contient toutes les suites admissibles infinies à droite

w = a0a1a2 . . . an . . . (4)

de lettres de l’alphabet. Notamment, ai ∈ {ℓ1, . . . , ℓN} étant sujet à une condition d’admissibilité
spécifiée par une matrice A de taille N×N avec ses éléments dans {0, 1}. Deux lettres ℓi et ℓj dans
l’alphabet peuvent apparâıtre comme lettres successives ak, ak+1 dans le mot w si et seulement si
l’entrée Aij de la matrice d’admissibilité A est égale à 1. On définit de façon similaire l’espace SA

comme l’ensemble des suites doublement infinies admissibles

w = . . . a−m . . . a−2a−1a0a1a2 . . . an . . . (5)

Les ensembles S+
A and SA ont un choix naturel d’une topologie. En fait, sur SA, on peut mettre la

topologie engendrée par les ensembles W s(x, ℓ) = {y ∈ SA|xk = yk, k ≥ ℓ}, et les W u(x, ℓ) = {y ∈
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SA|xk = yk, k ≤ ℓ} pour x ∈ SA et ℓ ∈ Z. Cela induit une topologie avec des propriétés analogues
sur S+

A en la réalisant comme un sous-ensemble de SA, par exemple, en étendant chaque séquence
sur la gauche par une suite constante. On considère alors sur SA (ou sur S+

A ) l’action du décalage
des deux côtés (resp. d’un seul côté) T défini par (Tw)k = ak+1, où les ak sont les lettres du mot
w. Notamment, le décalage d’un seul côté sur S+

A est de la forme

T (a0a1a2 . . . aℓ . . .) = a1a2 . . . aℓ . . . (6)

alors que le décalage des deux côtés sur SA agit comme

T ( . . . a−m . . . a−1 a0 a1 . . . aℓ . . . ) =
. . . a−m+1 . . . a0 a1 a2 . . . aℓ+1 . . .

(7)

Typiquement, les espaces S+
A et SA sont des ensembles de Cantor. Le décalage d’un seul côté T de

(??) est une application surjective continue sur S+
A , alors que le décalage des deux côtés T de (??)

est un homéomorphisme de SA.

Par exemple, soit Γ un groupe libre à g générateurs{ γ1, . . . , γg}. Considérons l’alphabet
{γ1, . . . , γg, γ−1

1 , . . . , γ−1
g }. Alors, on peut considérer les mots infinis à droite, ou infinis à droite et

à gauche contenant ces lettres, sans annulations, c’est-à-dire, sujets à la règle d’admissibilité que
ak+1 ̸= a−1

k . Cela définit un sous-décalage de type fini où la matrice A est la matrice symétrique
2g× 2g avec Aij = 0 pour |i− j| = g et Aij = 1 sinon. Supposons que Γ est un groupe de Schottky
de genre g, i.e. un sous-groupe discret finiment engendré Γ ⊂ SL2(C), isomorphe à un groupe libre
à g générateurs, où tous les éléments non triviaux sont hyperboliques. Alors les points dans S+

A

paramétrisent les points dans l’ensemble limite ΛΓ ⊂ P1(C) (l’ensemble des points d’accumulation
des orbites de Γ). Les points dans SA paramétrisent les géodésiques dans l’espace hyperbolique
trois-dimensionnel réel H3 avec pour extrémités des points dans l’ensemble limite ΛΓ.

La paire (SA, T ) est un exemple typique d’une classe intéressante de systèmes dynamiques, no-
tamment, c’est un espace de Smale. Cela signifie que localement, SA peut être décomposé en le
produit de directions d’expansion et de contraction pour T . Notamment, les propriétés suivantes
sont satisfaites :

• Pour tout point x ∈ SA, il existe des sous-ensembles W s(x) et W u(x) de SA, tels
que W s(x)×W u(x) est homéomorphe à un voisinage de x.

• L’application T se contracte sur W s(x) et se dilate sur W u(x), et W s(Tx) et T (W s(x)) sont
en accord dans un certain voisinage de x, et il en est de même de W u(Tx) et T (W u(x)).

Une construction de Ruelle montre qu’on peut associer des C∗-algèbres différentes aux espaces de
Smale (cf. [35], [32], [33]). Pour les espaces de Smale comme (SA, T ), il y a quatre possibilités de
base : l’algèbre produit croisé C(SA)⋊T Z et les C∗-algèbres C∗(Gs)⋊T Z, C∗(Gu)⋊T Z, C∗(Ga)⋊T Z
obtenues en considérant l’action du décalage T sur la C∗-algèbre groupöıde associée aux groupöıdes
Gs, Gu, Ga des relations d’équivalence stable, instable et asymptotique sur (SA, T ).

Le premier choix, C(SA) ⋊T Z, est relié de façon ténue au système dynamique continu donné par
le tore d’application de T , alors qu’un choix comme C∗(Gu) ⋊T Z est relié au “mauvais quotient”
de S+

A par l’action de T . Dans l’exemple du groupe de Schottky, cela correspond à l’action de Γ
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sur son ensemble limite.

On peut considérer le flot de suspension ST d’un système dynamique T , c’est-à-dire, le tore
d’application du système dynamique (SA, T ), qui est défini par

ST := SA × [0, 1]/(x, 0) ∼ (Tx, 1). (8)

Figure 4 : Tore d’application

Le premier groupe de cohomologie de ST est la “cohomologie ordonnée” du système dynamique
T , au sens de [7] [29]. Il y a une identification de H1(ST ,Z) avec le K0-groupe de la C∗-algèbre
produit croisé pour l’action de T sur SA,

H1(ST ,Z) ∼= K0(C(SA)⋊T Z). (9)

On peut voir cela à partir de la suite exacte de Pimsner–Voiculescu (cf. [31]) pour la K-théorie
d’un produit croisé par Z, qui dans ce cas se réduit à

0 → K1(C(S)⋊T Z) → C(S,Z) I−T∗→ C(S,Z) → K0(C(S)⋊T Z) → 0, (10)

On peut aussi le voir en fonction de l’isomorphisme de Thom de [14], [15].

En fait, comme cela a été vu dans la Section 2, l’une des constructions fondamentales de la géométrie
non commutative (cf. [15]) est celle des quotients d’homotopie. Ce sont des espaces commutatifs,
qui fournissent, à homotopie près, des modèles géométriques pour les espaces non commutatifs
correspondants. Les espaces non commutatifs eux-mêmes, comme on va le montrer dans notre cas,
apparaissent comme les espaces quotients de feuilletages sur les quotients d’homotopie à feuilles
contractiles.

Pour l’espace non commutatif SA/Z, avec Z agissant par les puissances du décalage inversible des
deux côtés, le quotient d’homotopie est précisément le tore d’application (??),

ST = S ×Z R. (11)

L’espace non commutatif S/Z peut être identifié à l’espace quotient du feuilletage naturel sur (??)
dont la feuille générique est contractile (une copie de R).
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Un autre espace non commutatif associé à un sous-décalage de type fini T (qui, à équivalence de
Morita près, correspond à un autre choix de la C∗-algèbre d’un espace de Smale, comme mentionné
précédemment) est l’algèbre de Cuntz–Krieger OA, où A est la matrice d’admissibilité du sous-
décalage de type fini (cf. [19] [20]).

Une isométrie partielle est un opérateur linéaire S satisfaisant la relation S = SS∗S. L’algèbre de
Cuntz–KriegerOA est définie comme la C∗-algèbre universelle engendrée par les isométries partielles
S1, . . . , SN , satisfaisant les relations ∑

j

SjS
∗
j = I (12)

S∗
i Si =

∑
j

Aij SjS
∗
j . (13)

Dans le cas d’un groupe de Schottky Γ ⊂ PSL2(C) de genre g, l’algèbre de Cuntz–Krieger OA peut
être décrite en fonction de l’action du groupe libre Γ sur son ensemble limite ΛΓ ⊂ P1(C) (cf. [34],
[37]), de telle façon qu’on peut regarder OA comme un espace non commutatif en remplaçant le
quotient classique ΛΓ/Γ,

OA
∼= C(ΛΓ)⋊ Γ. (14)

L’espace quotient
ΛΓ ×Γ H3 = ΛΓ ×Γ EΓ, (15)

est précisément le quotient d’homotopie de ΛΓ par rapport à l’action de Γ, avec EΓ = H3 et
l’espace classifiant BΓ = H3/Γ. Ici H3/Γ est une 3-variété hyperbolique de volume infini, qui est
topologiquement un corps à poignées de genre g.

Dans ce cas également, on trouve que l’espace non commutatif ΛΓ/Γ est l’espace quotient d’un
feuilletage sur le quotient d’homotopie (??) avec feuilles contractiles H3.

[...]

14. Ensembles de Cantor et fractals

Une classe importante est celle des C∗-algèbres obtenues comme limites directes d’une suite de
sous-algèbres finie-dimensionnelles et de plongements. On dit que ces algèbres sont approximative-
ment finie-dimensionnelles, ou simplement que ce sont des AF-algèbres.

Une AF-algèbreA est déterminée par un diagramme d’algèbres finie-dimensionnelles et d’inclusions,
son diagramme de Bratteli [8], et à partir du diagramme lui-même, on peut lire beaucoup de la
structure de l’algèbre, par exemple, sa structure idéale. Quelques exemples simples d’algèbres qui
appartiennent à cette classe sont :

Exemple 14.1 : Un exemple d’AF-algèbre commutative est l’algèbre des fonctions continues à
valeurs complexes d’un ensemble de Cantor, lorsque le diagramme de Bratelli est déterminé par
une famille décroissantes d’intervalles disjoints recouvrant l’ensemble de Cantor.
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Un exemple de AF-algèbre non commutative est donné par l’algèbre des relations d’anticommutation
canoniques de la mécanique quantique.

Exemple 14.2 : Considérons un espace de Hilbert réel E et une application linéaire E → (H),
f 7→ Tf , vers les opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H, satisfaisant

TfTg + TgTf = 0

T ∗
f Tg + TgT

∗
f = ⟨g, f⟩I,

et l’algèbre A engendrée par tous les opérateurs Tf satisfaisant ces relations.

Un survol avec de nombreux exemples d’AF-algèbres et de leurs propriétés est donné par exemple
dans [21].

Soit A une AF C∗-algèbre commutative. Une AF algèbre commutative A est portée par ses projec-
tions, puisque les algèbres finie-dimensionnelles commutatives sont engendrées par des projections
orthogonales. Cette condition est équivalente au fait que le spectre de Λ = Spec(A) de l’algèbre
est un espace compact de Hausdorff totalement déconnecté, typiquement un ensemble de Cantor.
Réaliser un tel ensemble de Cantor comme l’intersection d’une famille décroissante d’intervalles
disjoints couvrant Λ fournit également un diagramme de Bratteli de l’AF-algèbre A = C(Λ).

Comme cela est décrit dans [13], pour construire l’espace de Hilbert H pour un ensemble de Cantor
Λ ⊂ R, soit Jk la collection des intervalles bornés ouverts dans R\Λ. On dénote par L = {ℓk}k≥1 la
collection dénombrable des longueurs des intervalles Jk. On peut supposer que les longueurs sont
ordonnées

ℓ1 ≥ ℓ2 ≥ ℓ3 ≥ · · · ≥ ℓk · · · > 0. (16)

On dénote aussi par E = {xk,±} l’ensemble des extrémités des intervalles Jk, avec xk,+ > xk,−.
Considérons l’espace de Hilbert

H := ℓ2(E) (17)

Puisque les extrémités des Jk sont des points de Λ, il y a une action de C(Λ) sur H donnée par

f · ξ(x) = f(x)ξ(x), ∀f ∈ C(Λ), ∀ξ ∈ H, ∀x ∈ E. (18)

Un opérateur de signe F peut être obtenu (cf. [13]) en choisissant le sous-espace fermé Ĥ ⊂ H
donné par

Ĥ = {ξ ∈ H : ξ(xk,−) = ξ(xk,+), ∀k}. (19)

Alors F a des espaces propres Ĥ avec la valeur propre +1 et Ĥ⊥ avec la valeur propre −1, de telle
façon que, quand on se restreint au sous-espace Hk des coordonnées ξ(xk,+) and ξ(xk,−), le signe F
est donné par

F |Hk
=

(
0 1
1 0

)
.

Finalement, un opérateur de Dirac D = |D|F est obtenu par

D|Hk

(
ξ(xk,+)
ξ(xk,−)

)
= ℓ−1

k ·
(

ξ(xk,−)
ξ(xk,+)

)
. (20)
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On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 14.3 : Soit Λ ⊂ R un ensemble de Cantor. Soit A∞ ⊂ C(Λ) la sous-algèbre dense des
fonctions localement constantes sur l’ensemble de Cantor. Alors le triplet constitué de (A,H, D)
forme un triplet spectral, avec H comme dans (??), l’action (??), et D comme dans (??). La
fonction zeta satisfait

(|D|−s) = 2ζL(s),

où ζL(s) est la fonction de zeta géométrique de L = {ℓk}k≥1, définie par

ζL(s) :=
∑
k

ℓsk. (21)

Ces fonctions zeta sont liées à la théorie des suites de Dirichlet et à d’autres fonctions zeta
arithmétiques, et également aux fonctions zeta dynamiques de Ruelle (cf. [24]).

Par exemple, pour l’ensemble classique triadique de Cantor, on a l’ensemble des longueurs ℓk = 3−k

et les multiplicités mk = 2k−1, pour k ≥ 1, de telle façon qu’on obtient

(|D|−s) = 2ζL(s) =
∑
k≥1

2k3−sk =
2 · 3−s

1− 2 · 3−s
. (22)

Cela montre que le spectre de dimension du triplet spectral d’un ensemble de Cantor a des points
en dehors de la droite réelle. En fait, l’ensemble des pôles de (??) est{

log 2

log 3
+

2πin

log 3

}
n∈Z

. (23)

Dans ce cas, le spectre de dimension est sur une droite verticale et il intersecte l’axe réel en le point
D = log 2

log 3
qui est la dimension de Hausdoff de l’ensemble de Cantor triadique. La même chose est

vraie pour d’autres ensembles de Cantor, à la condition que l’auto-similarité soit donnée par une
contraction unique (dans le cas triadique, l’intervalle original est remplacé par deux intervalles de
longueurs mis à l’échelle par 1/3).

Si l’on considère des fractals un peu plus compliqués dans R, où l’auto-similarité nécessite plus
qu’une simple application de mise à l’échelle, le spectre de dimension peut être plus compliqué en
conséquence. On peut le voir dans le cas de l’ensemble de Fibonacci Cantor, par exemple (cf. [24]).

L’ensemble de Fibonacci Cantor Λ s’obtient à partir de l’intervalle I = [0, 4] en enlevant succes-
sivement Fn+1 intervalles ouverts Jn,j de longueur ℓn = 1/2n selon la règle de la Figure 5. On peut
associer à cet ensemble de Cantor l’AF-algèbre commutative A = C(Λ).

Figure 5 : The Fibonacci Cantor set.
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Pour obtenir l’espace de Hilbert, on considère à nouveau l’ensemble E des extrémités xn,j,± des in-
tervalles Jn,j et on prend H = ℓ2(E). On définit l’opérateur de Dirac comme dans le cas précédent,
et on considère à nouveau la sous-algèbre dense involutive A∞ des fonctions localement constantes.

Le triplet de données (A,H, D) est un triplet spectral. L’opérateur de Dirac est lié à la fonction
zeta géométrique de l’ensemble de Fibonacci Cantor par

Tr(|D|−s) = 2ζF (s) =
2

1− 2−s − 4−s
,

où la fonction zeta géométrique est ζF (s) =
∑

n Fn+12
−ns, avec Fn les nombres de Fibonacci.

Un argument simple montre que le spectre de dimension est donné par l’ensemble

Σ =

{
log ϕ

log 2
+

2πin

log 2

}
n∈Z

∪
{
− log ϕ

log 2
+

2πi(n+ 1/2)

log 2

}
n∈Z

,

où ϕ =
1 +

√
5

2
est le nombre d’or.

On pourra trouver des résultats récents sur la géométrie non commutative des fractals et des en-
sembles de Cantor et les constructions de triplets spectraux pour les AF-algèbres dans [3], [23],
[24]. La construction dans [3] est en fait un triplet spectral pour le groupe dual de l’ensemble de
Cantor vu comme le produit d’un nombre dénombrable de copies du groupe Z/2. Le travail récent
[12] montre qu’il est facile de décrire l’espace métrique compact exactement (i.e. en retrouvant la
métrique) via un triplet spectral, qui est une somme de deux modules deux-dimensionnels, mais les
triplets spectraux contiennent beaucoup plus d’information qu’une simple étude de la métrique.
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