
Les nombres premiers dans k(ρ)

Balth. van der Pol et Pierre Speziali

(Communiqué à la rencontre du 23 décembre 1950)

De la même manière que les complexes ou les entiers de Gauss a+bi (a et b deux entiers rationnels)
appartiennent au corps k(i), les entiers ξ = a + bρ (a et b à nouveau deux entiers rationnels) sont
dits 1 appartenir au corps k(ρ). Ici ρ est défini comme étant une racine de l’équation

ρ2 + ρ+ 1 = 0

Les unités de k(ρ) sont ±1,±ρ,±ρ2, situés aux sommets d’un hexagone régulier inscrit dans le
cercle unité.

Si ρ = 1
2
(−1 + i

√
3) = e

2
3
iπ, alors ρ2 = 1

2
(−1− i

√
3) = e

4
3
iπ

et
ρ+ ρ2 = −1, ρρ2 = 1

À nouveau, on a
(ξ − a− bρ)(ξ − a− bρ2) = 0

ou
ξ2 − (2a− b)ξ + a2 − ab+ b2 = 0

de telle façon que ξ est un entier quadratique.

De plus, il découle de l’équation fondamentale

ρ2 + ρ+ 1 = 0

que
a+ bρ = a− b− bρ2,

a+ bρ2 = a− b− bρ.

Les entiers de k(ρ) sont par conséquent de la forme a + bρ ou a + bρ2, l’une des formes étant
déduisible de l’autre.

À part 1− ρ et ses associés et les nombres premiers rationnels de la forme 3n+ 2 et leurs associés,
les nombres premiers de k(ρ) et leurs associés sont de la forme

a+ bρ,

Référence : Balthazar van der Pol, Pierre Speziali, The primes in k(ρ), Indagationes Mathematicae (Proceedings)
Volume 54, 1951, p. 9-15.
Transcription en Latex et traduction, Denise Vella-Chemla, novembre 2024.

1Hardy et Wright, An introduction to the Theory of numbers, p. 177-188 et p. 220-221 (Oxford, 1938).
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où a et b doivent respecter la relation

(1) a2 − ab+ b2 = p,

p étant un nombre premier rationnel de la forme

(2) p = 3n+ 1

De (1) et (2), il découle que a et b ne peuvent pas être simultanément pairs, car alors (1) serait
pair, ce qui est impossible. À nouveau, si a et b sont simultanément impairs, on peut introduire b′

défini par b = a− b′ où b′ est par conséquent pair.

Sa substitution dans (1) amène
a2 − ab′ + b′2

qui est de la même forme que (1) de telle façon qu’on est libre de supposer b pair.

On peut par conséquent écrire
b = 2β (β = entier)

et (1) devient

a2 − ab+ b2 =

(
a− b

2

)2

+
3

4
b2 = (a− β)2 + 3β2

où, en appelant a− β = c
a2 − ab+ b2 = c2 + 3β2.

Par conséquent, on a

(3) c2 + 3β2 = p = 3n+ 1

Il découle de (3) que c ne peut pas être divisible par 3, et donc il ne reste que les deux possibilités
c ≡ 1 (mod 3) ou c ≡ 2 (mod 3).

De plus, dans (3), n ne peut être impair parce que cela rendrait 3n+ 1 pair.

On peut donc écrire n = 2m de telle façon que (3) devient

(4) c2 + 3β2 = p = 6m+ 1

où maintenant m peut être impair ou pair.

En revenant à la forme a+ bρ, on a par conséquent

a+ bρ = a+ b

(
−1

2
+

i
√
3

2

)
= a− b

2
+

ib

2

√
3 = a− β + iβ

√
3 = c+ iβ

√
3
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et donc c+ iβ
√
3 est un nombre premier dans k(ρ) quand (4) est satisfaite. Par conséquent, on a

12 + 3.22 = 13 = 6.2 + 1

de telle façon que c = 1, β = 2 et 1 + 2i
√
3 est un nombre premier dans k(ρ) ainsi que ses associés,

qui sont obtenus par multiplication par eki
π
3 (k = 1, 2, ..., 6).

On note de plus que si dans la forme a2− ab+ b2, on remplace a par −a, et b par −b ou a par a− b
et b par b− a, on trouve les associés de a+ bρ.

Les nombres a+bρ ont été introduits par Eisenstein et Jacobi dans leurs travaux sur la réciprocité
cubique.

Les nombres premiers rationnels de la forme p = 6m+1 ont déjà été le sujet de plusieurs recherches.
Il a été démontré qu’ils sont en nombre infini 2 en considérant l’expression 3(1.2.3. . . . .p)2 + 1.

Parmi les formes quadratiques représentant une séquence de nombres premiers de la forme
p = 6m+ 1, on note

y1 = 6x2 + 6x+ 31

qui, pour x = 0, 1, ...28, fournit 29 nombres premiers de la forme 6m + 1 compris entre 31 et
4909 ; en remplaçant x par x− 29, on obtient

y2 = 6x2 − 342x+ 4903

qui fournit 58 nombres premiers de la forme considérée. Ces deux formes nous ont été gentiment
communiquées par M. C. Coxe (de Genève).

Le but de la présente note est de décomposer les nombres premiers de la forme 6m+1 sous la forme
c2 + 3β2 et de les représenter dans le plan complexe (c, iβ).

Entre 1 et 10 000, il y a 1229 nombres premiers en tout, dont 611 sont de la forme 6m+1. Ci-après
est présentée la manière dont cette décomposition a été effectuée.

La relation 6m+ 1 = c2 + 3β2 nous dit que :

1) c n’est pas divisible par 3,

2) si c est pair, alors β est impair,

3) si c est impair, alors β est pair.

Cela signifie que dans le plan réel (c, β), tous les nombres de la forme 6m + 1, que ce soient des
nombres premiers ou pas, sont situés aux sommets d’hexagones (voir la Fig. 1).

2E. Cahen, Éléments de la Théorie des Nombres, p. 319 (Paris, 1900).
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Plutôt que d’essayer la décomposition directement, ce qui entrâınerait de plus en plus d’essais, la
méthode suivante a été suivie.

Après qu’ait été préparée une liste de nombres premiers de la forme 6m + 1, on a fait les ajouts
suivants :

22 + 3.12, 42 + 3.12, 82 + 3.12, . . . .

12 + 3.22, 52 + 3.22, 72 + 3.22, . . . etc.

et on a vérifié si une telle somme était un nombre premier de la forme requise. Bien sûr, on aurait
également pu suivre les colonnes plutôt que les lignes.

Ci-après, est fournie une table des décompositions des nombres premiers de la forme p = 6m + 1
sous la forme c2 + 3β2.

La première colonne contient les nombres premiers p et la seconde les nombres c et β.

La représentation des nombres premiers c + iβ
√
3 du corps k(ρ) dans le plan complexe est plus

naturelle en recouvrant préalablement le plan par un réseau d’hexagones adjacents. La distance
des centres de deux hexagones adjacents horizontalement est prise comme distance unité.

Alors la distance la plus courte entre deux centres situés sur une droite verticale devient
√
3.
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Par conséquent, le point A dans la Fig. 2 représente le nombre premier complexe 4 + 1i
√
3.

Sa norme N(4 + 1i
√
3) = (4 + i

√
3)(4 − i

√
3) = 19 est un nombre premier rationnel de la forme

6m+1. L’hexagone ayant comme centre A a été ombré avec ses associés e
kiπ
3 (4+ i

√
3), k = 1, 2, ...6.

Ces associés sont par conséquent trouvés simplement en tournant selon des angles de 60o, 120o,
180o, . . ., etc. De cette façon, le grand diagramme du Plateau I a été construit, qui montre claire-
ment les symétries selon les angles 0o, 60o, 120o, . . . .

Le centre de ce Plateau est présenté séparément dans la Fig. 3.
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Un diagramme similaire des nombres premiers gaussiens (du corps k(i)) avait été publié précédem-
ment 3.

Genève, Déc. 1950.

3Balth. van der Pol, Verslagen van de Maatschappij Diligentia, (’s-Gravenhage, 1946).
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Table de la décomposition des nombres premiers inférieurs à 10 000 de la forme p =
6m+ 1 sous la forme c2 + 3β2.
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