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ANALYSE FONCTIONNELLE. - Flots des poids sur les facteurs de type I11.
Note [[] de MM. Alain Connes et M. Takesaki,
transmise par M. Laurent Schwartz.

L’étude des poids & centralisateur proprement infini conduit & associer a tout facteur une
action ergodique de I} sur un espace mesurable. Aux ensembles mesurables correspondent
les classes de poids a équivalence unitaire pres. L’action de RY correspond a I'opération
@ — Adp, A > 0. Si M n’est pas de type Illp, le flot est transitif et égal a R} agissant sur
R /R N S(M). Sinon le sous-groupe virtuel Sy (M) de RY “noyau” de l'action de R*
généralise S(M) et est relié aux descriptions connues des facteurs de type I1Ij.

La définition du flot des poids de M est fonctorielle, ce qui permet d’associer & M un
homomorphisme ~,; de Aut M dans le groupe des automorphismes du flot. Quand M
est un facteur de Krieger, cela permet de calculer entierement Outg M = Aut M /Int M.
L’homomorphisme modulaire d,s se prolonge au groupe dual Sy (M)” de Sy (M) et permet

d’obtenir Out M comme extension de Sy (M)”" par un groupe d’automorphismes d’une
algebre de von Neumann de type Il,.

1. COMPARAISON DES POIDS DE MULTIPLICITE INFINIE. Un poids de multiplicité
infinie sur une algebre de von Neumann M est par définition un poids normal fidele
semi-fini ¢ dont le centralisateur M, est proprement infini.

DEFINITION 1. Soient @1, o des poids de multiplicité infinie sur M ; on écrit :
(a) @1 ~ @2 quand il existe un unitaire u € M tel que ¢y (z) = @o(uzu®),Vo € M,.

(b) 1 < @2 quand il existe une isométrie w € M, ww* € M, avec ¢;(z) = pa(wrw®),
Vo € M.

On montre que ~ est la relation d’équivalence correspondant a la relation de préordre <.

THEOREME 2. Soit M un facteur proprement infini de genre dénombrable. Il existe
alors un couple unique (par, Pyr) tel que :

(a) Py soit une algébre de von Neumann abélienne ;

(b) par soit une surjection de l’ensemble des poids de multiplicité infinie de M sur
l’ensemble des projecteurs non nuls de genre dénombrable de Py ;

(c) on ait (par(p1) < (Pu(p2)) = (p1 < @2), pour tous 1, pa.
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THEOREME 3. Soit M un facteur d prédual séparable, proprement infini et (pyr, Par)
comme dans le théoréme 2 :

(a) Pour tout X > 0, il existe un automorphisme unique Z tel que Zypy(p) =
pr(Ap), Yo de multiplicité infinie.

(b) Il existe un projecteur unique dy; # 0, de genre dénombrable tel que Zxdy =
dpr, VA > 0.

On montre que dy; est le plus grand projecteur d de Py, tel que 'application A — Zyx
soit continue fortement pour tout z € (Pyy)g.

DEFINITION 4. Soit M wune algébre de von Neumann proprement infinie a prédual sé-
parable. On appelle poids dominant sur M tout poids ¢ de multiplicité infinie tel que
© ~ Ap, VA > 0.

Le théoreme 3 montre I'existence et I'unicité (modulo ~) du poids dominant.
DEFINITION 5. Soit M un facteur proprement infini a prédual séparable, on appelle flot

des poids de M la restriction a Ualgébre de von Neumann (Phr)a,, de Uaction Z de R
sur Pyy.

dn

L’action Z ainsi restreinte est continue et ergodique. Dans la terminologie de G. Mackey
[2], & toute action ergodique d'un groupe localement compact G correspond un sous-
groupe virtuel de G, noyau de cette action. Nous notons Sy (M) le sous-groupe virtuel
de R associé au flot des poids de M.

THEOREME 6. Soit M comme dans le théoréme 5, on a

(M nest pas de type 11ly) <= (Sy(M)=S(M)NR")

< (Sv(M) est un sous groupe ordinaire de R?).

Ainsi Sy (M) coincide avec S(M) N R} sauf dans le cas Il ou il apparait comme le
spectre modulaire virtuel de M.

THEOREME 7. Soient N une algébre de von Neumann, T une trace normale fidéle semi-
finie sur N, G un groupe localement compact, U un homomorphisme continu de G dans
Aut N tel que laction U correspondante de G sur le centre de N soit libre et ergodique.

Soient H le sous-groupe virtuel de G associé a laction U et p I’homomorphisme de H
dans R correspondant au cocycle

dT U,
dr

S pPs = A(S),



ou A est la fonction modulaire de G.

Alors le produit croisé de N par G via U est un facteur M tel que Sy (M) = p(H) au
sens de [2], p. 194.

COROLLAIRE 8. Soient M un facteur de type 111 a prédual séparable, N une algébre de
von Neumann de type I, T une trace normale fidéle semi-finie sur N, et s — 05, un
groupe a un parameétre d’automorphismes de N tels que T o0y = e 51,Vs € R et que M
soit le produit croisé de N par R via 6 [cf. [3]].

Alors le flot des poids de M est la restriction au centre de N de l'action X — 0_105 », X €
R
+

COROLLAIRE 9. Soient M wun facteur de type 111y, N une algébre de von Neumann
de type I, T une trace normale fidéle semi-finie sur N et 0 € Aut N tel que T o0 =
T(p.),p > Ao >1 et que M soit produit croisé de N par 0 [cf. [1]].

Alors le flot des poids de M est le flot construit sur la restriction de 0 au centre de N,
sous la fonction p.

COROLLAIRE 10. Soient G un groupe virtuel principal [[2], p. 204] et A la fonction
modulaire sur G [homomorphisme de G dans R% défini dans [2], p.198]. Soit M le
facteur engendré par la représentation réguliere de G, alors :

Sv(M) = A@G).

De plus les algebres N des descriptions [1] et [3] de M comme produit croisé se calculent
a partir de la représentation réguliere du noyau [au sens de [2], p.196] de A.

COROLLAIRE 11. Soient My et My deuz facteurs proprement infinis a prédual séparable
alors :

Sy (My ® My) = Sy (M;)Sy (My).
En particulier S(M; ® M) D S(My)S(Ms).

2. REGULARISATION DES POIDS DE MULTIPLICITE INFINIE. Ce procédé permet de
relier tout poids de multiplicité infinie aux poids 1 tels que py (1) < dyy.

THEOREME 12. Soient M, pyr, Par, dyr comme dans le théoréme 3. Pour tout poids o de
multiplicité infinie et tout € > 0 il existe h € My, 1—e < h < 1+4¢ tel que ppr(¥) < dy
ot = p(h.).



Il en résulte que si M est de type 111, XA # 0 et si 1 et 9 sont deux poids de multi-
plicités infinies, il existe un unitaire u € M tel que u A, u* = M, ou M, désigne le
domaine de ;.

3. HOMOMORPHISME FONDAMENTAL POUR LES FACTEURS DE TYPE III. Soient
M, py,dy, Z, comme dans le théoréme 3. Pour tout o € Aut M il existe un o € Aut Py

unique tel que pa(@ o a™t) = a par(p) pour tout ¢ de multiplicité infinie.

DEFINITION 13. L’homomorphisme fondamental vy est I’homomorphisme qui da tout
« € Aut M associe la restriction vy («) de o @ (Pay)ay, -
Comme 7y(«) commute avec Zy, VA € R% I'image de 7y est contenue dans le groupe
des automorphismes du flot de M. Ce groupe est égal a R /S(M) N R’ des que
Sy(M)=S(M)NR7.

On montre, quand M est de type 11 que la définition ci-dessus coincide avec [1], p. 224.

THEOREME 14. Soient M et vy comme ci-dessus :

(a) L’homomorphisme yy; est continu quand on munit Aut M de la topologie de la con-
vergence simple normique dans M, et Aut (flot des poids de M) de la convergence
simple forte.

(b) On a yy(a) =1,V € Int M.

Il en résulte que vy, définit par passage au quotient un homomorphisme de Outy M =

Aut M /Int M dans Aut (flot des poids de M).

THEOREME 15. Soit M un facteur de Krieger[], continu et infini. Alors vy définit par
passage au quotient un isomorphisme de Outy M sur Aut (flot des poids de M ).

4. PROLONGEMENT DE L’'HOMOMORPHISME MODULAIRE. Soient M un facteur de
type III, N, 7 et (65)ser comme dans le corollaire 8 ci-dessus. Soit Sy (M)" le groupe
des homomorphismes de Sy (M) dans T} = {z € C, |z| = 1}. En identifiant (corollaire 8)
le flot des poids de M au flot A — 6_10, »/Centre de N on peut associer a tout élément
¢ de Sy (M)" une classe de 1-cocycles : tout ¢” dans cette classe est une application de
R dans les unitaires du centre de N avec ¢} 0_rog 2, (€},) = 5,5 VA1, A2 > 0. Pour
tout s € R, soit U, I'unitaire du produit croisé M de N par R canoniquement associé.
Il existe alors un automorphisme « = ay, unique de M tel que a(z) = x,Vx € N et
a(Us) = P_,Us,Vs € R.

%i.e. M est produit croisé d’une algébre de von Neumann abélienne par un automorphisme.



THEOREME 16. Soient M, N, 7, (0)ser comme ci-dessus.

(a) Pour tout ¢ € Sy(M)", la classe dp(c) de o, dans Out M = Aut M/Int M ne
dépend ni du choix du représentant co de ¢ ni du choix de N, 7, 0 vérifiant les
conditions du corollaire 8.

(b) L’application 0y est un homomorphisme injectif de Sy (M) dans Out M et d,(f) =
n(t),Vt € R ou Uapplication t — T est la transposée de l'injection canonique de

Sy (M) dans R..
(C) On CL’}/MOSM =1.

(d) L’image de 0y est un sous-groupe normal de Out M et l'action de tout o € Out M
sur cette image est déterminée par vy ().

Cette extension ¢ de ’homomorphisme modulaire permet d’étendre aux facteurs de type
IIT la suite exacte de [1], p.225.

THEOREME 17. Soient M, N, T, (0,)ser comme ci-dessus.

(a) Le commutant relatif de N dans M est égal au centre de N.

(b) Pour tout o € Out M il existe ay € Aut M dans la classe de o tel que ag(N) = N
et que la restriction de g a N préserve T.

(¢) Dans (b) limage §'(«) dans Out N de la restriction de oy @ N ne dépend pas du
choix de .

(d) La suite suivante est exacte :

1 — Sy (M) 5 Out M % Out,p (N) = 1;

Out, g (N)={B € Out N,70 3 =T1,en(0s)5 = Ben(6;),Vs € R}.

(e) Quand on identifie le flot des poids de M a la restriction au centre de N de 'action
A — 0_105 A On obtient pour tout o € Aut M,

yu(a) = restriction de §'(a) au centre de N.

Pour tout facteur de type Iy, on a alors :

Int M C Image 05y C Int M C Noyau vy, C Aut M.
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