Un théoreme arithmétique et sa démonstration
LEONHARD EULER

J’ai précédemment communiqué a des collegues le théoreme que je propose et démontre ici, il a été
jugé tres digne de mériter attention, spécialement car sa démonstration n’est pas évidente du tout,
et il est possible que plusieurs aient cherché & le démontrer en vain'. J'énonce le théoréme de la
facon suivante :”

St plusieurs nombres différents sont donnés a,b,c,d etc., et que l'on forme a partir d’eux des
fractions dont le numérateur commun est 1, et que ces fractions sont telles que le dénominateur de
chacune est le produit de toutes les différences d’un nombre et de chacun des nombres restants, de
telle facon que les fractions sont

1 1 1
(a—b)(a—c)(la—d)etc.” (b—a)(b—c)(b—d)etc.” (c—a)(c—b)(c—d) etc.

etc.,

alors la somme de toutes ces fractions est toujours égale a 0.

Ainsi par exemple pour les nombres donnés 2,5,7, 8, les quatre fractions

1 1 1 1
—3.-5-—6 3--2--3 5.2.-1" 6-3-1

sont écrites ainsi, et se réduisent a

et par la force du théoreme
LS SR TS R
90 18 10 18

Pour ne pas compliquer avec des signes négatifs, ces fractions peuvent étre arrangées par ordre de
grandeur du dénominateur, soit croissant, soit décroissant, et en alternant les signes + et —.

Par exemple, si les nombres donnés sont

3,8, 12, 15, 17, 18,
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dont on obtient les dénominateurs

315-9-12-14-15 = 113400
8 5-4-7-9-10 = 12600
12 9-4-3-5-6 =3240
15 12-7-3-2-3 =1512
17 14-9-5-2-1 =1260
18] 15-10-6-3-1 = 2700
et on aura
1 1 1 1 1 1

113400 12600 T 3240 1512 © 1260 2700

ou en multipliant chacune par 36

SRS SRS S NS SRS
3150 350 90 42 35 75

et en réduisant ces fractions au méme dénominateur 3150, il est directement clair que

1-9+35—-75+90 —42

3150 =0

En effet, dans le cas ou seuls deux nombres sont donnés, le théoréme n’a pas besoin de démonstra-

tion, puisqu’il est évident que
1 1

+
a—b b-—
mais méme dans le cas de trois nombres a, b, ¢, ¢’est mainteant plus subtil, car il n’est pas immé-
diatement évident que

a

1 n 1 N 1
(a—b)la—c) (b—a)(b—c) (c—a)(c—10)

et pour des nombres plus grands, et encore plus, méme, en général, pour des nombres quelconques,
savoir que cela est vrai pour les cas les plus simples n’offre que peu d’aide.

En effet, j’ai étendu ce théoreme plus largement, et il peut étre énoncé de la fagon suivante :

Théoréme général *

Si plusieurs nombres différents a,b,c,d, e, f etc. sont donnés, dont le nombre = m, et que les
produits suivants sont formés a partir des différences de l'un a tous les autres

(a—b)a—c)la—d)(a—e)(a— f)etc. = A,
(b—a)(b—c)(b—d)(b—e) ) B
(c—a)(c=Db)(c—d)(c—e)(c— f)etc. = C
(d—a)(d=0b)(d—c)(d—e)(d—f)etc. = D,
(e —a)(e—b)(e —c)(e —d)(e — f) etc. E

3. Note du traducteur : Euler a en fait montré cela dans son Institutionum calculi integralis volumen secundum,
1769, E366, § 1169.



chacun était constitué de m — 1 factors, alors non seulement on aura, comme précédemment

Ll iy e =0
ATB T cTD T ETHCT

mais on aura également de facon générale

C T e =0
A B TcTpTETTCTY

a la condition que [’exposant n soit un nombre positif entier moindre que m — 1.

Ainsi dans I’exemple ci-dessus, ou les nombres donnés sont 3,8, 12, 15,17, 18, non seulement a-t-on

1 Lo L] L,
113400 12600 = 3240 1512 ' 1260 2700

mais on obtient également la vérité des fractions suivantes

3 s 12 15 17 18
113400 12600 ' 3240 1512 ' 1260 2700
32 £ 12 1 T 1
113400 12600 ' 3240 1512 ' 1260 2700
33 $ 12 1 P 18
113400 12600 = 3240 1512 ' 1260 2700
3t gt 12t 15t At a8t

113400 12600 T 3240 1512 T 1260 2700

mais on ne peut continuer avec des puissances plus grandes, puisque chaque dénominateur est
constitué de cinq facteurs.

Démonstration du théoréme *

J’ai trouvé ce théoreme en considérant la formule”

:En

(x —a)(z —b)(x — ¢)(x — d) ete.”

ce qui, a chaque fois que I'exposant n est un nombre entier positif moindre que le nombre de facteurs
du dénominateur, est tel qu'on peut toujours 1’écrire comme somme de fractions simples ainsi®
A’ B’ C’ D’

+ + + + etc.,
r—a x—b xz—c x-d

ou les dénominateurs sont les facteurs du dénominateur initial, et ou les numérateurs sont des
quantités constantes, ne dépendant pas de x, chacune pouvant étre définie de la facon ci-apres.

4. Note du traducteur : cf. Gauss, Travauz de Carl Friedrich Gauss, vol. III, pp. 265—268.

5. Note du traducteur : Le dénominateur ici a seulement m—1 facteurs : c’est (z—a)(z—b)(z—c)(x—d) - - - (x—v),
ou v est I’avant-dernier des nombres. Pour le moment, = est une variable, mais plus tard, nous prendrons x comme
étant le dernier des nombres.

6. Note du traducteur : Fractions partielles : voir Euler’s Introductio in analysin infinitorum, vol. 1, § 46.



Puisque la forme donnée est égale a ces fractions simples, en multipliant par x — a, on aura

" :A,+B’(a:—a)_l_C’(x—a)+D’($—a)+etc'
(x —b)(z — ¢)(x — d) ete. x—>b r—c r—d
Cette égalité est vérifiée pour toute valeur prise par x, puisque les lettres A, B',C’", D’, etc. ne

dépendent pas de x. Par conséquent, cette équation sera vraie si on prend x = a, d’ou

n
a /

(a —b)(a—c)(a—d)etc. '

et ainsi la valeur de A’ est connue. On voit de maniére similaire que

b" "
B' = O =
(b—a)(b—c)(b—d)etc.’ (¢c—a)(c—=Db)(c—d)ete.
et la méme chose pour les autres. Alors, en amenant les fractions simples du c6té gauche,
x" +A/+B/+Cl+Dl+t 0
etc. =

(x—a)(x—=b)(x—c)(r—d)etc a—xz b—x c—x d—=x ’

et dans tous les cas, nous aurons, en voyant le nombre & comme le dernier des nombres a, b, ¢, d, . .., z,
a” N b
(a—b(a—c)la—d)---(a—x) (b—a)b—c)(b—d)---(b—x)
+ ‘ +...+ : =0,

(c—a)(c—=b)(c—d) - (c—x) (x—a)(z—=b)(x—c) - (x —v)

avec v dénotant 'avant-dernier des nombres.

Ceci est la démonstration du théoréme proposé, qui n’est ainsi pas si évident, de telle fagon que sa
vérité devrait étre comptée parmi celles dont la regle se pergoit aisément, a moins peut-étre qu’'une
démonstration plus simple ne soit trouvée ; * mais la nature de cette régle nous laisse difficilement
espérer cela, parce que le théoréeme n’est pas vrai & moins que ’exposant n ne soit un nombre entier
positif, moindre que le nombre de facteurs dans chacun des dénominateurs.

Alors, puisqu’en prenant un nombre plus grand pour n, la somme de ces fractions ne s’évanouit
plus, a partir de la méme source dont nous avons tiré ce théoreme, pour chaque cas, nous pourrons
assigner la valeur de la somme, notamment en prenant le nombre de facteurs comme étant = m —1
et par conséquent, le nombre de tous les nombres donnés a,b,c,d,...,x comme étant = m. Si
n=m—1,oun=m, oun >m, la fraction

I.TL

(x —a)(z — b)(x — ¢)(z — d) ete.

utilisée dans la démonstration sera vue comme impropre et interprétée comme s’il s’agissait d’une
intégration par parties,” et la somme des fractions sera égale a la partie en question.

7. Note du traducteur : alors non seulement l'assertion de la preuve serait aisément percue mais également la
preuve serait aisément percue ?

8. Note du traducteur : cf. vol. I, § 46 de 1'Introductio. Si deg M > deg N alors il y a une partie polynomiale
dans la décomposition partielle en fraction de % Dans le § 38, Euler définit ce qu’est une fraction “impropre” de
polynomes.



Ainsi, dans le cas ou n = m — 1, la partie entiere vaut I'unité, et alors également la somme des
fractions = 1. Par conséquent, dans ’exemple traité ci-dessus, ou les signes sont changés selon la
démonstration, on aura

1§ 1P 1P 12 8 3
2700 1260 ' 1512 3240 ' 12600 113400

Mais si n = m, la partie entiére provenant de la fraction est
r+a+b+c+d+ete,

c’est-a-dire, la somme de tous les nombres donnés.

Par conséquent, puisque dans ’exemple ci-dessus, la somme de tous les nombres donnés est = 73,
on aura
186 176 155 126 86 36

2700 1260 T 1512 3240 T 12600 113400 7.

On peut facilement voir & partir d’ici comment on trouve les sommes suivantes. Notamment,
d’abord, la somme de tous les nombres donnés a,b,c,d, ...,z est prise, qu'on pose = P, alors
la somme des produits de deux, qu’on pose = @, puis la somme de trois, qu’on pose = R, de méme
pour quatre = S, pour cinq = T, et etc. Maintenant avec ceci fait, on forme la série

I +A+B+C+D +ete.

de telle facon que

A=P, B=AP —-(Q, ¢=BP-2AQ + R,
D=CP—-BQ+AR - S etc.

et alors
cas somme des fractions
n=m-—1]1,
n=m A= P,
n=m+1|B =P —-Q,
n=m+2|¢=P —-2PQ+R,
n=m+3|® =P —3P’Q+2PR+Q*>- 5,
n=m+4|E=P —4P3Q +3P?R +3PQ* - 2PS —2QR+T
etc.

Or, si on met la somme des nombres = B, la somme de leur carré = Q, la somme de leur cube = fR,
la somme de leur quatrieme puissance, = &, de leur cinquieme puissance = €, etc., on obtiendra
que 10

1

1 1 1 1
A=, %:59{32+§Q, 6:6m3+§9{3§3+§%,

P VRIE PRI PC I 1
9_2420 +4‘IBD+8D +3fm%+46 etc.,

9. Note du traducteur : plutot on forme la fonction génératrice 1 + Az + Bz? + €23 + D24+ etc.
10. Note du traducteur : Les Opera omnia réferent a Darticle E153 d’Euler, Demonstratio gemina theorematis
Neutoniani. . ., dans lequel Euler démontre les identités de Newton. Les identités de Newton relient les coefficients
d’un polynéme aux sommes des puissances des racines du polynome.



dont les valeurs découlent de la loi

2 = P,
B = %(fmwrﬂ),

¢ = %(fmwmwm),

o — %(‘B€+Q%+9{Ql+6)

ete.

Avec la vérité de notre théoreme établie, je juge qu’il ne serait pas hors de propos que j’étudie
avec attention la nature des formules sur lesquelles le théoreme s’appuie. Donc, si les nombres
a,b,c,d, etc. sont donnés, pour chacun d’entre eux on cherche quel sera le caractere de la formule
(a —b)(a—c)(a — d) ete., qui est le produit des différences de ce nombre avec tous les autres.

Alors en posant que le nombre des nombres donnés = n, ' et en supposant que z est une quantité
variable, je fabrique ce produit a partir de lui

(z—a)(z=b)(z—c)(z —d)(z — e) etc.,
qui par multiplication améne au développement
2" — P2 4 Q2" — RV 4 82 — ete.
Alors en divisant ceci par z — a, on aura

2 — P2l 4 Q22 — RT3 + ete.
z—a '

(z—=b)(z —c)(z —d) etc. =

Si nous posons maintenant z = a, la forme en question (a — b)(a — ¢)(a — d) etc. apparait que
j’ai dénotée ci-dessus par la lettre A. Alors en effet, pour I'autre c6té, a la fois le numérateur et le
dénominateur tendent vers zéro, et par conséquent, sa valeur sera

na"' —(n—1)Pa"? + (n — 2)Qa"* — (n — 3)Ra"* + etc.,

qui, puisqu’il se trouve que

12

11. Note du traducteur : Ce nombre était précédemment dénoté par m.
12. Note du traducteur : L’article s’arréte ici.



