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Le théorème de Morley surgit comme un sous-produit de résultats géométriques plus pro-
fonds que F. Morley [1] a obtenu il y a environ cinquante ans. Il peut être énoncé comme
suit : Les points d’intersection des trisectrices adjacentes des angles intérieurs d’un triangle
sont les sommets d’un triangle équilatéral. La plupart des nombreuses démonstrations de
ce théorème qui ont été proposées sont soit géométriques [2] soit trigonométriques [3]. La
procédure suivie ici, d’un autre côté, trouve les coordonnées des points d’intersection des
angles trisecteurs dans le plan complexe [4].

Pour amener la preuve, référons-nous à la figure, où ABC peut être n’importe quel triangle.
Dessinons le cercle circonscrit à ABC, appelons son rayon r, déterminons l’origine comme
étant le centre du cercle, et faisons passer l’axe réel positif par le sommet C du triangle. Les
sommets A et B sont représentés par les nombres complexes reiα et reiβ , respectivement, où
α et β sont positifs et inférieurs à 2π. Alors les trisectrices des angles intérieurs du trian-
gle couperont le cercle en les points dont les coordonnées complexes sont fournies sur la figure.

Pour trouver les points d’intersection des trissectrices des angles, on utilise le résultat suivant
[5], qui peut être simplement établi : Si deux droites coupent le cercle |z| = r en des points
de coordonnées complexes a, b et c, d respectivement, le point d’intersection des droites est
donné par

z = (a−1 + b−1 − c−1 − d−1)/(a−1b−1 − c−1d−1).
L’application de cette formule aux deux trissectrices adjacentes se coupant en N donne pour
N le nombre complexe

zN = r
e−iβ + e−i2α/3 − e−i(2β+2π)/3 − e−iα

e−i(β+2α/3) − e−i[α+(2β+2π)/3]

Avec la notation
p = eiα/3, q = eiβ/3, ε = eir/3,

l’expression pour zN se réduit aisément à

zN = r(εp2q − ε2q2p+ p2 − pqε+ q2ε2).

De façon similaire, pour les points d’intersection L et M , on trouve

zL = r(q2p− q2 + qp− q + p)
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et
zM = r(p2q + ε2pq − ε2p2 + pε− εq).

Le vecteur −−→LN est donné par le nombre complexe

zN − zL = r[εp2q − (ε2 + 1)q2p+ p2 + (ε2 + 1)q2 − pq(ε+ 1) + q − p]

qui peut être factorisé et réécrit
−−→
LN = −r(q − p)(ε2 − q)(1− p)ε.

De façon similaire −−→
LM = −r(q − p)(ε2 − q)(1− p),
−−→
MN = −r(q − p)(ε2 − q)(1− p)ε2.

Par conséquent,
|
−−→
LM | = |−−→MN | = |−−→NL|,

et on conclut que le triangle LMN est équilatéral.

La longueur du côté du triangle équilatéral est donnée par

|
−−→
LN | = r|q − p||ε2 − q||1− p|

= r. 2 sin[(β − α)/6] 2 sin[(2π − β)/6] 2 sin(α/6).

En fonction des angles A,B,C du triangle ABC, cela devient

8r sin(A/3) sin(B/3) sin(C/3),

une formule fournie par Kowaleski [3].
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