Transcription de l'extrait (pages 44 a 47) de I’Encyclopédie des sciences mathématiques pures et
appliquées de Jules Molk, volume 3, tome 1 de théorie des nombres, consacré aux imaginaires de
Galois.

24. Imaginaires de Galois. L’étude des congruences des degrés supérieurs est facilitée par
I'introduction des imaginaires de Galois.

Lorsque F'(z) est une fonction-premiere (mod. p), de degré = > 1, la congruence irréductible
F(z) =0 (mod. p),

n’a aucune solution entiere. Dans ce cas, F. Galoiﬂ introduit un symbole ¢ auquel s’appliquent,
par définition, les mémes regles de calcul qu’aux nombres naturels et qui est, en outre, supposé tel
que 'on ait
F(i) =0 (mod. p).

On peut dire que i est une solution imaginaire de la congruence irréductible F'(x) = 0 (mod. p) ;
rien n’empéche d’imaginer par exemple que i est une des racines de 1’équation irréductible F'(z) = 0.
E. Galois a d’ailleurs mis en pleine lumiere les avantages que 1’on peut tirer de cette fagon de parler,
dans la théorie des Congruencesﬂ.

Une congruence de la forme
p(x) = 1(x) (modd. p, F(z)),

est completement équivalente a la congruence

(i) = ¥(i) (mod. p).

On appelle imaginaire de Galois, toute fonction rationnelle entiere de ¢, a coefficients entiers ; la
condition nécessaire et suffisante pour qu’une imaginaire de Galois f(i) soit = 0 (mod. p), est que
f(z) soit = 0 (modd. p, F(z)). Si l'on envisage comme égales deux imaginaires de Galois congrues
(mod. p), il n’y a qu'un nombre limité p™ d’imaginaires de Galois distinctes, parmi lesquelles une
seule est nulle tandis que (p — 1) sont congrues (mod. p) aux (p — 1) premiers nombres naturels ;
chacune de ces p™ imaginaires de Galois peut étre mise sous la forme

f(i) = ag + ari 4 azi® + ... + ap—13"" (mod. p),

ou ag,a,ds,...,a,_1 sont des nombres entiers que l'on peut choisir parmi les nombres
0,1,2,....,p— 1.

Le produit de plusieurs imaginaires de Galois ne peut étre = 0 (mod. p) que si I'une de ces
imaginaires est = 0 (mod. p). A chaque imaginaire de Galois différente de 0 (mod. p), correspond
une imaginaire associée f(7) telle que 1'on ait

f@) (7)) =1 (mod. p).
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Lorsqu’on introduit les imaginaires de Galois, aux théoremes démontrés pour les congruences prises
suivant un systeme de modules p, F'(z), correspondent les théorémes suivants concernant les con-
gruences prises suivant un module p.

Chacune des p™ imaginaires de Galois f(i) est racine de la congruence
2" = 2 (mod. p),
en sorte que cette congruence a autant de racines que 'indique son degré.

T —1

Les racines de la congruence fundamentale F(x) =0 (mod p) sont i, %, ip2, e, 1P

Quelle que soit la congruence fondamentale F'(z) = 0 (mod. p) servant a définir les imagi-
naires de Galois, le nombre des racines (imaginaires de Galois) d’une congruence quelconque
®(x) =0 (mod. p) est au plus égal au degré de cette congruence.

Toute imaginaire de Galois f(i) appartient a un exposant n qui divise p" — 1 ; & chaque diviseur
n de p" — 1 appartiennent ¢(n) nombres f(i) ; la congruence 2" — x = 0 (mod. p) a ¢(p™ — 1)
racines primitives f(i) qui sont incongrues et appartiennent a 'exposant p™ — 1.

Chacune de ces ¢(p™ — 1) racines primitives est, comme i elle-méme, racine d’une congruence
irréductible de degré m, et ses puissances donnent toutes les racines de la congruence
2" = 2 (mod. p),
c’est a dire des quantités f(i) toutes incongrues. Ainsi les racines de la congruencdﬂ
2" =z (mod. 7)
peuvent toutes, puisque i* = 2 (mod. 7) est irréductible, se mettre sous la forme
ap + ayi + agi® (mod. 7);

on trouve comme racine primitive

j=1i—1i?

c’est a dire une racine de la congruence irréductible
j° =7 +2=0 (mod. 7),

et toutes les racines de la congruence z**3 = x (mod. 7) sont aussi de la forme
ag + arj + agj* (mod. 7).

Si m est le nombre auquel convient f(i), c’est-a-dire le plus petit nombre naturel pour lequel
[f()]P"~! =1 (mod. p), m est un diviseur de =, et si a1, as,as, ..., a, sont les nombres premiers
inégaux qui divisent m, le nombre naturel

pm + Zpa_l + Z pm — Z paiakal 4+ ... :tpalaQ---ak 7
(@) (i<k) (i<k<l)
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ou les sommes sont formées comme il a été expliqué plus haut, in-dique combien, parmi les nombres
incongrus f(i), il y en a qui conviennent a m.

Les puissances

. . . 2 . m—1
F@F@F F@OF . [F@F
sont les racines d’'une congruence irréductible ®(z) = 0 (mod. p) de degré m, en sorte que toute
fonction symétrique entiere de ces puissances, a coefficients entiers, est congrue (mod. p) a un
nombre entier ; réciproquement, toute congruence entiere a coefficients entiers, a laquelle satisfait
f(i), a, en méme temps, ces puissances pour racines.

Si 7 est le degré de la congruence fondamentale F(z) = 0 (mod. p) au moyen de laquelle on intro-
duit les imaginaires de Galois, toute congruence irréductible ®(z) = 0 (mod. p), dont le degré est
un diviseur de 7, a un nombre de racines égal a son degré, tandis que toute congruence irréductible
®(x) =0 (mod. p) dont le degré n’est pas diviseur de 7 n’admet pas de racine (imaginaire de Galois).

Si W(x) =0 (mod. p) est une congruence quelconque, entiere a coefficients entiers, si f(z), fi(z), ...
sont les fonctions premieres de degrés respectifs y, puq, ... dont U(z) est le produit (mod. p), si enfin
7 désigne le p.p.c.m. de u, ji1, . . ., il existe une fonction-premiere F'(x) de degré 7 ; si 'on introduit
I'imaginaire de Galois ¢ définie par la relation

F(i) =0 (mod. p),
la congruence ¥(z) = 0 (mod. p) aura un nombre de racines (imaginaires de Galois) égal a son degré.

Il suffit de rapprocher ce théoreme du théoreme fondamental de 1’Algebre pour avoir nettement
conscience de 1'utilité de I'introduction des imaginaires de Galois dans la Théorie des nombres. Ce
théoreme a d’ailleurs donné lieu a mainte application, notamment dans la Théorie des substitu-

tiondd
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